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Ïðåäèñëîâèå
Ýòîò ó÷åáíèê ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèåì â òåîðåòè÷åñêóþ èíôîðìàòèêó. Ïðè ýòîì îñíîâ-íîå âíèìàíèå â í¼ì óäåëåíî ðàçðàáîòêå àëãîðèòìè÷åñêèõ êîíöåïöèé. Ó÷åáíèê ÿâ-ëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé ïåðåðàáîòêîé ïðåäûäóùåãî � íàïèñàííîãî íà íåìåöêîì ÿçûêå¾Algorithmische Konzepte der Informatik¿; îí áûë ñîçäàí íà îñíîâå êóðñà ëåêöèé, ÷è-òàâøèõñÿ àâòîðîì â Óíèâåðñèòåòå Ààõåíà ïî òåîðåòè÷åñêèì îñíîâàì èíôîðìàòèêè.Ìàòåðèàë äëÿ êóðñà ëåêöèé è ñîîòâåòñòâóþùèõ ãëàâ ó÷åáíèêà áûë âûáðàí òàêèì îá-ðàçîì, ÷òîáû ïî-âîçìîæíîñòè ñîáëþñòè áàëàíñ ìåæäó êëàññè÷åñêèìè îñíîâàìè èí-ôîðìàòèêè (ñþäà îòíîñÿòñÿ òåîðèÿ àâòîìàòîâ, òåîðèÿ âû÷èñëèìîñòè è NP-ïîëíîòû)� è ñîâðåìåííûìè å¼ òåìàìè (òàêèìè êàê àïïðîêñèìàöèîííûå è ðàíäîìèçèðîâàííûåàëãîðèòìû1, à òàêæå êðèïòîãðàôèÿ).Â îòëè÷èå îò òåõíè÷åñêèõ è ïðèêëàäíûõ îáëàñòåé èíôîðìàòèêè òåîðåòè÷åñêàÿ èí-ôîðìàòèêà ñâÿçàíà ñ ôóíäàìåíòàëüíûìè âîïðîñàìè ñóùåñòâîâàíèÿ àëãîðèòìè÷åñêèõðåøåíèé, ôèçè÷åñêèõ ïðåäåëîâ âû÷èñëåíèé, ìåòîäîëîãèè ðàçðàáîòêè àëãîðèòìîâ è ò.ä.Âñå ýòè âîïðîñû â ïåðâóþ î÷åðåäü ñâÿçàíû ñ ìàòåìàòèêîé, íå èìåþò íåïîñðåäñòâåí-íîãî îòíîøåíèÿ ê ïðèêëàäíûì îáëàñòÿì � ïîýòîìó ñòóäåíòû ÷àñòî ñ÷èòàþò òåîðåòè-÷åñêóþ èíôîðìàòèêó ñëèøêîì òðóäíîé, íåèíòåðåñíîé, íå âèäÿò äîñòàòî÷íûõ ïðè÷èíäëÿ å¼ ãëóáîêîãî èçó÷åíèÿ. Ãëàâíàÿ öåëü ýòîé êíèãè ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû èçìåíèòüýòî îòðèöàòåëüíîå ìíåíèå îòíîñèòåëüíî òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè. Ýòî � êðàñèâàÿíàó÷íàÿ äèñöèïëèíà; áëàãîäàðÿ ñâîèì çàõâàòûâàþùèì ðåçóëüòàòàì è òåñíûì ñâÿçÿì ñäðóãèìè íàóêàìè îíà âî ìíîãîì èçìåíèëà íàøå ìèðîâîççðåíèå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåòñîìíåíèÿ â òîì, ÷òî îíà âåñüìà ïîëåçíà äëÿ ïðàêòèêè. Îíà äà¼ò ìåòîäîëîãèþ � ò. å.êîíêðåòíûå ïîíÿòèÿ è ìåòîäû, êîòîðûå ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ â òå÷åíèå âñåãî ïðîöåññàðàçðàáîòêè è âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû, à òàêæå àíàëèçà ïðîãðàììíûõ ñèñòåì. Êðîìåòîãî, áåç ôóíäàìåíòàëüíûõ òåîðåòè÷åñêèõ ðàçðàáîòîê áûëè áû íåâîçìîæíû ìíîãèåïîñòîÿííî èñïîëüçóåìûå ïðèëîæåíèÿ, èìåþùèå îãðîìíóþ ýêîíîìè÷åñêóþ âàæíîñòü,� ýëåêòðîííàÿ êîììåðöèÿ è ìí. äð.Äëÿ ïðèâëå÷åíèÿ èíòåðåñà ÷èòàòåëÿ ê òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêå ìû ïûòàëèñüïðàâèëüíî âûáðàòü òåìû è ïîäðîáíî ñôîðìóëèðîâàòü ïðè÷èíû äëÿ èõ èçó÷åíèÿ.Äîñòàòî÷íî òðóäíî äîáèòüñÿ ãëóáîêîãî ïîíèìàíèÿ ìåòîäîâ, èìåþùèõ ñóùåñòâåííûåïðàêòè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ, à òàêæå îâëàäåòü ìàñòåðñòâîì ïðèìåíåíèÿ ýòèõ ìåòîäîâíà ïðàêòèêå � íî, íåñìîòðÿ íà ýòî, ìû ïîïðîáóåì ïðåäîñòàâèòü ÷èòàòåëþ íåñëîæíûé
1 Â ðóññêîé ëèòåðàòóðå ïðèìåíÿþòñÿ è äðóãèå òåðìèíû � ¾ïðèáëèæ¼ííûå¿ âìåñòî ¾àïïðîê-ñèìàöèîííûå¿ è ¾âåðîÿòíîñòíûå¿ âìåñòî ¾ðàíäîìèçèðîâàííûå¿. (Ïðèì. ïåðåâ.)



VIII Ïðåäèñëîâèåïóòü èõ îñâîåíèÿ, à òàêæå ïîêàçàòü, ÷òî íåêîòîðûå âîïðîñû, íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàí-íûå ñ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòðîãîñòüþ, ìîãóò áûòü ëåãêî äîñòóïíû äàæå äëÿ íîâè÷êîâ.Ïðîñòîòà è ÿñíîñòü � âîò îñíîâíûå ìåòîäîëîãè÷åñêèå îñîáåííîñòè ýòîé êíèãè. Âñåèäåè, ïîíÿòèÿ, ìåòîäû àíàëèçà è äîêàçàòåëüñòâà ñíà÷àëà îáúÿñíÿþòñÿ íåôîðìàëüíî �äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ó ÷èòàòåëÿ âåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ î íèõ. Ïîñëå ýòîãî îíè îáû÷íîñòðîãî îïðåäåëÿþòñÿ è äåòàëüíî äîêàçûâàþòñÿ. Ñëåäóÿ ýòîé ñòðàòåãèè, ìû âûáðàëèäëÿ ðàññìîòðåíèÿ òå îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè, ãäå ìîæíî èñ-ïîëüçîâàòü íàèáîëåå ÿñíûå è ïðîñòûå ïðèìåðû, � à íå ñàìûå ëó÷øèå, íî òåõíè÷åñêèñëîæíûå ðåçóëüòàòû. Ïðåäñòàâëÿÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè â ïîðÿäêå èõ èñòîðè÷å-ñêîãî ïîÿâëåíèÿ, ìû ñòðåìèìñÿ ïîêàçàòü ðàçâèòèå ñïîñîáà ìûøëåíèÿ, ñâîéñòâåííîãîòåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêå, � îò å¼ èñòîêîâ äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè.ß õîòåë áû âûðàçèòü ìîþ ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü Äèðêó Áîíãàðöó, Õàíñó-Éîàõèìó Á¼êåíõàóýðó, Àëåêñàíäðó Ôåððàéíó è Èâîííå Ìî � çà òùàòåëüíîå ïðî÷òåíèåâñåé ðóêîïèñè, ìíîãî÷èñëåííûå êîììåíòàðèè è ïðåäëîæåíèÿ. Îñîáàÿ áëàãîäàðíîñòü �Èâîííå Ìî çà å¼ ïîìîùü â òå÷åíèå âñåãî ïðîöåññà ïîäãîòîâêè ðóêîïèñè íà àíãëèéñêîìÿçûêå. ß òàêæå îáÿçàí Ôîëüêåðó Êëàóñó, Ãàëèíå Éèðàñêîâîé, Áàãäàòó Ýëü ÀáäóíèÕàÿðè, Ãåîðãó Øíèòãåðó, Êàðîëþ Òàóáåðó, Ýðèõó Ôàëêåìå è Ìàíóýëþ Óîëó çà ðàç-ëè÷íûå êîììåíòàðèè è ïîääåðæêó â ïðîöåññå ðàáîòû íàä êíèãîé.ß òàêæå õîòåë áû ñåðäå÷íî ïîáëàãîäàðèòü Èíãðèä Çàìå÷íèêîâó çà å¼ èëëþñòðà-öèè � åäèíñòâåííóþ áåçóêîðèçíåííóþ ÷àñòü ýòîé êíèãè. Îñîáîé áëàãîäàðíîñòè òðåáóåòóñïåøíîå ñîòðóäíè÷åñòâî ñ Àëüôðåäîì Õîôìàííîì è Èíãåáîðãîì Ìàéåðîì èç èçäà-òåëüñòâà ¾Springer¿. À ïîñëåäíÿÿ (íî ïðè ýòîì íèêàê íå ìåíåå ãëóáîêàÿ!) áëàãîäàð-íîñòü � Òàíå çà å¼ êîëëåêöèþ öèòàò.



Îò ðåäàêòîðà ïåðåâîäà
×èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ êíèãà èçâåñòíîãî àâòîðà,Þð�àÿ Ãðîìêîâè÷à. Íà ðóññêîì ÿçûêåâûõîäèò åãî ïåðâàÿ êíèãà � õîòÿ â èçäàòåëüñòâàõ ¾Springer¿ è ¾Teubner¿ íà íåìåöêîì èàíãëèéñêîì ÿçûêàõ âûøëè íåñêîëüêî êíèã ýòîãî àâòîðà, ïðè÷¼ì ìíîãèå èç íèõ èçäàíûè íà äðóãèõ ÿçûêàõ (ôðàíöóçñêîì, ÿïîíñêîì. . . ). Íåñêîëüêî óïðîùàÿ ñèòóàöèþ, ìîæíîñêàçàòü, ÷òî ïî êíèãàì Þ.Ãðîìêîâè÷à ¾ó÷èòñÿ ïîë-ìèðà¿ � à ìû, ¾êàê îáû÷íî¿, çäåñüîòñòà¼ì îò äðóãèõ ñòðàí.Íî î÷åíü âàæíî, ÷òî îòñòà¼ì ìû íå òîëüêî â ñàìîì èçäàíèè ýòèõ êíèã. Èìååòñÿ åù¼îäíî îòñòàâàíèå � îíî çàêëþ÷àåòñÿ â ñïîñîáå ïîäà÷è ìàòåðèàëà. Íà ðóññêîì ÿçûêåïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóåò ó÷åáíàÿ è íàó÷íàÿ ëèòåðàòóðà, â êîòîðîé ïðèâîäèëèñü áûíå òîëüêî ñàìè îïåðåäåëåíèÿ è äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé, íî è íåêîòîðûå äðóãèåôàêòû è ðàññóæäåíèÿ, íóæíûå äëÿ òîãî, ÷òîáû ÷èòàòåëþ áûëî ëåã÷å îñâîèòü íîâóþäëÿ íåãî òåîðèþ.2 Ñàì àâòîð äëÿ îïèñàíèÿ ýòîãî ñòèëÿ ïîäà÷è ìàòåðèàëà ïðèìåíÿåòôðàçû âðîäå¾ìû ðàáîòàåì íà äâóõ óðîâíÿõ . . . ïåðâûé óðîâåíü èñïîëüçóåò òîëüêî èíòóè-òèâíîå ïîíèìàíèå, à íà âòîðîì ïðèìåíÿþòñÿ ôîðìàëüíûå äîêàçàòåëüñòâà . . . ¿� íî, ïî-âèäèìîìó, íóæíî ãîâîðèòü íå òîëüêî è íå ñòîëüêî îá èíòóèöèè, î íåôîð-ìàëüíîé ïîäà÷å ìàòåðèàëà íà å¼ îñíîâå � ñêîëüêî î ïîìîùè ÷èòàòåëþ â îñâîåíèèìàòåðèàëà êíèãè. Äëÿ ýòîé öåëè àâòîð îáúÿñíÿåò ñâîé âûáîð êîíêðåòíûõ âàðèàíòîâòåðìèíîâ è èñïîëüçóåìûõ ìîäåëåé, óêàçûâàåò îãðàíè÷åíèÿ íà èõ èñïîëüçîâàíèå. À ÷è-òàòåëþ â ïðîöåññå îñâîåíèÿ ìàòåðèàëà êíèãè áîëåå âàæíî ïîíèìàòü íå òî, êàê èìåííîìîæíî ðåøèòü ðàññìàòðèâàåìóþ ïðîáëåìó � à òî, ïî÷åìó å¼ íàäî ðåøàòü èìåííî òàêèìñïîñîáîì.3 Â ñâÿçè ñ ýòèì â êíèãå, íàïðèìåð, íåðåäêî ïðèâîäÿòñÿ ðàçíûå âàðèàíòûäîêàçàòåëüñòâà îäíîãî è òîãî æå óòâåðæäåíèÿ; ýòî âðÿä ëè íåîáõîäèìî äëÿ íàó÷íûõñòàòåé � íî î÷åíü ïîëåçíî ñòóäåíòàì, äà è âîîáùå ÷èòàòåëÿì-íîâè÷êàì. Åù¼ ðàç îòìå-òèì, ÷òî ïðàêòè÷åñêè âñÿ ó÷åáíàÿ ëèòåðàòóðà íà ðóññêîì ÿçûêå íå ñîäåðæèò ïîäîáíîãî¾äðóæåñòâåííîãî èíòåðôåéñà¿, î êîòîðîì ãîâîðèëîñü â äàííîì àáçàöå.Åñòü è äðóãèå îòëè÷èÿ äàííîé êíèãè îò èìåþùèõñÿ ó÷åáíèêîâ ïî òåîðåòè÷åñêèìîñíîâàì èíôîðìàòèêè è äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå. Ñðåäè íèõ îòìåòèì ïðåæäå âñåãî òà-
2 Îäíî èç íåìíîãèõ óäà÷íûõ èñêëþ÷åíèé � æóðíàëû ¾Êâàíò¿ è ëèòåðàòóðà, èçäàâàâøàÿñÿâ ¾Áèáëèîòå÷êå Êâàíòà¿. Îäíàêî ó÷åáíèêîâ íà ðóññêîì ÿçûêå, íàïèñàííûõ â ïîäîáíîìñòèëå, ïðàêòè÷åñêè íåò.
3 ¾You're far to keen and where and how , and not so hot on why¿ (Andrew Lloyd Webber andTim Rice, ¾Jesus Christ Superstar¿).



X Îò ðåäàêòîðà ïåðåâîäàêîå: â êà÷åñòâå áàçû äëÿ òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè èñïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ ôîðìàëü-íûõ ÿçûêîâ.4 Áîëåå òîãî, çíàíèÿ òåîðèè ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ íåîáõîäèìû ïðè ÷òåíèèëþáîãî ðàçäåëà êíèãè � îäíàêî ñàìà òåîðèÿ ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ ïðèâîäèòñÿ â êíèãåòîëüêî â òàêîì îáú¼ìå, êîòîðûé íåîáõîäèì äëÿ ÷òåíèÿ ñëåäóþùèõ ãëàâ.Ïîïðîáóåì îòâåòèòü è íà òàêîé âîïðîñ: ÷åì ÿâëÿåòñÿ ýòà êíèãà � ó÷åáíèêîì èëèíàó÷íîé ìîíîãðàôèåé? Ïî-âèäèìîìó, ñêîðåå � ó÷åáíèêîì (ìû óæå íàçûâàëè å¼ òàê);íî å¼ ìîæíî ñ÷èòàòü è íàó÷íîé ìîíîãðàôèåé � íàïðèìåð, ïîòîìó, ÷òî ñóùåñòâåííàÿ÷àñòü å¼ ìàòåðèàëà â ìîíîãðàôèÿõ íà ðóññêîì ÿçûêå ðàíåå íå ïóáëèêîâàëàñü.Íàçâàíèå êíèãè � ¾Òåîðåòè÷åñêàÿ èíôîðìàòèêà¿. Ìîæíî äàæå ñêàçàòü, ÷òî êíèãàâêëþ÷àåò âñþ ìàòåìàòè÷åñêóþ òåîðèþ, íåîáõîäèìóþ ïðîãðàììèñòàì-ïðàêòèêàì.5 Íà-÷èíàþùèé ïðîãðàììèñò ìîæåò íå îñîçíàâàòü íåîáõîäèìîñòü èçó÷åíèÿ âñåé èìåþùåéñÿâ êíèãå òåîðèè � îäíàêî, ïî-âèäèìîìó, áåç òàêîãî èçó÷åíèÿ õîðîøèì ïðîãðàììèñòîìíå ñòàòü.Îòìåòèì åù¼, ÷òî èìåííî îòñóòñòâèå íàó÷íûõ ìîíîãðàôèé, èçäàííûõ íà ðóññêîìÿçûêå è îòíîñÿùèõñÿ ê òåìàòèêå íåñêîëüêèõ ãëàâ äàííîé êíèãè, ïðèâåëî ê íåêîòîðûìïðîáëåìàì ïåðåâîäà; â ïåðâóþ î÷åðåäü ýòè ïðîáëåìû ñâÿçàíû ñ íåóñòîÿâøåéñÿ ðóñ-ñêîé òåðìèíîëîãèåé, â ÷àñòíîñòè � ñ àááðåâèàòóðàìè. Â ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ ïðèâåäåíûñîîòâåòñòâóþùèå ñíîñêè (çàêàí÷èâàþùèåñÿ ïîìåòêîé ¾Ïðèì. ïåðåâ.¿) � è ìû áóäåìáëàãîäàðíû ÷èòàòåëÿì çà ðàçìûøëåíèÿ î òîì, êàêèå èìåííî òåðìèíû, ïî èõ ìíåíèþ,æåëàòåëüíî ïðèìåíÿòü â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå.Èþíü 2006 Áîðèñ Ìåëüíèêîâ

4 Åñòü ëè êàêîé-íèáóäü äðóãîé ó÷åáíèê, èçäàííûé íà ðóññêîì ÿçûêå, â êîòîðîì ïðèìåí¼íïîäîáíûé ïîäõîä?
5 Èëè ïî÷òè âñþ. Íå î÷åíü ïðîñòî îòâåòèòü íà âîïðîñ, êàêèå èìåííî òåìû ìîæíî áûëîáû äîáàâèòü ê ðàññìàòðèâàþùèìñÿ â ýòîé êíèãå. Âîçìîæíî, íåêîòîðûå àëãåáðàè÷åñêèåñòðóêòóðû, LR-àíàëèç, ðåêóððåíòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. . . Íî, ïî-âèäèìîìó, äëÿ ïåð-âîíà÷àëüíîãî çíàêîìñòâà ñ òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêîé ìîæíî îáîéòèñü è áåç íèõ. Àïîäðîáíî ïðî ñâîé âûáîð êîíêðåòíûõ òåì àâòîð ïèøåò âî ââåäåíèè.
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Åñëè âû õîòèòåïîñòðîèòü êîðàáëü �òî íå ñîáèðàéòå ëþäåé ðóáèòü äåðåâüÿ,íå äàâàéòå èì çàäàíèéè íå ïîðó÷àéòå íèêàêîé ðàáîòû...ïðîñòî çàðàçèòå èõ âñåõ ñâîåé ëþáîâüþ ê ìîðþ �è òîãäà îíè ñàìè ïîñòðîÿò êîðàáëü.À. äå Ñåíò-Ýêçþïåðè1Ââåäåíèå1.1 ×òî òàêîå òåîðåòè÷åñêàÿ èíôîðìàòèêà?¾Èíôîðìàòèêà¿ (èëè ¾êîìïüþòåðíûå íàóêè¿) � ýòî íàèáîëåå îáùåå íàçâàíèå òîé îá-ëàñòè íàóêè, îñíîâàì êîòîðîé ïîñâÿùåíà äàííàÿ êíèãà. Êàæäûé èçó÷àþùèé ýòó äèñ-öèïëèíó òåîðåòè÷åñêè � èëè îñâàèâàþùèé å¼ íà ïðàêòèêå � äîëæåí âñ¼ âðåìÿ äóìàòüî òîì, êàê èìåííî ñëåäóåò îïðåäåëÿòü ïîíÿòèå ¾èíôîðìàòèêà¿, îá îòíîøåíèè èíôîð-ìàòèêè ê íàóêå âîîáùå, ê îáðàçîâàíèþ � äà è ê íàøåé ïîâñåäíåâíîé æèçíè. È âàæíîïîíèìàòü, ÷òî èçó÷åíèå ýòîé íàó÷íîé äèñöèïëèíû, âñ¼ áîëåå è áîëåå ãëóáîêîå ¾ïî-ãðóæåíèå¿ â íå¼ � âñ¼ ýòî ïðèâåä¼ò ê áîëåå ãëóáîêîìó ïîíèìàíèþ ðîëè è ìåñòà ýòîéäèñöèïëèíû ñðåäè äðóãèõ íàóê. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî âðåìÿ îò âðåìåíè ïåðåñìàòðè-âàòü ñâîè âçãëÿäû íà âîñïðèÿòèå èíôîðìàòèêè êàê íàóêè � è îñîáåííî ýòî âàæíî äëÿñòóäåíòîâ. È àâòîð ãîòîâ ê òîìó, ÷òî òî÷êà çðåíèÿ ÷èòàòåëÿ íà îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ¾èíôîðìàòèêà¿ ìîæåò íå ïîëíîñòüþ ñîâïàäàòü ñ òîé, êîòîðàÿ ïðåäëàãàåòñÿ â äàí-íîì ââåäåíèè. ¾Â ñïîðàõ ðîæäàåòñÿ èñòèíà¿ � ïîýòîìó ïûòàéòåñü çàî÷íî ñïîðèòü ñàâòîðîì, è âàøå ïîíèìàíèå èíôîðìàòèêè îò ýòîãî òîëüêî óëó÷øèòñÿ.Èòàê, ïðåæäå âñåãî ïîïûòàåìñÿ îòâåòèòü íà âîïðîñ÷òî òàêîå èíôîðìàòèêà?Ïîñêîëüêó äëÿ íàó÷íîé äèñöèïëèíû ñëîæíî äàòü òî÷íîå è ïîëíîå îïðåäåëåíèå, îáû÷íîãîâîðÿò, ÷òîèíôîðìàòèêà � ýòî íàóêà î ïðåäñòàâëåíèè, õðàíåíèè è ïåðåäà÷å èíôîðìàöèè,à òàêæå å¼ àëãîðèòìè÷åñêîé îáðàáîòêå.Ýòî îïðåäåëåíèå îáúÿâëÿåò ãëàâíûìè îáúåêòàìè èññëåäîâàíèÿ èíôîðìàöèþ è àëãî-ðèòìû å¼ îáðàáîòêè � îäíàêî îíî íå îòðàæàåò ñóùíîñòü è ìåòîäîëîãèþ èíôîðìàòèêè.Ìû ìîæåì ïîñòàâèòü è äðóãîé âîïðîñ îòíîñèòåëüíî ïðèðîäû èíôîðìàòèêè êàêíàóêè:êàêîé èìåííî íàó÷íîé äèñöèïëèíîé ÿâëÿåòñÿ èíôîðìàòèêà? íåêîòîðîéìåòà-íàóêîé (âðîäå ìàòåìàòèêè è ôèëîñîôèè)? ÷àñòüþ åñòåñòâîçíàíèÿ?èíæåíåðíî-òåõíè÷åñêîé äèñöèïëèíîé?Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ íåîáõîäèì íå òîëüêî äëÿ îáúÿñíåíèÿ ïðåäìåòà èçó÷åíèÿ èíôîð-ìàòèêè � îí íóæåí è äëÿ îïðåäåëåíèÿ å¼ ìåòîäîëîãèè è âêëàäà â äðóãèå íàóêè. Îòâåò



2 1 Ââåäåíèåòàêîâ: èíôîðìàòèêà íå ìîæåò áûòü ïîëíîñòüþ âêëþ÷åíà íè â îäíó èç íàçâàííûõ îáëà-ñòåé, ïîñêîëüêó îíà ñàìà âêëþ÷àåò ðàçëè÷íûå àñïåêòû êàæäîé èç íèõ � è ìàòåìàòèêè,è åñòåñòâîçíàíèÿ, è èíæåíåðíî-òåõíè÷åñêèõ íàóê. Ïî÷åìó æå ýòî òàê?Ïîäîáíî ôèëîñîôèè è ìàòåìàòèêå, èíôîðìàòèêà èññëåäóåò îáùèå êàòåãîðèè � òà-êèå, êàêäåòåðìèíèçì, íåäåòåðìèíèçì, ñëó÷àéíîñòü, èíôîðìàöèþ, èñòèíó, ëîæü,ñëîæíîñòü, ÿçûê, äîêàçàòåëüñòâî, çíàíèå, ñâÿçü, ïðèáëèæåíèå, àëãîðèòì,ìîäåëèðîâàíèå, èò.ä.� è âíîñèò ñâîé âêëàä â ïîíèìàíèå ïðèðîäû ýòèõ êàòåãîðèé. Áîëåå òîãî, èíôîðìàòèêàïðèäàëà ìíîãèì èç íèõ íîâûé ñìûñë.Åñòåñòâîçíàíèå, â îòëè÷èå îò ôèëîñîôèè è ìàòåìàòèêè, èçó÷àåò êîíêðåòíûå ïðè-ðîäíûå îáúåêòû è ïðîöåññû, îïðåäåëÿåò ãðàíèöó ìåæäó âîçìîæíûì è íåâîçìîæíûì,èññëåäóåò êîëè÷åñòâåííûå ïðàâèëà äëÿ ïðèðîäíûõ ïðîöåññîâ. Îíî ìîäåëèðóåò, àíà-ëèçèðóåò, à òàêæå ïîäòâåðæäàåò äîñòîâåðíîñòü ìîäåëåé ïîñðåäñòâîì ðàçëè÷íûõ ýêñ-ïåðèìåíòîâ. Àíàëîãè÷íûå ìåòîäû èñïîëüçóþòñÿ è â èíôîðìàòèêå. Îáúåêòàìè çäåñüÿâëÿþòñÿ èíôîðìàöèÿ è àëãîðèòìû (ïðîãðàììû, êîìïüþòåðû), à èññëåäóåìûìè ïðî-öåññàìè � êîíêðåòíûå âû÷èñëåíèÿ.Ïîïðîáóåì çàïèñàòü âñ¼ ýòî ñ äðóãîé òî÷êè çðåíèÿ � ñ òî÷êè çðåíèÿ èñòîðè÷åñêîãîðàçâèòèÿ êîìïüþòåðíûõ íàóê. Èñòîðè÷åñêè ïåðâûì â èíôîðìàòèêå áûë ïîñòàâëåíñëåäóþùèé âàæíûé âîïðîñ:ñóùåñòâóþò ëè ÷¼òêî ïîñòàâëåííûå çàäà÷è, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü àâòî-ìàòè÷åñêè ðåøåíû êîìïüþòåðîì � ñîâðåìåííûì èëè áóäóùèì, âíå çàâèñèìî-ñòè îò âû÷èñëèòåëüíîé ìîùíîñòè ïîñëåäíåãî?Âîïðîñ ñ ôèëîñîôñêèìè êîðíÿìè! Âåðîÿòíî, èìåííî ïîïûòêè îòâåòèòü íà íåãî è ïðè-âåëè ê ñîçäàíèþ èíôîðìàòèêè êàê íåçàâèñèìîé íàó÷íîé äèñöèïëèíû. Îòâåò íà ýòîòâîïðîñ ïîëîæèòåëåí: òåïåðü ìû ìîæåì îïèñàòü áîëüøîå êîëè÷åñòâî çàäà÷, êîòîðûåõîòåëîñü áû ðåøàòü àëãîðèòìè÷åñêè � íî ìû ìîæåì äîêàçàòü, ÷òî ýòî íåâîçìîæíî.Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà äëÿ êàæäîé èç çàäà÷ îñíîâàíî íà òåîðèè àëãîðèòìè÷åñêîéíåðàçðåøèìîñòè (ò. å. íà äîêàçàòåëüñòâå îòñóòñòâèÿ àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è) � àâîâñå íå íà òîì ôàêòå, ÷òî ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó äëÿ äàííîé çàäà÷è åù¼ íå îïèñàíûòàêèå àëãîðèòìû.Ïîñëå ðàçäåëåíèÿ çàäà÷ íà àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìûå è àëãîðèòìè÷åñêè íåðàç-ðåøèìûå äëÿ êàæäîé èç ðàçðåøèìûõ çàäà÷ áûë ïîñòàâëåí ñëåäóþùèé âîïðîñ:íàñêîëüêî ñëîæíà ýòà çàäà÷à?Ïðè ýòîì ñëîæíîñòü çäåñü ïîíèìàåòñÿ íå êàê òðóäíîñòü íàïèñàíèÿ àëãîðèòìà äëÿ ðå-øåíèÿ äàííîé çàäà÷è, è íå êàê ðàçìåð ñîîòâåòñòâóþùåé êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû.Ñêîðåå, ñëîæíîñòüþ çäåñü ìîæíî íàçâàòü îáú¼ì ðàáîòû, íåîáõîäèìîé è äîñòàòî÷íîéäëÿ àëãîðèòìè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ñ êîíêðåòíûìè âõîäíûìè äàííû-ìè.Â íàó÷íî-ïîïóëÿðíîé ëèòåðàòóðå íåðåäêî ïðèâîäÿòñÿ òàêèå èíòåðåñíûå îöåíêèóðîâíÿ ñëîæíîñòè êîíêðåòíîé çàäà÷è: íàïðèìåð, ãîâîðÿò î òîì, ÷òî íåêîòîðàÿ çà-äà÷à òðåáóåò äëÿ ñâîåãî ðåøåíèÿ ýíåðãèè, ïðåâîñõîäÿùåé âñþ ýíåðãèþ Âñåëåííîé;ëèáî � òðåáóåò áîëüøå âðåìåíè, ÷åì ïðîøëî ñ ìîìåíòà Áîëüøîãî Âçðûâà . . . Ñëåäî-âàòåëüíî, ïðîñòîå ñóùåñòâîâàíèå àëãîðèòìà (êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû) äëÿ ðåøåíèÿ



1.1 ×òî òàêîå òåîðåòè÷åñêàÿ èíôîðìàòèêà? 3êîíêðåòíîé çàäà÷è � âîâñå íå ïðèçíàê òîãî, ÷òî ýòà ïðîáëåìà ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé ñïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ.Èìåííî ïîïûòêè êëàññèôèêàöèè çàäà÷ ñîãëàñíî âîçìîæíîñòè èõ ïðàêòè÷åñêîãîðåøåíèÿ íà êîìïüþòåðàõ � ñåé÷àñ èëè â îáîçðèìîì áóäóùåì � è ïðèâåëè ê ñàìûìêðàñèâûì (ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ) îòêðûòèÿì â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ òåîðå-òè÷åñêîé èíôîðìàòèêè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ò. í. ðàíäîìèçèðîâàííûå àë-ãîðèòìû. Áîëüøèíñòâî èçâåñòíûõ íàì àëãîðèòìîâ (è ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïüþòåðíûõïðîãðàìì) ÿâëÿþòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûìè � ò. å. ïðîãðàììà è å¼ âõîäíûå äàííûå ïîë-íîñòüþ (îäíîçíà÷íî) îïðåäåëÿþò âñå äàëüíåéøèå øàãè ðåøåíèÿ çàäà÷è.1 À ðàíäîìè-çèðîâàííûå àëãîðèòìû (ïðîãðàììû) ìîãóò â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè èõ âûïîëíåíèÿèìåòü íåñêîëüêî âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ ïîñëåäóþùèõ äåéñòâèé � è çàðàíåå íåèçâåñòíî,êàêîé èìåííî èç íèõ áóäåò âûáðàí ïðè âûïîëíåíèè ïðîãðàììû. Ðàáîòà ðàíäîìèçèðî-âàííîãî àëãîðèòìà ìîæåò áûòü óïðîù¼ííî ðàññìîòðåíà òàê, êàê áóäòî àëãîðèòì âðåìÿîò âðåìåíè ¾áðîñàåò ìîíåòó¿ � äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü ñâî¼ ïîñëåäóþùåå äåéñòâèå,ò. å. ïîñëåäóþùóþ ñòðàòåãèþ ïîèñêà ïðàâèëüíîãî îòâåòà. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàíäîìèçè-ðîâàííàÿ ïðîãðàììà ìîæåò èìåòü ìíîãî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ âû÷èñëåíèé � ò. å. âà-ðèàíòîâ ñâîåãî ïîâåäåíèÿ � äëÿ îäíèõ è òåõ æå êîíêðåòíûõ âõîäûõ äàííûõ. Ïîýòîìó,â îòëè÷èå îò äåòåðìèíèðîâàííûõ ïðîãðàìì, äàæå ñàìûå ëó÷øèå, ñàìûå óäà÷íûå ðàí-äîìèçèðîâàííûå ïðîãðàììû â ïðèíöèïå ìîãóò äàâàòü îøèáî÷íûå ðåçóëüòàòû. Ñëåäî-âàòåëüíî, îäíî èç òðåáîâàíèé ñîçäàíèÿ êà÷åñòâåííûõ ðàíäîìèçèðîâàííûõ ïðîãðàìììîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì: íåîáõîäèìî óìåíüøèòü îòíîñèòåëü-íîå êîëè÷åñòâî (èíûìè ñëîâàìè � ïðîñòî âåðîÿòíîñòü) ïîäîáíûõ ëîæíûõ âû÷èñëåíèé.Òàêèì îáðàçîì, ðàíäîìèçèðîâàííûå ïðîãðàììû êàæóòñÿ íà ïåðâûé âçãëÿä íåíà-ä¼æíûìè � â ïðîòèâîïîëîæíîñòü äåòåðìèíèðîâàííûì. Ïî÷åìó æå îíè íåîáõîäèìû?Ñóùåñòâóþò âàæíûå çàäà÷è, ðåøåíèå êîòîðûõ èçâåñòíûìè äåòåðìèíèðîâàííûìè àë-ãîðèòìàìè òðåáóåò çíà÷èòåëüíî áîëüøåãî âðåìåíè ðàáîòû êîìïüþòåðà, ÷åì ýòî âîç-ìîæíî â äåéñòâèòåëüíîñòè. Ìíîãèå èç òàêèõ çàäà÷ íà ïåðâûé âçãëÿä ïðåäñòàâëÿþòñÿíåðàçðåøèìûìè. Íî ìîæåò ñëó÷èòüñÿ ¾÷óäî¿ � è ýòèì ÷óäîì ÿâëÿåòñÿ ðàíäîìèçè-ðîâàííûé àëãîðèòì, êîòîðûé ðåøàåò ïðîáëåìó â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ ìèíóò, ñ î÷åíüìàëîé âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè, ñêàæåì, ñ âåðîÿòíîñòüþ 10−12.Íî, ìîæåò áûòü, ñòîèò íàçâàòü ïîäîáíûå ïðîãðàììû íåíàä¼æíûìè è ¾çàïðåòèòü¿èõ? Îòðèöàòåëüíûé îòâåò íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ òàêæå ñâÿçàí ñ ïîäñ÷¼òîì âåðîÿòíî-ñòåé: äåòåðìèíèðîâàííàÿ ïðîãðàììà, êîòîðàÿ òðåáóåò öåëîãî äíÿ ðàáîòû êîìïüþòåðà,ÿâëÿåòñÿ ìåíåå íàä¼æíîé, ÷åì ðàíäîìèçèðîâàííàÿ, âûïîëíÿþùàÿñÿ çà íåñêîëüêî ìè-íóò � ïîòîìó ÷òî âåðîÿòíîñòü îøèáêè àïïàðàòíûõ ñðåäñòâ ÝÂÌ çà 24 ÷àñà âû÷èñëåíèéíàìíîãî âûøå âåðîÿòíîñòè ¾ìàòåìàòè÷åñêîé¿ îøèáêè áûñòðîé ðàíäîìèçèðîâàííîéïðîãðàììû.Êîíêðåòíûé ïðèìåð ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ ðàíäîìèçèðîâàííîé ïðîãðàì-ìû � ïðîâåðêà òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè çàäàííîå ÷èñëî ïðîñòûì. Ïîâñåìåñòíî èñïîëüçóåòñÿò. í. àëãîðèòì øèôðîâàíèÿ îòêðûòûì êëþ÷îì � è äëÿ ðàáîòû ýòîãî àëãîðèòìà äîëæ-íû áûòü ñãåíåðèðîâàíû î÷åíü áîëüøèå ïðîñòûå ÷èñëà, ñîñòîÿùèå ïðèìåðíî èç 500öèôð. Ïåðâûå äåòåðìèíèðîâàííûå àëãîðèòìû äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîñòîòû ÷èñëà áûëèîñíîâàíû íà ïðîâåðêå äåëèìîñòè äàííîãî âõîäíîãî çíà÷åíèÿ n. Îäíàêî äëÿ ïîäîáíûõçíà÷åíèé n êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ, ÷åì √
n, ïðåâûøàåò ÷èñëî ïðîòîíîââî Âñåëåííîé. Ñëåäîâàòåëüíî, òàêèå äåòåðìèíèðîâàííûå àëãîðèòìû ôàêòè÷åñêè ÿâ-

1 Íà ñàìîì äåëå, ñóùåñòâóåò ðàçíèöà ìåæäó ïîíÿòèÿìè ¾äåòåðìèíèðîâàííîñòü¿ è ¾îäíî-çíà÷íîñòü¿ � íî ìû íå áóäåì ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàòü ýòîò âîïðîñ. (Ïðèì. ïåðåâ.)



4 1 Ââåäåíèåëÿþòñÿ áåñïîëåçíûìè. Íå òàê äàâíî áûë îïèñàí íîâûé äåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòìäëÿ ïðîâåðêè ïðîñòîòû çàäàííîãî ÷èñëà, òðåáóþùèé âðåìåíè O(m12), ãäå m � êîëè÷å-ñòâî äâîè÷íûõ öèôð, íåîáõîäèìûõ äëÿ çàïèñè âõîäíîãî çíà÷åíèÿ n. Íî ïðè ýòîì äëÿïðîâåðêè ïðîñòîòû ÷èñëà, ñîñòîÿùåãî èç 500 äåñÿòè÷íûõ öèôð, êîìïüþòåð äîëæåíâûïîëíèòü áîëüøå ÷åì 1032 êîìàíä � ýòî è åñòü ïðèìåð ïðîãðàììû, êîòîðàÿ íå ìîæåòáûòü âûïîëíåíà íà ñàìûõ áûñòðûõ ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðàõ çà âðåìÿ, ïðîøåäøåå ñìîìåíòà Áîëüøîãî Âçðûâà. Íî ïðè ýòîì ñóùåñòâóþò ðàíäîìèçèðîâàííûå àëãîðèòìû,êîòîðûå ïðîâåðÿþò ïðîñòîòó ñòîëü áîëüøèõ ÷èñåë â òå÷åíèå ìèíóò èëè äàæå ñåêóíäíà ïðîñòåéøåì ïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå.Åù¼ îäèí î÷åíü èíòåðåñíûé ïðèìåð � ïðîòîêîë ñâÿçè äëÿ ñðàâíåíèÿ ñîäåðæàíèÿäâóõ áàç äàííûõ, ðàçìåù¼ííûõ íà äâóõ óäàë¼ííûõ êîìïüþòåðàõ. Ìàòåìàòè÷åñêè äî-êàçàíî, ÷òî êàæäûé äåòåðìèíèðîâàííûé ïðîòîêîë ñâÿçè, êîòîðûé ïðîâåðÿåò òàêóþýêâèâàëåíòíîñòü (èíûìè ñëîâàìè � êàæäûé äåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì ñðàâíåíèÿáàç äàííûõ), òðåáóåò òàêîãî ÷èñëà ïîáèòîâûõ îïåðàöèé, ñêîëüêî áèòîâ èìååòñÿ â ñðàâ-íèâàåìûõ áàçàõ äàííûõ. Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ áàçû äàííûõ, ñîäåðæàùåé 1016 áèòîâ èí-ôîðìàöèè, ïðîâåñòè ïîäîáíîå ñðàâíåíèå ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî. À ðàíäîìèçèðîâàí-íûé ïðîòîêîë ñâÿçè ìîæåò ïðîâåðèòü ýòó ýêâèâàëåíòíîñòü, èñïîëüçóÿ ÷àñòè äâóõ áàçäàííûõ ðàçìåðîì 2000 áèòîâ êàæäàÿ � ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïîäîáíîãî òåñòàìåíüøå 10−12.Ïî÷åìó òàêîå âîçìîæíî? Òðóäíî îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ áåç íåêîòîðûõ ýëåìåí-òàðíûõ çíàíèé îñíîâ êîìïüþòåðíûõ íàóê. Ïîèñê îáúÿñíåíèÿ ïîäîáíûõ âîçìîæíîñòåéðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ � ýòî î÷åíü êðàñèâàÿ òåîðèÿ, çàòðàãèâàþùàÿ ñàìûåãëóáîêèå îñíîâû ìàòåìàòèêè, ôèëîñîôèè è åñòåñòâîçíàíèÿ.Ïðèðîäà � íàø ëó÷øèé ó÷èòåëü, è ñëó÷àéíîñòü èãðàåò â íåé çíà÷èòåëüíî á�îëüøóþðîëü, ÷åì ìîæåò ïîêàçàòüñÿ íà ïåðâûé âçãëÿä. Ñïåöèàëèñòû â îáëàñòè êîìïüþòåðíûõíàóê ìîãóò ïðèâåñòè ìíîæåñòâî ïðèìåðîâ ïîäîáíûõ ñèñòåì � ãäå òðåáóåìûå õàðàêòå-ðèñòèêè è ïîâåäåíèå äîñòèæèìû òîëüêî ÷åðåç êîíöåïöèþ ðàíäîìèçàöèè. Â ïîäîáíûõñëó÷àÿõ êàæäàÿ íàä¼æíàÿ äåòåðìèíèðîâàííàÿ ñèñòåìà ñîñòàâëåíà èç ìèëëèàðäîâ ïîä-ñèñòåì, è ýòè ïîäñèñòåìû äîëæíû ïðàâèëüíî âçàèìîäåéñòâîâàòü. Ïîíÿòíî, ÷òî òàêàÿêîìïëåêñíàÿ ñèñòåìà, ñèëüíî çàâèñÿùàÿ îò ñâîèõ ìíîãî÷èñëåííûõ ïîäêîìïîíåíòîâ, íåÿâëÿþòñÿ æèçíåñïîñîáíîé: îøèáêó, â ñëó÷àå å¼ âîçíèêíîâåíèÿ, êðàéíå ñëîæíî îáíàðó-æèòü. È, ñàìî ñîáîé ðàçóìååòñÿ, çàòðàòû ïî ñîïðîâîæäåíèþ ïîäîáíîé ñèñòåìû ìîæíîíàçâàòü àñòðîíîìè÷åñêèìè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî ðàçàáîòàòü íåáîëüøèå ðàíäîìè-çèðîâàííûå ñèñòåìû ñ òðåáóåìûì ïîâåäåíèåì. Âñëåäñòâèå ñâîåãî ìàëîãî ðàçìåðà îíèíåäîðîãè, à ðàáîòà èõ êîìïîíåíòîâ ëåãêî ïîääà¼òñÿ ïðîâåðêå. È ÷òî îñîáåííî âàæíî �âåðîÿòíîñòü íåïðàâèëüíîãî ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû íàñòîëüêî ìàëà, ÷òî åþ ìîæíî ïðîñòîïðåíåáðå÷ü.Íåñìîòðÿ íà îòìå÷åííûå íàó÷íûå àñïåêòû, äëÿ ìíîãèõ ó÷¼íûõ èíôîðìàòèêà � òè-ïè÷íàÿ ïðîáëåìíî-îðèåíòèðîâàííàÿ ïðàêòè÷åñêàÿ èíæåíåðíî-òåõíè÷åñêàÿ äèñöèïëè-íà. Îíà íå òîëüêî âêëþ÷àåò òàêèå òåõíè÷åñêèå âîïðîñû, êàêîðãàíèçàöèþ ïðîöåññîâ ðàçðàáîòêè, ôîðìóëèðîâêó ñòðàòåãè÷åñêèõ öåëåé èèìåþùèõñÿ îãðàíè÷åíèé, ìîäåëèðîâàíèå, ñîñòàâëåíèå ñïåöèôèêàöèé, ïðîâåð-êó êà÷åñòâà, òåñòèðîâàíèå, èíòåãðàöèþ â óæå ñóùåñòâóþùèå ñèñòåìû, ïî-âòîðíîå èñïîëüçîâàíèå, ïîääåðæêó è ñîïðîâîæäåíèå,íî è îõâàòûâàåò òàêèå âîïðîñû óïðàâëåíèÿ, êàê



1.2 Çàìå÷àòåëüíàÿ òåîðèÿ 5îðãàíèçàöèþ êîìàíäû è ðóêîâîäñòâî åþ, îöåíêó ïðîèçâîäèòåëüíîñòè, ïëàíè-ðîâàíèå, êà÷åñòâåííîå óïðàâëåíèå, îöåíêó âðåìåíí�ûõ ïëàíîâ, ñäà÷ó ïðîäóêòà,äîãîâîðíûå îáÿçàòåëüñòâà, ìàðêåòèíã.Ñïåöèàëèñò â îáëàñòè êîìïüþòåðíûõ íàóê äîëæåí òàêæå áûòü íàñòîÿùèì ïðàã-ìàòèêîì: ïðè ñîçäàíèè êîìïëåêñûõ ïðîãðàììíûõ è àïïàðàòíûõ ñèñòåì íóæíî ÷àñòîïðèíèìàòü ðåøåíèÿ, îñíîâàííûå íà ñîáñòâåííîì îïûòå, ïîñêîëüêó îáû÷íî íåò âîçìîæ-íîñòè ìîäåëèðîâàòü è àíàëèçèðîâàòü ñëîæíóþ îêðóæàþùóþ îáñòàíîâêó.Ïðè ðàññìîòðåíèè íàøåãî îïðåäåëåíèÿ èíôîðìàòèêè ìîæåò ñîçäàòüñÿ âïå÷àòëå-íèå, ÷òî å¼ èçó÷åíèå ñëèøêîì ñëîæíî: âåäü íåîáõîäèìû è ìàòåìàòè÷åñêèå çíàíèÿ, èïîíèìàíèå åñòåñòâåííîíàó÷íûõ ïðîöåññîâ, è âëàäåíèå íåêîòîðûìè èíæåíåðíûìè íà-âûêàìè. Ýòè òðåáîâàíèÿ äåéñòâèòåëüíî ìîæíî áûëî áû íàçâàòü ñëèøêîì ñèëüíûìè �íî âåäü îíè òîæå ôîðìèðóþò ïðåèìóùåñòâà òàêîãî ïîäõîäà ê îáðàçîâàíèþ!Ïîÿñíèì ïîñëåäíþþ ìûñëü. Ãëàâíûì íåäîñòàòêîì ñîâðåìåííîé íàóêè ìîæíî ñ÷è-òàòü å¼ ñâåðõñïåöèàëèçàöèþ � êîòîðàÿ âåä¼ò ê íåçàâèñèìîìó ðàçâèòèþ å¼ âåñüìàíåáîëüøèõ ðàçäåëîâ. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè êàæäàÿ îáëàñòü íàóêè ðàçðàáîòàëà ñâîéñîáñòâåííûé ÿçûê, ÷àñòî íåïîíÿòíûé äàæå èññëåäîâàòåëÿì, ðàáîòàþùèì â ñìåæíûõîáëàñòÿõ. Ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ çàøëà òàê äàëåêî, ÷òî ñòàíäàðòíûå óòâåðæäåíèÿ â îä-íîé îòðàñëè íàóêè ÷àñòî âîñïðèíèìàþòñÿ êàê âåñüìà ïîâåðõíîñòíûå è íåäîïóñòèìûåâ äðóãîé � ÷òî ñèëüíî çàìåäëÿåò ïðîöåññ ìåæäèñöèïëèíàðíûõ èññëåäîâàíèé . . .À âåäü èíôîðìàòèêà ¾ìåæäèñöèïëèíàðíà¿ ïî ñâîåé ñóòè! Îíà íàõîäèò ïðèìåíåíèå,ïðåäëàãàåò ðåøåíèå ïðîáëåì âî ìíîãèõ íàó÷íûõ îáëàñòÿõ, à òàêæå â íàøåé ïîâñåäíåâ-íîé æèçíè � ò. å. âñþäó, ãäå â ïðèíöèïå âîçìîæíî èñïîëüçîâàíèå êîìïüþòåðîâ. Èíôîð-ìàòèêà îáëàäàåò âåñüìà øèðîêèì ñïåêòðîì ìåòîäîâ � íà÷èíàÿ îò òî÷íûõ (ôîðìàëü-íûõ) ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ è çàêàí÷èâàÿ ìåòîäàìè ñîâåðøåííî íåôîðìàëüíûìè,èíûìè ñëîâàìè � ¾ìåòîäàìè ïðàâîãî ïîëóøàðèÿ ìîçãà¿, ïîÿâëÿþùèìèñÿ ó ó÷¼íîãî íàîñíîâå ïðåäûäóùåãî îïûòà åãî èíæåíåðíûõ ðàçðàáîòîê. Èòàê, âîçìîæíîñòü îäíîâðå-ìåííîãî (ò. å. â ðàìêàõ îäíîé íàó÷íîé äèñöèïëèíû � èíôîðìàòèêè) èçó÷åíèÿ ðàçíûõ¾ÿçûêîâ¿ ðàçíûõ îáëàñòåé íàóêè, ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçíûõ ïóòåé èññëåäîâàíèÿ, ðàç-íûõ âèäîâ ÷åëîâå÷åñêîãî ìûøëåíèÿ � ýòî è åñòü ñàìûé äîðîãîé ïîäàðîê, êîòîðûéèíôîðìàòèêà äàðèò ÷åëîâåêó, èçó÷àþùåìó å¼.1.2 Çàìå÷àòåëüíàÿ òåîðèÿÈòàê, íàøà êíèãà ïîñâÿùåíà ýëåìåíòàðíîìó ââåäåíèþ â îñíîâíûå ïðèíöèïû òåîðå-òè÷åñêîé èíôîðìàòèêè. Ýòî � î÷åíü êðàñèâàÿ íàó÷íàÿ äèñöèïëèíà. Áëàãîäàðÿ ñâîèìèíòåðåñíûì ðåçóëüòàòàì è òåñíûì ñâÿçÿì ñ äðóãèìè íàóêàìè îíà âíåñëà áîëüøîéâêëàä â íàøå ìèðîâîççðåíèå.Îäíàêî äëÿ ñòóäåíòîâ òåîðåòè÷åñêàÿ èíôîðìàòèêà � äàëåêî íå ñàìûé ëþáèìûéâóçîâñêèé ïðåäìåò; è ýòîò ôàêò ìîãëè áû ïîäòâåðäèòü ñîîòâåòñòâóþùèå ñòàòèñòè÷å-ñêèå èññëåäîâàíèÿ. Ìíîãèå ñòóäåíòû äàæå ðàññìàòðèâàþò òåîðåòè÷åñêóþ èíôîðìàòè-êó ïðîñòî êàê íåêîòîðîå ïðåïÿòñòâèå, êîòîðîå íåîáõîäèìî ïðåîäîëåòü äëÿ ïîëó÷åíèÿâûñøåãî îáðàçîâàíèÿ. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ïðè÷èí ïîÿâëåíèÿ òàêîé øèðîêî ðàñïðî-ñòðàí¼ííîé òî÷êè çðåíèÿ. Îäíà èç ýòèõ ïðè÷èí òàêîâà: ñðåäè âñåõ îáëàñòåé èíôîð-ìàòèêè èìåííî òåîðåòè÷åñêàÿ èíôîðìàòèêà âêëþ÷àåò íàèáîëüøóþ ìàòåìàòè÷åñêóþñîñòàâëÿþùóþ � ñëåäîâàòåëüíî, ëåêöèè ïî òåîðåòè÷åñêèì îñíîâàì èíôîðìàòèêè îò-íîñÿòñÿ ê ñàìûì òðóäíûì êóðñàì.



6 1 ÂâåäåíèåÏîýòîìó ìíîãèå ñòóäåíòû íà÷èíàþò èçó÷åíèå ýòèõ êóðñîâ, èìåÿ íåïðàâèëüíîå ïåð-âîå âïå÷àòëåíèå îò èíôîðìàòèêè, è, áîëåå òîãî, ìíîãèå ïðåïîäàâàòåëè-ëåêòîðû ïðîâî-äÿò ýòè êóðñû íåäîñòàòî÷íî ïðèâëåêàòåëüíûì äëÿ ñòóäåíòîâ ñïîñîáîì. ×ðåçìåðíàÿ,ñëèøêîì òî÷íàÿ äåòàëèçàöèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâ, ñèþìèíóòíîå óâëå÷åíèåòåõíè÷åñêèìè ïîäðîáíîñòÿìè ïðåäñòàâëåíèÿ äàííûõ � ïëþñ íåäîñòàòî÷íîå ïîáóæäå-íèå ñòóäåíòîâ ê èçó÷åíèþ äàííîé íàóêè, íåäîñòàòî÷íîå ïîíèìàíèå èìè âàæíîñòè ýòîãîèçó÷åíèÿ, íåäîñòàòî÷íûå çíàíèÿ î âîçìîæíîòÿõ èñïîëüçîâàíèÿ êîìïüþòåðà � âñ¼ ýòîìîæåò ðàçðóøèòü îáðàç ëþáîé îáëàñòè íàóêè, äàæå ñòîëü êðàñèâîé, êàê òåîðåòè÷åñêàÿèíôîðìàòèêà.Â íàøåì ïðåäûäóùåì îïèñàíèè èíôîðìàòèêè � êàê íàóêè ìíîãîñòîðîííåé, ìíî-ãîãðàííîé, ìíîãîïðîôèëüíîé � ìû óæå îáðàùàëè âíèìàíèå ÷èòàòåëÿ íà âàæíîñòüïîíèìàíèÿ å¼ îñíîâíûõ òåîðåòè÷åñêèõ ïðèíöèïîâ. Ïåðå÷èñëèì ïðè÷èíû èçó÷åíèÿ òåî-ðåòè÷åñêèõ îñíîâ èíôîðìàòèêè.1. Ôèëîñîôñêàÿ ãëóáèíà.Òåîðåòè÷åñêàÿ èíôîðìàòèêà èññëåäóåò çíàíèå è ðàçðàáàòûâàåò íîâûå èäåè, êîí-öåïöèè è ìåòîäû � êîòîðûå âëèÿþò íà îñíîâû íàóêè âîîáùå. Îíà äà¼ò ÷àñòè÷íûåèëè ïîëíûå îòâåòû íà òàêèå ôèëîñîôñêèå âîïðîñû, êàê:
• Ñóùåñòâóþò ëè ïðîáëåìû, êîòîðûå àâòîìàòè÷åñêè (àëãîðèòìè÷åñêè) ðàçðå-øèòü íåëüçÿ? Åñëè îíè ñóùåñòâóþò � òî ãäå èìåííî íàõîäèòñÿ ãðàíèöà ìåæäóàëãîðèòìè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòüþ è àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòüþ?
• Ñóùåñòâóþò ëè íåäåòåðìèíèðîâàííûå è ðàíäîìèçèðîâàííûå ïðîöåññû, êîòî-ðûå ìîãóò âû÷èñëÿòü òî, ÷åãî íå ìîãóò äåòåðìèíèðîâàííûå? ßâëÿþòñÿ ëè íåäå-òåðìèíèðîâàííûå è ðàíäîìèçèðîâàííûå ïðîöåññû è àëãîðèòìû áîëåå ýôôåê-òèâíûìè, ÷åì äåòåðìèíèðîâàííûå?
• Êàê îïðåäåëèòü ïîíÿòèå ñëîæíîñòè (òðóäíîñòè) äëÿ íåêîòîðîé çàäà÷è?
• Ãäå ãðàíèöû àëãîðèòìè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè � ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðàêòè÷åñêîãîèñïîëüçîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãîðèòìîâ?
• ×òî ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì äîêàçàòåëüñòâîì? ßâëÿåòñÿ ëè àëãîðèòìè÷åñêèéïîèñê íåêîòîðîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà áîëåå ñëîæíûì, ÷åì àëãî-ðèòìè÷åñêàÿ ïðîâåðêà ïðàâèëüíîñòè íåêîòîðîãî äàííîãî äîêàçàòåëüñòâà?
• Êàê îïðåäåëèòü ñëó÷àéíûé îáúåêò?Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ìíîãèå èç ýòèõ âîïðîñîâ áåç ôîðìàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ ïîíÿ-òèé àëãîðèòìà è âû÷èñëåíèÿ âîîáùå íå ìîãóò áûòü ÷¼òêî ñôîðìóëèðîâàíû. Òàêèìîáðàçîì, òåîðåòè÷åñêàÿ èíôîðìàòèêà îáîãàòèëà ÿçûê íàóêè ýòèìè íîâûìè òåðìè-íàìè � òåì ñàìûì ñïîñîáñòâóÿ ðàçâèòèþ êàê ýòîãî ÿçûêà, òàê è íàóêè âîîáùå.Ìíîãèå èçâåñòíûå îñíîâíûå êàòåãîðèè íàóêè (òàêèå êàê äåòåðìèíèçì, øàíñ, íåäå-òåðìèíèçì) â òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêå îáðåëè íîâûé ñìûñë, ÷òî ïîâëèÿëî íàíàøå îáùåå ïðåäñòàâëåíèå îá îêðóæàþùåì ìèðå.2. Ïðàêòè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ è êðàñèâûå ðåçóëüòàòû.Òåîðåòè÷åñêàÿ èíôîðìàòèêà î÷åíü âàæíà è äëÿ ïðàêòèêè. Ñ îäíîé ñòîðîíû, îíàîáåñïå÷èâàåò ìåòîäîëîãè÷åñêèé ïîäõîä, îïðåäåëÿþùèé ïåðâîíà÷àëüíóþ ñòðàòåãèþðåøåíèÿ àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðîáëåì. À ñ äðóãîé ñòîðîíû, òåðåòè÷åñêàÿ èíôîðìà-òèêà îïèñûâàåò ñïåöèàëüíûå ïîíÿòèÿ è ìåòîäû, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû âòå÷åíèå âñåãî ïðîöåññà ðàçðàáîòêè ïðîãðàììíîãî ïðîåêòà è åãî âûïîëíåíèÿ. Áî-ëåå òîãî, áåç íåêîòîðûõ ïîíÿòèé, êîíöåïöèé è ìåòîäîâ òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè



1.2 Çàìå÷àòåëüíàÿ òåîðèÿ 7áûëî áû íåâîçìîæíî ñîçäàòü ìíîãèå ïðîãðàììíûå ïðèëîæåíèÿ, øèðîêî èñïîëüçó-åìûå íà ïðàêòèêå.Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî âûøå, ïîìèìî ïîíÿòèÿ ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâåñòü ìíîãî äðóãèõ ¾÷óäåñ¿, ðîæä¼ííûõ òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêîé. Ñóùåñòâó-þò ðàçëè÷íûå ñëîæíûå îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è, äëÿ êîòîðûõ ñîâñåì íåáîëüøîåîñëàáëåíèå èõ îãðàíè÷åíèé íàñòîëüêî óìåíüøàåò ñëîæíîñòü, ÷òî ïîçâîëÿåò ïåðåé-òè îò ïðàêòè÷åñêè íåâûïîëíèìîãî àëãîðèòìà ê âîçìîæíîñòè ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ çàíåñêîëüêî ìèíóò. È î÷åíü âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ÷àñòî ïîäîáíûå îñëàáëåíèÿ îãðàíè-÷åíèé ÿâëÿþòñÿ íàñòîëüêî íåñóùåñòâåííûìè, ÷òî íà íèõ ïðîñòî íå ñòîèò îáðàùàòüâíèìàíèÿ.Ðàññìîòðèì òàêèå ïðèìåðû. Êàê âû ïîëàãàåòå � ìîæíî ëè çàñòàâèòü êîãî-ëèáîïîâåðèòü â òî, ÷òî âû çíàåòå íåêîòîðûé ñåêðåòíûé êîä (ïàðîëü), åñëè ïðè ýòîìâû íå âèäåëè íè îäíîãî áèòà ýòîãî êîäà? Ìîãóò ëè äâà ÷åëîâåêà îïðåäåëèòü, êòîèç íèõ ñòàðøå, íå íàçûâàÿ äðóã äðóãó ñâîé âîçðàñò? Ìîæíî ëè ñ ïî÷òè ïîëíîéóâåðåííîñòüþ ñêàçàòü, âåðíî ëè íåêîòîðîå ìàòåìàòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî îáú¼-ìîì â íåñêîëüêèõ òûñÿ÷ ñòðàíèö, íå ÷èòàÿ åãî ïîäðîáíî, à òîëüêî ïîñìîòðåâ íàíåñêîëüêî áåñïîðÿäî÷íî âûáðàííûõ åãî îòðûâêîâ? Âñ¼ ýòî âîçìîæíî! Áëàãîäàðÿòåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêå òî, ÷òî ïåðâîíà÷àëüíî êàçàëîñü íåâîçìîæíûì, ñòàíî-âèòñÿ âîçìîæíûì, à ëþáûå èññëåäîâàíèÿ â ýòîé íàóêå ïîëíû íåîæèäàííîñòåé.3. Ïðîäîëæèòåëüíîñòü æèçíè çíàíèÿ.Áëàãîäàðÿ èíòåíñèâíîìó ðàçâèòèþ íîâûõ òåõíîëîãèé � ïðè÷¼ì êàê òåõíîëîãèé ñî-çäàíèÿ ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ, òàê è ¾æåëåçà¿ (àïïàðàòíûõ ñðåäñòâ ÝÂÌ) �ìèð ïðèêëàäíîé èíôîðìàòèêè íåïðåðûâíî èçìåíÿåòñÿ è ðàçâèâàåòñÿ. Ïîëîâèíàñóùåñòâóþùåé èíôîðìàöèè î ïðîãðàììíîì îáåñïå÷åíèè è àïïàðàòíûõ ñðåäñòâàõïîëíîñòüþ óñòàðåâàåò çà 5 ëåò. Ïîýòîìó åñëè â ñòóäåí÷åñêèõ êóðñàõ íåïðîïîðöè-îíàëüíî ìíîãî âðåìåíè ïîñâÿùåíî èçó÷åíèþ àïïàðàòíûõ ñðåäñòâ, îïåðàöèîííûõñèñòåì è çàâèñÿùèì îò êîíêðåòíûõ òðàíñëÿòîðîâ òîíêîñòÿì ðàçðàáîòêè ïðîãðàìì,òî ïîäîáíîå îáðàçîâàíèå íå îáåñïå÷èâàþò ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðñïåêòèâ äëÿ áó-äóùåé ðàáîòû ñòóäåíòà. À ïîíÿòèÿ è ìåòîäû òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè èìååòãîðàçäî áîëåå äëèííóþ ñðåäíþþ ïðîäîëæèòåëüíîñòü æèçíè � ñêàæåì, íåñêîëüêîäåñÿòèëåòèé � è ïîýòîìó îáðàçîâàíèå, ñâÿçàííîå èìåííî ñ å¼ ïåðâîî÷åðåäíûì èçó-÷åíèåì, áóäåò âåðîé è ïðàâäîé ñëóæèòü ñâîåìó âëàäåëüöó â òå÷åíèå äëèòåëüíîãîâðåìåíè.4. Ìåæäèñöèïëèíàðíàÿ íàïðàâëåííîñòü.Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, òåîðåòè÷åñêàÿ èíôîðìàòèêà ìåæäèñöèïëèíàðíà ïî ñâîåéñóòè � è ïîýòîìó ìîæåò ïðèíÿòü (è ïðèíèìàåò) ó÷àñòèå âî ìíîãèõ çàõâàòûâàþùèõíàïðàâëåíèÿõ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé: â ïðîåêòå ðàñøèôðîâêè ãåíîìà, â ìåäèöèí-ñêîé äèàãíîñòèêå, â ïðîáëåìàõ îïòèìèçàöèè äëÿ ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé òåõíè÷åñêèõíàóê è ýêîíîìèêè, â àâòîìàòè÷åñêîì ðàñïîçíàâàíèè ðå÷è, â èññëåäîâàíèÿõ êîñ-ìîñà � ïðè÷¼ì, ïîíÿòíî, ìû ïðèâåëè çäåñü òîëüêî î÷åíü íåçíà÷èòåëüíóþ ÷àñòüâîçìîæíûõ îáëàñòåé å¼ ïðèìåíåíèÿ.Èòàê, òåîðåòè÷åñêàÿ èíôîðìàòèêà âíîñèò áîëüøîé âêëàä â äðóãèå îáëàñòè íàóêè� è ñàìà îáîãàùàåòñÿ çà ñ÷¼ò ýòîãî. Íàïðèìåð, èçó÷åíèå âû÷èñëåíèé íà óðîâíå ýëå-ìåíòàðíûõ ÷àñòèö, ïîâåäåíèå êîòîðûõ ïîä÷èíåíî ïðàâèëàì êâàíòîâîé ìåõàíèêè,íàïðàâëåíî íà ýôôåêòèâíóþ ðåàëèçàöèþ âû÷èñëåíèé â ìèêðîìèðå � à â ìàêðîìèðåïîäîáíûå âû÷èñëåíèÿ ê óñïåõó íå ïðèâîäÿò. Óæå ñóùåñòâóåò òåîðåòè÷åñêàÿ ìîäåëü



8 1 Ââåäåíèåêâàíòîâîãî êîìïüþòåðà, íî åãî ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ � ¾âûçîâ, áðîøåííûé èí-ôîðìàòèêîé ôèçèêå¿. Ïðè ýòîì â íàñòîÿùåå âðåìÿ íèêòî íå ìîæåò îöåíèòü âñåõïîñëåäñòâèé âîçìîæíîãî â íåäàë¼êîì áóäóùåì óñïåøíîãî ñîçäàíèÿ òàêîãî êîìïüþ-òåðà. Êðîìå òîãî, ñîâåðøåííî íåçàâèñèìî îò âîçìîæíîãî óñïåõà äàííîãî ïðîåêòà,ïðàâèëà ìèêðîìèðà ÿâëÿþòñÿ íàñòîëüêî óäèâèòåëüíûìè, íàñòîëüêî ïðîòèâîðå÷àòòîìó, ÷òî íàçûâàåòñÿ èíòóèöèåé (ò. å. ïðîòèâîðå÷àò íàøèì îáû÷íûì âçãëÿäàì, íà-øåìó îïûòó ìàêðîìèðà), ÷òî ó÷¼íûå-èíôîðìàòèêè îæèäàþò åù¼ î÷åíü ìíîãèõ¾÷óäåñ¿, ñâÿçàííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì êâàíòîâîé òåîðèè. Íàïðèìåð, óæå ñåãîäíÿî÷åâèäíî, ÷òî â ìèêðîìèðå ñóùåñòâóåò íàä¼æíàÿ è áåçîïàñíàÿ ñâÿçü, ïîñêîëüêóëþáàÿ íåñàíêöèîíèðîâàííàÿ ïîïûòêà ÷òåíèÿ íåêîòîðîãî ñîîáùåíèÿ ìîæåò áûòüîáíàðóæåíà è îòðàæåíà, à èíôîðìàöèÿ î íåé ïåðåäàíà îòïðàâèòåëþ ýòîãî ñîîáùå-íèÿ.Åù¼ îäíà èíòåðåñíàÿ îáëàñòü ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìà-òèêè � ýòî àëãîðèòìû è ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ìîëåêóëàìèÄÍÊ. Áèîëîãè íàçûâàþò ìîëåêóëû ÄÍÊ èíôîðìàöèîííûìè êóðüåðàìè � ïîýòîìóíå óäèâèòåëüíî, ÷òî ýòè ìîëåêóëû ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ õðàíåíèÿ è ïåðåäà÷èèíôîðìàöèè. Ñåãîäíÿ ìû óæå çíàåì, ÷òî ìîëåêóëû ÄÍÊ ìîãóò ìîäåëèðîâàòü ðà-áîòó êîìïüþòåðà; ïðè÷¼ì ýòî � íå òîëüêî òåîðåòè÷åñêèé ôàêò: â ëàáîðàòîðèÿõáûëî âûïîëíåíî íåñêîëüêî ïðîåêòîâ ïî ìîäåëèðîâàíèþ âû÷èñëåíèé êîìïüþòåðàñïåöèàëüíûìè õèìè÷åñêèìè îïûòàìè ñ ìîëåêóëàìè ÄÍÊ. Íåëüçÿ èñêëþ÷èòü è ñêî-ðîå ïîÿâëåíèå ò. í. áèîêîìïüþòåðîâ, â êîòîðûõ íåñêîëüêî ìîëåêóë ÄÍÊ ñïîñîáíûâûïîëíÿòü ðàáîòó âñåé ýëåêòðîííî-âû÷èñëèòåëüíîé ìàøèíû.5. Ñïîñîá ìûøëåíèÿ.Ó÷¼íûå-ìàòåìàòèêè ñ÷èòàþò, ÷òî èõ íàóêà ðàçâèâàåò, îáîãàùàåò è äàæå ôîðìèðóåòñïîñîá ìûøëåíèÿ � è òåì ñàìûì ñïîñîáñòâóåò âñåñòîðîííåìó ðàçâèòèþ ÷åëîâåêà.Íî ðàç òàê âûñîêî îöåí¼í âêëàä ìàòåìàòèêè, òî íåëüçÿ íå óâèäåòü è âêëàäà èí-ôîðìàòèêè � ïðè÷¼ì âêëàäà â òå æå ñàìûå àñïåêòû ÷åëîâå÷åñêîãî ìûøëåíèÿ.Òåîðåòè÷åñêàÿ èíôîðìàòèêà ïîîùðÿåò ñîçäàíèå è àíàëèç ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåéðåàëüíûõ ñèñòåì, à íà èõ îñíîâå � ïîèñê êîíöåïöèé è ìåòîäîâ ðåøåíèÿ êîíêðåò-íûõ ïðîáëåì. Òî÷íîå ïîíèìàíèå òîãî, êàêèå èìåííî îñîáåííîñòè ðåàëüíîé ñèñòåìûäîëæíû áûòü ïîëíîñòüþ îïèñàíû â íåêîòîðîé ñîîòâåòñòâóþùåé åé ìîäåëè, à êà-êèå èìåííî å¼ õàðàêòåðèñòèêè ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû ïðèáëèæ¼ííî èëè äàæåïðîèãíîðèðîâàíû � ýòî ãëàâíîå óñëîâèå óñïåõà, ïðè÷¼ì êàê â íàóêå, òàê è ïðè ðàç-ðàáîòêå êîíêðåòíîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ. Ïîýòîìó òåîðåòè÷åñêàÿ èíôîðìà-òèêà óäåëÿåò îñîáîå âíèìàíèå ðàçðàáîòêå ìàòåìàòè÷åñêèõ êîíöåïöèé è ìîäåëåé,ñòðîãî ñîîòâåòñòâóùèõ ðåàëüíûì ïðîáëåìàì. Òàêèì îáðàçîì, èçó÷åíèå òåîðåòè÷å-ñêîé èíôîðìàòèêè ïîìîãàåò ïîíÿòü, êàê îáúåäèíÿòü òåîðåòè÷åñêèå çíàíèÿ ñ ïðàê-òè÷åñêèì îïûòîì, à íà îñíîâå ýòîãî îáúåäèíåíèÿ � ðàçâèâàòü ñâî¼ ìûøëåíèå òàê,÷òîáû ñ åãî ïîìîùüþ ¾àòàêîâàòü ìèðîâûå íàó÷íûå ïðîáëåìû¿.1.3 ÑòóäåíòàìÝòà êíèãà íàïèñàíà äëÿ âàñ. Öåëü êíèãè � íå òîëüêî ââåñòè íåêîòîðûå îñíîâíûå ïîíÿ-òèÿ èíôîðìàòèêè, íî è âäîõíîâèòü ÷èòàòåëÿ íà äàëüíåéøóþ ðàáîòó. Îñòàâëÿåì âàìîòâåò íà âîïðîñ, íàñêîëüêî ýòî óäàëîñü.



1.3 Ñòóäåíòàì 9Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ýòîé ãëàâû ìû ïîïûòàëèñü óáåäèòü ÷èòàòåëÿ â òîì, ÷òîòåîðåòè÷åñêàÿ èíôîðìàòèêà � ïðåêðàñíàÿ íàóêà, íàïîëíåííàÿ ðàäîñòÿìè è âîëíåíè-ÿìè. Â êà÷åñòâå äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî åñòü ëþäè, äåéñòâèòåëüíî íàñëàæäàþùèåñÿðàáîòîé â îáëàñòè òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè, àâòîð õîòåë áû ïðîöèòèðîâàòü îäíîãîèç ñâîèõ äðóçåé-êîëëåã. Ïðèâåä¼ì íåêîòîðûå ìûñëè, âûñêàçàííûå èì íà ëåêöèÿõ èíàó÷íûõ ñåìèíàðàõ.¾È åñëè äàæå ïîñëå òàêîãî âîçäåéñòâèÿ ýòà ãëóïàÿ âåðîÿòíîñòü îøèáêè âñ¼åù¼ íå ñòàíåò íèæå 0.5 � òî ìû å¼ çàìåíèì íà äðóãóþ õàðàêòåðèñòèêó! Îíàáóäåò ãëóáîêî ðàñêàèâàòüñÿ â òîì, ÷òî èìåëà íàãëîñòü èñïîðòèòü ìîþ ìîäåëü.¿¾Ñåãîäíÿ ìû ïîñòàâèëè ε íà êîëåíè, âûïóñòèëè èç íåãî ïàð. Êîãäà ìûñíà÷àëà ýòîò ε àïïðîêñèìèðîâàëè, îí íåðâíî ä¼ðãàëñÿ � íî ëèøü íåìíîãî. Íîçàòåì òÿæ¼ëûå óäàðû ïîëóîïðåäåë¼ííîé ìàòðèöû ñäåëàëè åãî áåçðàçëè÷íûìêî âñåìó îêðóæàþùåìó. È ýòî áûëî çàìå÷àòåëüíî!¿¾Âû òàê ãîâîðèòå? Íî íèêàêàÿ λ íå ñìîæåò îñêâåðíèòü íàøå µ ñâîèìèóäàðàìè � áåç òîãî, ÷òîáû íå ðàñïëàòèòüñÿ çà ýòî. Ìû äàäèì ýòîé ëÿìáäå âóõî, à îíà òàê è íå ïîéì¼ò, ïî÷åìó ñ íåé òàêîå ñëó÷èëîñü.¿Âû ñ÷èòàåòå òàêèå ýìîöèè ñëèøêîì ýêñïðåññèâíûìè äëÿ ñòðîãîé íàóêè? À àâòîðòàê íå ñ÷èòàåò! Áîëüøàÿ ðàäîñòü � ó÷àñòâîâàòü â òàêèõ ëåêöèÿõ è íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ,ãäå, ñëóøàÿ ïîäîáíûå îáðàçíûå âûðàæåíèÿ, ó÷àñòíèêè ñðàçó ïîíèìàþò, êàêèå èìåííîòðóäíîñòè èì íàäî ïðåîäîëåòü. Ñòðàñòíîå óâëå÷åíèå � âîò ãëàâíàÿ äâèæóùàÿ ñèëàêàê õîðîøåãî îáðàçîâàíèÿ, òàê è íàó÷íîãî èññëåäîâàíèÿ. Ïîýòîìó ñ÷èòàéòå, ÷òî êàêòîëüêî ó âàñ âîçíèê èíòåðåñ ê òåìå íàó÷íîãî èññëåäîâàíèÿ, âû óæå ñäåëàëè ïîëîâèíóäåëà . . . À ó âàñ óæå ïîÿâèëñÿ èíòåðåñ ê òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêå? Åñëè íåò � òî,ìîæåò áûòü, ñòîèò ïîñâÿòèòü âàøè ó÷åáíûå è íàó÷íûå çàíÿòèÿ äðóãèì äèñöèïëèíàì,ëåæàùèì çà ïðåäåëàìè êîìïüþòåðíûõ íàóê?Â ýòîé êíèãå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå îñíîâíûå àñïåêòû òåîðåòè÷åñêîé èíôîð-ìàòèêè. Ïî÷åìó èçó÷åíèå ýòîé íàóêè ñ÷èòàåòñÿ òðóäíûì? Íåëåãêî îñâîèòü ìåòîäû,èìåþùèå øèðîêîå ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå � è ýòîò ôàêò íå äîëæåí óäèâëÿòü. Åñëè÷åëîâåê õî÷åò ïðîáåãàòü ñòîìåòðîâêó áûñòðåå 10 ñåêóíä, èëè ïðûãàòü çà 8-ìåòðîâóþîòìåòêó, òî îí äîëæåí ïîòðàòèòü ìíîãèå ãîäû íà óïîðíûå òðåíèðîâêè. ×òîáû äî-ñòèãíóòü ÷åãî-íèáóäü çíà÷èòåëüíîãî, íàäî ïðèëîæèòü çíà÷èòåëüíûå óñèëèÿ. È ïðèîá-ðåòåíèå çíàíèé � íå èñêëþ÷åíèå. Âîçìîæíî, âû äàæå ñòîëêí¼òåñü ñ áîëüøèì ñîïðî-òèâëåíèåì â òå÷åíèå ýòîé ãîíêè çà çíàíèÿìè, ïîòîìó ÷òî � â îòëè÷èå îò ñïîðòèâíûõñîñòÿçàíèé � âàøà çàèíòåðåñîâàííîñòü ìîæåò ïîêîëåáàòüñÿ, ò. ê. âû ìîæåòå âðåìåííîïîòåðÿòü èç âèäó ñàìó öåëü ýòîé ãîíêè.2 À ÷òîáû íå ïîòåðÿòü ýòó öåëü, íóæíî òåðïå-íèå, áîëåå òîãî, íóæíà ãîòîâíîñòü ê ïîñòîÿííîìó ïîâòîðåíèþ ëþáîé òåìû � äëÿ òîãî,÷òîáû äîáèòüñÿ áîëåå ãëóáîêîãî ïîíèìàíèÿ âçàèìîñâÿçè ìåæäó òåìàìè â êîíòåêñòåöåëîé òåîðèè, â êîíòåêñòå âñåé òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè êàê íàóêè.Â ýòîé êíèãå ìû ñòðåìèìñÿ ê òîìó, ÷òîáû îáëåã÷èòü îñâîåíèå íåêîòîðûõ ôóí-äàìåíòàëüíûõ îáëàñòåé òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè. Äëÿ ýòîãî áóäåì èñïîëüçîâàòüñëåäóþùèå òðè êîíöåïöèè.1. Ïðîñòîòà è ÿñíîñòü
2 À âîçìîæíî, âû äàæå íå âèäèòå ýòîé öåëè â íà÷àëå ïðîöåññà îáó÷åíèÿ!



10 1 ÂâåäåíèåÌû áóäåì îáúÿñíÿòü ïðîñòûå ïîíÿòèÿ ïðîñòûìè æå òåðìèíàìè, èçáåãàòü èñïîëü-çîâàíèÿ íåíóæíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ àáñòðàêöèé. Èíûìè ñëîâàìè, ìû ïîñòàðàåì-ñÿ èçëàãàòü òåîðèþ ÿñíî è êîíêðåòíî � íàñòîëüêî, íàñêîëüêî ýòî âîçìîæíî. Ïðèýòîì ìû áóäåì ñòðîèòü íàøå ââåäåíèå â òåîðåòè÷åñêóþ èíôîðìàòèêó íà îñíîâåëèøü ýëåìåíòàðíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàíèé, ïðàêòè÷åñêè íå âûõîäÿùèõ çà ïðå-äåëû ñðåäíåé øêîëû. À ïåðåä èçëîæåíèåì ñëîæíûõ ôîðìàëüíûõ äîêàçàòåëüñòâáóäåì ñòàðàòüñÿ îáúÿñíÿòü èõ îñíîâíûå èäåè ïðîñòûì è ÿñíûì ñïîñîáîì.Ïóíêòû (íåêîòîðûå ëåììû, òåîðåìû, äîêàçàòåëüñòâà, óïðàæíåíèÿ), ïîìå÷åííûåçíàêîì ¾*¿, ÿâëÿþòñÿ áîëåå ñëîæíûìè, áîëåå òåõíè÷åñêèìè � íîâè÷êàì ýòè ïóíê-òû ñòîèò ïðîïóñòèòü. Òåõíè÷åñêîå îáñóæäåíèå ðàáîòû ìàøèíû Òüþðèíãà â òîìðàçäåëå, ãäå ðå÷ü èä¼ò î âû÷èñëèìîñòè, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ôàêóëüòàòèâíûì � ïî-ñêîëüêó ïîíèìàíèå âû÷èñëèìîñòè ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî íå òîëüêî ñ ïîìîùüþ ìà-øèíû Òüþðèíãà, íî è ñ ïîìîùüþ ëþáîãî ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ.Â îïèñàíèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïðèîðèòåò áóäåò îòäàâàòüñÿ ÿñíîñòè èçëî-æåíèÿ. Åñëè íåêîòîðûé èíòåðåñíûé, íî îòíîñèòåëüíî íåïîëíûé ðåçóëüòàò ëåãêîîáúÿñíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîñòûõ àðãóìåíòîâ � òî ìû áóäåì âûáèðàòü èìåííî ýòîòïóòü, à íå îáúÿñíÿòü íåêîòîðûé áîëåå ñèëüíûé ðåçóëüòàò, òðåáóþùèé, îäíàêî, àð-ãóìåíòîâ áîëåå çàïóòàííûõ.Âñþäó â ýòîé êíèãå ìû áóäåì ñòàðàòüñÿ äåéñòâîâàòü ñèñòåìàòè÷åñêè; ýòî îçíà÷àåò,÷òî, ïåðåõîäÿ îò áîëåå ïðîñòîãî ê áîëåå ñëîæíîìó, ìû áóäåì äåëàòü íåáîëüøèåøàãè, èçáåãàÿ ñêà÷êîâ â èçëîæåíèè íàøèõ ìûñëåé.2. ¾Ëó÷øå ìåíüøå, äà ëó÷øå¿Àâòîðû ìíîãèõ ó÷åáíèêîâ íåïðàâèëüíî ïðåäïîëàãàþò, ÷òî èõ ãëàâíàÿ öåëü � ïðî-ñòî ïðåäîñòàâèòü ÷èòàòåëþ î÷åðåäíóþ ïîðöèþ èíôîðìàöèè. Ïðè ýòîì îíè èäóòíåâåðíûì ïóò¼ì, ïûòàÿñü ïðîñòî äàòü ÷èòàòåëþ ìàêñèìàëüíûé îáú¼ì çíàíèé çàìèíèìàëüíîå âðåìÿ è ïðè ìèíèìàëüíîì îáú¼ìå òåêñòà. Ýòà ïîñïåøíîñòü îáû÷íîïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî â òàêîì ó÷åáíèêå èçëàãàåòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî ìåëêèõðåçóëüòàòîâ � è, âñëåäñòâèå ýòîãî, èãíîðèðóåòñÿ îáùèé êîíòåêñò âñåãî êóðñà.À ôèëîñîôèÿ íàøåé êíèãè èíàÿ. Ìû áóäåì ñòàðàòüñÿ ñëåäèòü çà ìûøëåíèåì ñòó-äåíòà, âëèÿòü íà ñïîñîáû, íà ïóòè ìûøëåíèÿ. Íàñ èíòåðåñóþò èñòîðè÷åñêîå ðàç-âèòèå ñèñòåìû ïîíÿòèé èíôîðìàòèêè, à òàêæå ïðèíÿòûå â íåé ñïîñîáû ìûøëåíèÿ� à ïðåäñòàâëåííûå â êíèãå îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, ðåçóëüòàòû, äîêàçàòåëüñòâà èìåòîäû ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ñðåäñòâîì äëÿ ýòîãî èçëîæåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû íåî÷åíü îáåñïîêîåíû êîëè÷åñòâîì èíôîðìàöèè íàøåé êíèãè, ïðåäïî÷èòàÿ æåðòâî-âàòü ÷àñòüþ å¼ ìàòåðèàëà � ñêàæåì, â ïðåäåëàõ îò 10 äî 20% îáú¼ìà. Âìåñòî ýòèõïðîöåíòîâ ìû áóäåì óäåëÿòü áîëüøå âðåìåíè ðàññìîòðåíèþ íåîáõîäèìîñòè èçó÷å-íèÿ íåêîòîðîãî ïîíÿòèÿ, ñâÿçè ìåæäó òåîðèåé è ïðàêòèêîé � à îñîáåííî âíóòðåí-íåìó êîíòåêñòó ïðåäñòàâëÿåìîé òåîðèè.Ìû áóäåì îñîáåííî âíèìàòåëüíî ñëåäèòü çà ââåäåíèåì íîâûõ òåðìèíîâ: ïîíÿòèÿè îïðåäåëåíèÿ íå áóäóò ïîÿâëÿòüñÿ âíåçàïíî, êàê ýòî äåëàåòñÿ âî ìíîãèõ äðóãèõëåêöèîííûõ êóðñàõ, èñïîëüçóþùèõ ôîðìàëüíûé ÿçûê ìàòåìàòèêè. Âåäü ôîðìàëü-íî îïðåäåë¼ííûå òåðìèíû âñåãäà ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûì ïðèáëèæåíèåì, íåêîòîðîéàáñòðàêöèåé èíòóèòèâíûõ èäåé � à ôîðìàëèçàöèÿ ýòèõ èäåé ïîçâîëÿåò íàì äåëàòüòî÷íûå óòâåðæäåíèÿ è çàêëþ÷åíèÿ î íåêîòîðûõ îáúåêòàõ è ñîáûòèÿõ. Ïîýòîìó ìûáóäåì ñòàðàòüñÿ îáúÿñíÿòü íàø âûáîð êîíêðåòíûõ âàðèàíòîâ ôîðìàëèçàöèè òåð-ìèíîâ è èñïîëüçóåìûõ ìîäåëåé, áóäåì óêàçûâàòü îãðàíè÷åíèÿ íà èõ èñïîëüçîâà-íèå. Èòàê, ìû óáåæä¼íû, ÷òî î÷åíü âàæíî íàó÷èòüñÿ ðàáîòàòü íà óðîâíå ñîçäàíèÿ



1.4 Ñòðóêòóðà êíèãè 11íîâûõ òåðìèíîâ (îñíîâíûõ îïðåäåëåíèé) è ìîäåëåé äëÿ íèõ � ïîñêîëüêó èìåííîíà ýòîì óðîâíå è ïðîèñõîäèò á�îëüøàÿ ÷àñòü äâèæåíèÿ âïåð¼ä â îñâîåíèè íàóêè.3. ¾Ïîâòîðåíèå � ìàòü ó÷åíèÿ¿Ýòà êíèãà íàïèñàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî çàñòàâëÿåò ÷èòàòåëÿ âîçâðàùàòüñÿ ê îïðå-äåë¼ííûì ðàíåå ïîíÿòèÿì è ìåòîäàì. Äëÿ ýòîãî êàæäàÿ ãëàâà íà÷èíàåòñÿ ñ ðàçäåëà¾Öåëè è çàäà÷è¿, â êîòîðîì, êðîìå ñîáñòâåííî öåëåé è çàäà÷ ãëàâû, ðàññìàòðèâà-åòñÿ îòíîøåíèå ìàòåðèàëà ãëàâû ê ñîäåðæàíèþ ïðåäûäóùèõ. ßäðî êàæäîé ãëàâûïîñâÿùåíî: èçëîæåíèþ íåêîòîðûõ íåôîðìàëüíûõ èäåé; èõ ôîðìàëèçàöèè � ñ ïîìî-ùüþ ñïåöèàëüíûõ òåîðåòè÷åñêèõ ïîíÿòèé; à òàêæå èçó÷åíèþ ýòèõ èäåé â ãðàíèöàõââåä¼ííûõ ïîíÿòèé. Ïðè êàæäîì ñóùåñòâåííîì ïðîäâèæåíèè â èçëîæåíèè ìàòåðè-àëà, ñîäåðæàùåì ââåäåíèå áîëüøîãî ÷èñëà íîâûõ ïîíÿòèé è ìåòîäîâ, îáúÿñíÿåòñÿâàæíîñòü òàêîãî ïðîäâèæåíèÿ � ïðèìåíèòåëüíî ê ðàññìàòðèâàåìûì íàìè öåëÿì. Àçàêàí÷èâàåòñÿ êàæäàÿ ãëàâà êðàòêèì çàêëþ÷åíèåì, âêëþ÷àþùèì êàê íåôîðìàëü-íîå ïîâòîðåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, òàê è íåêîòîðûå âîçìîæíûå ïåðñïåêòèâûäàëüíåéøåãî íàó÷íîãî ðàçâèòèÿ âñåãî ïðåäñòàâëåííîãî â íåé ìàòåðèàëà; ïðè ýòîìîáñóæäàþòñÿ ñîâðåìåííûå ãðàíèöû ìåæäó óæå äîñòèãíóòûìè çíàíèÿìè è ðåçóëü-òàòàìè, ïîëó÷åíèå êîòîðûõ âîçìîæíî â áóäóùåì.È, êàê îáû÷íî â ó÷åáíèêàõ, ïðîöåññ èçó÷åíèÿ ïîääåðæèâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìèóïðàæíåíèÿìè. Íî ìû íå ¾ïðèâÿçûâàåì¿ ýòè óïðàæíåíèÿ ê îòäåëüíûì ðàçäå-ëàì è ïîäðàçäåëàì � îíè ðàñïðåäåëåíû ïî ãëàâàì òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ÷èòàòåëüñìîã âûïîëíÿòü èõ ñðàçó ïîñëå îñâîåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ìàòåðèàëà. Óïðàæíå-íèÿ ñëóæàò íå òîëüêî äëÿ òîãî, ÷òîáû îñâîèòü íà ïðàêòèêå ïðèìåíåíèå ðàññìîò-ðåííûõ â êíèãå ïîíÿòèé è ìåòîäîâ, íî è äëÿ òîãî, ÷òîáû óãëóáèòü òåîðåòè÷åñêîåïîíèìàíèå âñåãî êóðñà.Èòàê, íàøà öåëü ñîñòîèò íå òîëüêî â òîì, ÷òîáû ââåñòè âàñ â çàõâàòûâàþùèé ìèðèíôîðìàòèêè, íî è â òîì, ÷òîáû ïðåäëîæèòü âàì ïðîñòîé ¾ïðîïóñê¿ â ýòîò ìèð. Îä-íàêî ïðîñòîòà âîâñå íå îçíà÷àåò, ÷òî êíèãà íåäîñòàòî÷íî ñòðîãà � ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñåâîïðîñû, êðàòêî óïîìÿíóòûå âûøå â äàííîì ââåäåíèè, áóäóò ïðåäñòàâëåíû íàñòîëüêî÷¼òêî è ÿñíî, ÷òî ÷èòàòåëü ñìîæåò îñâîèòü ìàòåðèàë êíèãè çà î÷åíü êîðîòêîå âðåìÿ.Íåîáõîäèìûå òðåáîâàíèÿ äëÿ óñïåøíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ýòîãî ¾ïðîïóñêà¿ ìèíèìàëüíû� íåáîëüøîé ïðîãðàììèñòñêèé îïûò (ýêâèâàëåíòíûé ðàáîòå â òå÷åíèå ïåðâîãî ñåìåñò-ðà îáó÷åíèÿ), à òàêæå áàçîâûå ìàòåìàòè÷åñêèå çíàíèÿ. Òàêèå ñòàíäàðòíûå êóðñû, êàê¾Àðõèòåêòóðà ÝÂÌ¿, ¾Àëãîðèòìû è ñòðóêòóðû äàííûõ¿, âîâñå íå ÿâëÿþòñÿ íåîáõî-äèìûìè � õîòÿ è ìîãóò áûòü ïîëåçíûìè äëÿ ëó÷øåãî ïîíèìàíèÿ ìàòåðèàëà êíèãè.1.4 Ñòðóêòóðà êíèãèÊíèãà ðàçäåëåíà íà 9 ãëàâ, âêëþ÷àÿ äàííîå ââåäåíèå (ïåðâóþ ãëàâó).Âòîðóþ ãëàâó ìîæíî íàçâàòü òðàìïëèíîì. Çäåñü ââåäåíû ôîðìàëüíûé ÿçûê èí-ôîðìàòèêè è ñïîñîáû ïðåäñòàâëåíèÿ îáúåêòîâ, öåëåé è çàäà÷, íóæíûõ äëÿ å¼ èññëåäî-âàíèé. Ëþáîé âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññ êîìïüþòåðà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïðå-îáðàçîâàíèå îäíîãî òåêñòà â äðóãîé � ïîñêîëüêó ìû âñåãäà ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî âõîäíûåè âûõîäíûå äàííûå ñóòü òåêñòû. Âî âòîðîé ãëàâå ïðåäëàãàþòñÿ îñíîâíûå ïðèíöèïûðàáîòû ñ òåêñòàìè, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðàçðàáîòêè ôîðìàëüíûõ îïèñàíèé àë-ãîðèòìè÷åñêèõ ïðîáëåì. Êðîìå òîãî, âî âòîðîé ãëàâå ìû îòâå÷àåì íà âîïðîñû, êàê



12 1 Ââåäåíèåìîæíî èçìåðèòü êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè â íåêîòîðîì òåêñòå è êîãäà íåêîòîðûé òåêñòìîæíî ñ÷èòàòü ñëó÷àéíûì.Â òðåòüåé ãëàâå â êà÷åñòâå ïðîñòåéøåé âû÷èñëèòåëüíîé ìîäåëè ðàññìàòðèâàþòñÿêîíå÷íûå àâòîìàòû. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî öåëüþ ãëàâû âîâñå íå ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèå âòåîðèþ àâòîìàòîâ; öåëü � ïîäãîòîâèòü ÷èòàòåëÿ ê ñëîæíîìó îïðåäåëåíèþ ôîðìàëü-íîé ìîäåëè àëãîðèòìîâ (ïðîãðàìì). Ìû èñïîëüçóåì êîíå÷íûå àâòîìàòû äëÿ ïðîñòî-ãî ââåäåíèÿ ñëåäóþùèõ êëþ÷åâûõ ïîíÿòèé èíôîðìàòèêè: ñîñòîÿíèå è êîíôèãóðàöèÿâû÷èñëèòåëüíîé ìîäåëè; âû÷èñëåíèå; øàã âû÷èñëåíèÿ; äåòåðìèíèçì; íåäåòåðìèíèçì;îïèñàòåëüíàÿ ñëîæíîñòü; ìîäåëèðîâàíèå. Ýòî îáëåã÷àåò ïîíèìàíèå äàííûõ ïîíÿòèé âîáùåé ñòðóêòóðå ìîäåëè ìàøèíû Òüþðèíãà, ðàññìàòðèâàåìîé äàëåå.×åòâ¼ðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíàìàøèíå Òüþðèíãà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëüíîé ìîäå-ëüþ èíòóèòèâíîãî ïîíÿòèÿ àëãîðèòì. Ïîñêîëüêó ðàáîòà ìàøèíû Òüþðèíãà îòðàæàåòðàáîòó ðåàëüíîãî êîìïüþòåðà, âûïîëíÿþùåãî ïðîãðàììó, íàïèñàííóþ â ìàøèííûõêîäàõ, � òî ìû ïîñòàðàåìñÿ îãðàíè÷èòüñÿ â ýòîé ãëàâå ìèíèìàëüíûì êîëè÷åñòâîìïîíÿòèé, à èìåííî òîëüêî òåìè èç íèõ, êîòîðûå äåéñòâèòåëüíî íåîáõîäèìû äëÿ ïîíè-ìàíèÿ ýòîãî ôîðìàëèçìà.Ïÿòàÿ ãëàâà � ââåäåíèå â òåîðèþ âû÷èñëèìîñòè. Â íåé ìû ñòàâèì òàêîé âîïðîñ:êàêèå ïðîáëåìû ÿâëÿþòñÿ àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìûìè � à êàêèå íåò?Ìû îïèñûâàåì ñïåöèàëüíûå ìåòîäû, êîòîðûå ìîãóò ïîëîæèòåëüíî îòâåòèòü íà ýòîòâîïðîñ � äëÿ íåêîòîðîé êîíêðåòíîé çàäà÷è. Ïðè ýòîì ìû ðàáîòàåì íà äâóõ óðîâíÿõ.Àðãóìåíòàöèÿ ïåðâîãî óðîâíÿ èñïîëüçóåò òîëüêî èíòóèòèâíîå ïîíèìàíèå ïîíÿòèÿ ïðî-ãðàììû � à íà âòîðîì óðîâíå ïðèìåíÿþòñÿ ôîðìàëüíûå äîêàçàòåëüñòâà, áàçèðóþùè-åñÿ íà ìîäåëè ìàøèíû Òüþðèíãà.Øåñòàÿ ãëàâà � ââåäåíèå â òåîðèþ ñëîæíîñòè. Ãëàâíûå âîïðîñû ýòîé ãëàâû �ñëåäóþùèå:êàê èçìåðÿòü ñëîæíîñòü àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðîáëåì?äåéñòâèòåëüíî ëè ñóùåñòâóþò çàäà÷è ñêîëü óãîäíî áîëüøîé ñëîæíîñòè?Ñëîæíîñòü íåêîòîðîé âû÷èñëèòåëüíîé ïðîáëåìû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ¾êîëè÷å-ñòâî¿ ðàáîòû êîìïüþòåðà, íåîáõîäèìîé è äîñòàòî÷íîé äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è ñïîìîùüþ íåêîòîðîãî àëãîðèòìà. Â ýòîé ãëàâå ìû ñíà÷àëà ïðåäñòàâëÿåì ôóíäàìåí-òàëüíûå ðåçóëüòàòû î ìåðàõ è êëàññàõ ñëîæíîñòè. Íåêîòîðûå äîêàçàòåëüñòâà ÿâëÿþò-ñÿ ñëèøêîì òåõíè÷åñêè ñëîæíûìè äëÿ ïîñòàâëåííîé íàìè çàäà÷è ââåäåíèÿ â òåîðå-òè÷åñêóþ èíôîðìàòèêó � ïîýòîìó ìû èõ îïóñêàåì. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ñóùåñòâóþòçàäà÷è ñòîëü áîëüøîé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè, ÷òî äëÿ èõ àëãîðèòìè÷åñêîãî ðå-øåíèÿ áûëî áû íåäîñòàòî÷íî ýíåðãèè öåëîé Âñåëåííîé.Íàèáîëåå âàæíîå èç ïîíÿòèé ýòîé ãëàâû � NP-ñëîæíîñòü, êîòîðîå ìîæåò ðàññìàò-ðèâàòüñÿ êàê ìåòîä êëàññèôèêàöèè çàäà÷ íà ãðóïïû ¾ïðàêòè÷åñêè ðàçðåøèìûõ¿ è¾ïðàêòè÷åñêè íåðàçðåøèìûõ¿. Ýòî ïîíÿòèå îñíîâàíî íà èçó÷åíèè îòíîøåíèÿ ìåæäóäåòåðìèíèðîâàííûìè è íåäåòåðìèíèðîâàííûìè âû÷èñëåíèÿìè � îäíîãî èç îñíîâíûõïðåäìåòîâ èññëåäîâàíèÿ â òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêå. Ëþáîå èçâåñòíîå äåòåðìèíèðî-âàííîå ìîäåëèðîâàíèå íåäåòåðìèíèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ òðåáóåò ýêñïîíåíöèàëüíîãîðîñòà âðåìåíí�îé ñëîæíîñòè � è òðóäíî ïîâåðèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíîå ¾ìî-äåëèðîâàíèå íåäåòåðìèíèçìà äåòåðìèíèçìîì¿. Ìû ïðèâîäèì çäåñü âàæíûé àðãóìåíò,ïîìîãàþùèé ïîâåðèòü â íåñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ; ýòîò àðãóìåíò êà-ñàåòñÿ ôèëîñîôñêèõ ïðèíöèïîâ îñíîâ ìàòåìàòèêè. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî â íåêîòîðîé



1.4 Ñòðóêòóðà êíèãè 13ñïåöèàëüíîé ñòðóêòóðå ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ ïðîáëåìû äåòåðìèíèðîâàííûì àëãîðèò-ìîì ñîîòâåòñòâóåò ñëîæíîñòè ñîçäàíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðåìû � âòî âðåìÿ êàê ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ ïðîáëåìû íåäåòåðìèíèðîâàííûì ñïîñîáîì ñîîòâåò-ñòâóåò ñëîæíîñòè ïðîâåðêè ïðàâèëüíîñòè çàäàííîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà.Ñëåäîâàòåëüíî, âîïðîñ î òîì, ÿâëÿåòñÿ ëè íåäåòåðìèíèçì áîëåå ìîùíûì ñðåäñòâîì,÷åì äåòåðìèíèçì, ýêâèâàëåíòåí âîïðîñó î òîì, ëåã÷å ëè ïðîâåðèòü äàííîå äîêàçàòåëü-ñòâî, ÷åì íàéòè åãî.Â ñåäüìîé ãëàâå ïðåäñòàâëåíû íåñêîëüêî ¾æåì÷óæèí¿ ñîçäàíèÿ àëãîðèòìîâ.3 Ýòàãëàâà � ïðîäîëæåíèå ïðåäûäóùåé; îñíîâíîé å¼ âîïðîñ òàêîâ:÷òî ìû ìîæåì ñäåëàòü ñ òðóäíûìè çàäà÷àìè, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ ëó÷øèåàëãîðèòìû òðåáóþò ãîäû ðàáîòû êîìïüþòåðà?Ìû ïðèâîäèì çäåñü ïîíÿòèÿ ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ, àëãîðèòìîâ ëîêàëü-íîãî ïîèñêà, àïïðîêñèìàöèîííûõ àëãîðèòìîâ, à òàêæå ýâðèñòè÷åñêîãî àëãîðèòìà èìè-òàöèîííîé íîðìàëèçàöèè. Ìû îáúÿñíÿåì ìåòîäîëîãèþ ýòèõ ïîíÿòèé, êîòîðàÿ îñíî-âûâàåòñÿ íà òîì ôàêòå, ÷òî íåáîëüøîå îñëàáëåíèå îãðàíè÷åíèé ìîæåò ïðèâåñòè êîãðîìíîìó êà÷åñòâåííîìó ñêà÷êó � îò ïðàêòè÷åñêè íåðåàëèçóåìîé âû÷èñëèòåëüíîéñëîæíîñòè ïåðâîíà÷àëüíîé ïðîáëåìû äî íåñêîëüêèõ ìèíóò ðàáîòû êîìïüþòåðà. Íà-ïðèìåð, åñëè îñëàáèòü òðåáîâàíèå ïîëó÷èòü îïòèìàëüíîå ðåøåíèå íåêîòîðîé îïòè-ìèçàöèîííîé çàäà÷è äî òðåáîâàíèÿ ïîëó÷èòü äîïóñòèìîå ðåøåíèå, êà÷åñòâî êîòîðîãîíå ñëèøêîì îòëè÷àåòñÿ îò êà÷åñòâà îïòèìàëüíîãî � òî ìîæíî ñóùåñòâåííî óìåíüøèòüâû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü ðàññìàòðèâàåìîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è.Â ñëó÷àå ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ ìû îñëàáëÿåì òðåáîâàíèå ãàðàíòèðîâàí-íîãî ïîëó÷åíèÿ ïðàâèëüíîãî ðåøåíèÿ � íà òðåáîâàíèå ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ, ÿâëÿþùå-ãîñÿ ïðàâèëüíûì ñ íåêîòîðîé, äîñòàòî÷íî áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ. Ïîíÿòèå ðàíäîìèçà-öèè îòíîñèòñÿ ê îñíîâíûì ïîíÿòèÿì ñîçäàíèÿ àëãîðèòìîâ äëÿ òðóäíîðåøàåìûõ çàäà÷� è ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèé ìàòåðèàë ìîã áû ÿâëÿòüñÿ ÷àñòüþ ïðåäûäó-ùåé ãëàâû. Îäíàêî, ïîñêîëüêó ýòè âîïðîñû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îãðîìíóþ âàæíîñòüäëÿ ìíîãèõ îñíîâíûõ îáëàñòåé èíôîðìàòèêè � êàê òåîðåòè÷åñêèõ, òàê è ïðàêòè÷å-ñêèõ � ìû ïîñâÿùàåì èì öåëóþ ãëàâó, âîñüìóþ. Â íåé ìû íå îãðàíè÷èâàåìñÿ ïðîñòûìîïèñàíèåì ýôôåêòèâíûõ ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ (íàïðèìåð, àëãîðèòìà ðàí-äîìèçèðîâàííîé ïðîâåðêè ïðîñòîòû çàäàííîãî ÷èñëà); ìû òàêæå óêàçûâàåì íåêîòîðûåèç ïðè÷èí, ïðèâîäÿùèõ ðàíäîìèçèðîâàííûå àëãîðèòìû ê óñïåõó. Ìû ðàññìàòðèâàåììåòîä èçáûòêà ñâèäåòåëüñòâ è ò. í. äàêòèëîñêîïè÷åñêèé ìåòîä � äëÿ èëëþñòðàöèè îñ-íîâíûõ ïðèíöèïîâ ïîñòðîåíèÿ òàêèõ àëãîðèòìîâ.Â çàêëþ÷èòåëüíîé, äåâÿòîé ãëàâå, ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîáëåìû ñâÿçè. Áëàãîäàðÿêðóïíûì òåõíîëîãè÷åñêèì äîñòèæåíèÿì ïîñëåäíèõ ëåò ìû ïîëó÷èëè âîçìîæíîñòü ïå-ðåäàâàòü î÷åíü áîëüøèå îáú¼ìû èíôîðìàöèè. Âñëåäñòâèå ýòîãî ñîçäàíèå àëãîðèòìîâäëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåì ñâÿçè ñòàëî áóðíî ðàçâèâàþùåéñÿ ÷àñòüþ èíôîðìàòèêè. Â íà-÷àëå ãëàâû ïðèâîäèòñÿ êðàòêèé îáçîð áåçîïàñíîé ñâÿçè. Ìû íà÷èíàåì ñ íåñêîëüêèõïðèìåðîâ êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ñèñòåì, çàòåì ââîäèì ïîíÿòèå îòêðûòîãî êëþ÷à; îíî èñ-ïîëüçóåòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåâîçìîæíîñòè ïîääåëêè ïîäïèñè â ïîäîáíûõ ñèñòåìàõ.Äàëåå ìû ââîäèì ñèñòåìû äîêàçàòåëüñòâ ñ íóëåâûì ðàçãëàøåíèåì, êîòîðûå èãðàþòî÷åíü âàæíóþ ðîëü â êðèïòîãðàôèè. À çàêàí÷èâàåòñÿ ãëàâà ðàçðàáîòêîé êîììóíè-
3 Çäåñü ìû èìååì â âèäó âîïðîñû, íå ñâÿçàííûå íè ñ êóðñîì ¾Àëãîðèòìû è ñòðóêòóðûäàííûõ¿, íè ñ êëàññè÷åñêèìè ëåêöèÿìè ïî àëãîðèòìàì. Ýòè âîïðîñû ñâÿçàíû òîëüêî ñðàçðàáîòêîé êîíêðåòíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè òðóäíîðåøàåìûõ çàäà÷.



14 1 Ââåäåíèåêàöèîííîé ñåòè � ýòîò ïðîåêò èëëþñòðèðóåò íåêîòîðûå çàäà÷è, âîçìîæíûå â äàííîéîáëàñòè.



Ìèñòèêà � ýòî îñíîâàâñåé èñòèííîé íàóêè,à ÷åëîâåê, êîòîðûé áîëüøå íå ñïîñîáåí¾îñòîëáåíåòü â áëàãîãîâåíèè¿,âîçâðàùàåò íàñ ê íàóêå âåäüìîâñòâà,èç êîòîðîé ïðîèçðîñëà âñÿ äóõîâíàÿ ðàáîòà.Íàøà âåñ¼ëàÿ, ïëîäîòâîðíàÿ æèçíü äîêàæåò ìèðó,÷òî âèäåíèå ñâÿùåííîé ðåàëüíîñòèïðî÷íî ïîêîèòñÿ íà ðåàëüíîñòè ìàòåðèàëüíîé.À. Ýéíøòåéí2Àëôàâèòû, ñëîâà, ÿçûêè,àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû2.1 Öåëè è çàäà÷è ãëàâûÂíèìàòåëüíî ðàññìàòðèâàÿ ëþáîé âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññ, âûïîëíÿåìûé êîìïüþòå-ðîì, ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî êîìïüþòåð ðàáîòàåò ñ òåêñòàìè; à òåêñòû ÿâëÿþòñÿïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ñèìâîëîâ íåêîòîðîãî çàäàííîãî àëôàâèòà. Ïðîãðàììû òîæå ÿâ-ëÿþòñÿ òåêñòàìè � íàä àëôàâèòîì, ñîñòîÿùèì èç ñèìâîëîâ êëàâèàòóðû êîìïüþòåðà.Âñå äàííûå ïðåäñòàâëåíû â êîìïüþòåðå êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íóëåé è åäèíèö, ëþ-áûå âõîäû è âûõîäû òàêæå ÿâëÿþòñÿ òåêñòàìè � èëè, ïî êðàéíåé ìåðå, ìîãóò èíòåð-ïðåòèðîâàòüñÿ êàê òåêñòû íàä ïîäõîäÿùèì àëôàâèòîì. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ êàæäàÿïðîãðàììà ïðåîáðàçîâûâàåò âõîäíûå òåêñòû â òåêñòû âûõîäíûå. Èòàê, òåêñòû â âû-÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåññàõ � âñþäó è âåçäå.Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ îñíîâíûå ïðèíöèïû ðàáîòû ñ òåêñòàìè. Ñôîðìó-ëèðóåì å¼ îñíîâíûå öåëè.
• Ïåðâàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ââåñòè ïîäõîäÿùèé ôîðìàëèçì äëÿ ðàáîòû ñòåêñòàìè � ïðåäñòàâëåíèÿìè äàííûõ. Îñíîâíûå ââîäèìûìè çäåñü ïîíÿòèÿìè ÿâ-ëÿþòñÿ àëôàâèò, ñëîâî è ÿçûê. Ýòè òåðìèíû íåîáõîäèìû â êà÷åñòâå áàçèñà äëÿôîðìàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîíÿòèé èíôîðìàòèêè � àëãîðèòìà(ïðîãðàììû), âû÷èñëåíèÿ è ò.ä. Â ðàçäåëå 2.2 ìû íàó÷èìñÿ ðàáîòàòü ñ ýòèìè îñíîâ-íûìè ïîíÿòèÿìè, èñïîëüçîâàòü èõ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ äàííûõ, à òàêæå âûïîëíÿòüíåêîòîðûå îñíîâíûå äåéñòâèÿ íàä òåêñòàìè.
• Âòîðàÿ öåëü ãëàâû � ïîêàçàòü, êàê èñïîëüçîâàòü ââåä¼ííûå ïîíÿòèÿ, ïðèìåíÿòüèõ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôîðìàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðîáëåì.1 Ìûóäåëèì îñîáîå âíèìàíèå äâóì èõ êëàññàì � ïðîáëåìàì ïðèíàäëåæíîñòè (ðàçðåøè-ìîñòè)2 è îïòèìèçàöèîííûì ïðîáëåìàì.
1 Â ëèòåðàòóðå íà àíãëèéñêîì ÿçûêå ñëîâî ¾problem¿ óïîòðåáëÿåòñÿ ÷àùå ñëîâà ¾task¿ (è íåÿâëÿåòñÿ åãî ïîëíûì ñèíîíèìîì) � â îòëè÷èå îò ðóññêîé ëèòåðàòóðû, ãäå ñëîâî ¾ïðîáëåìà¿óïîòðåáëÿåòñÿ ðåæå ñëîâà ¾çàäà÷à¿. Â íàñòîÿùåì ïåðåâîäå ìû, ñëåäóÿ îðèãèíàëó, ÷àùåèñïîëüçóåì ñëîâî ¾ïðîáëåìà¿. (Ïðèì. ïåðåâ.)
2 Ýòè âàðèàíòû ïåðåâîäà ïîíÿòèÿ ¾decision problem¿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ íåñêîëüêî áîëåå óäà÷-íûìè, ÷åì äðóãèå, òàêæå èñïîëüçóþùèåñÿ â ëèòåðàòóðå íà ðóññêîì ÿçûêå � ¾ïðîáëåìà



16 2 Àëôàâèòû, ñëîâà, ÿçûêè, àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû
• Òðåòüÿ è ïîñëåäíÿÿ öåëü ýòîé ãëàâû � ðàññìîòðåíèå íåêîòîðûõ âîïðîñîâ, ñâÿçàí-íûõ ñî ñæàòèåì òåêñòîâ. Äëÿ ýòîãî ìû ââîäèì ïîíÿòèå ñëîæíîñòè ïî Êîëìîãîðîâó.Äàííàÿ õàðàêòåðèñòèêà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà íå òîëüêî äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñà-ìîãî êîðîòêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ òåêñòîâ (äàííûõ) � íî è äëÿ èçìåðåíèÿ êîëè÷åñòâàèíôîðìàöèè â òåêñòå, à òàêæå äëÿ ðàçóìíîãî îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ ¾ñëó÷àéíûéòåêñò¿.3 Åù¼ îäèí î÷åíü âàæíûé ìîìåíò: ñëîæíîñòü ïî Êîëìîãîðîâó ÿâëÿåòñÿî÷åíü ìîùíûì èíñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèÿ êîìïüþòåðíûõ âû÷èñëåíèé; ìû íåîä-íîêðàòíî áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòî ïîíÿòèå è â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ.2.2 Àëôàâèòû, ñëîâà è ÿçûêèÄëÿ îáðàáîòêè èíôîðìàöèè ìû ïðåäñòàâëÿåì äàííûå (îáúåêòû îáðàáîòêè) êàê ïîñëå-äîâàòåëüíîñòè ñèìâîëîâ. Êàê è â ñëó÷àå åñòåñòâåííûõ ÿçûêîâ, ìû íà÷èíàåì ñ òîãî,÷òî ôèêñèðóåì äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ äàííûõ ñïåöèàëüíûé íàáîð ñèìâîëîâ � àëôàâèò.Íèæå ñèìâîëîì IN = {1, 2, . . .} ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.4
IN0 = IN ∪ {0}.Îïðåäåëåíèå 2.1. Àëôàâèòîì íàçûâàåòñÿ ëþáîå íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî.Êàæäûé ýëåìåíò àëôàâèòà íàçûâàåòñÿ ñèìâîëîì.Èòàê, ñìûñë ñëîâà ¾àëôàâèò¿ � òîò æå ñàìûé, ÷òî è äëÿ åñòåñòâåííûõ ÿçûêîâ.Àëôàâèò ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ñîçäàíèÿ ò. í. ñèñòåìû ïèñüìà � ò. å. äëÿ ïèñüìåííîãî ïðåä-ñòàâëåíèÿ ÿçûêà. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ èçó÷àåìûõ îáúåêòîâ ìûâñåãäà ñìîæåì âûáèðàòü àëôàâèò, ñîäåðæàùèé êîíå÷íîå ÷èñëî ñèìâîëîâ.Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå ÷àñòî èñïîëüçóåìûå ¾ñòàíäàðòíûå¿ àëôàâèòû.
• Σbool = {0, 1} � ëîãè÷åñêèé (Áóëåâûé) àëôàâèò, èñïîëüçóåìûé â òåîðåòè÷åñêîéèíôîðìàòèêå.
• Σlat = {a, b, c, . . . , z} � ëàòèíñêèé àëôàâèò.
• Σkeyboard = Σlat ∪{A, B, . . . , Z,t , >, <, (, ), . . . , !} � àëôàâèò âñåõ ñèìâîëîâ, êîòîðûåìîæíî íàáðàòü íà êëàâèàòóðå êîìïüþòåðà; ïðè ýòîì ñèìâîë t îçíà÷àåò ïðîáåë.
• Σm = {0, 1, 2, . . . , m−1} äëÿ êàæäîãî m ≥ 1 � àëôàâèò äëÿ çàïèñè ÷èñåë â m-è÷íîéñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ.
• Σlogic = {0, 1, x, (, ),∧,∨,¬} � àëôàâèò, êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ äëÿ çàïèñè ôîðìóëàëãåáðû ëîãèêè.Äëÿ äàëüíåéøåé ðàáîòû îïðåäåëèì ñëîâî êàê íåêîòîðóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèì-âîëîâ. Â îòëè÷èå îò åñòåñòâåííûõ ÿçûêîâ, ãäå ñëîâî � ýëåìåíò ÿçûêà, â òåðìèíîëîãèè,ïðèíÿòîé â êîìïüþòåðíûõ íàóêàõ, òåðìèí ¾ñëîâî¿ îçíà÷àåò ïðîèçâîëüíûé òåêñò.(çàäà÷à) ïðèíÿòèÿ¿, ¾ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ¿ è äð. Âî âñåõ âàðèàíòàõ ïåðåâîäà èìååòñÿâ âèäó, ÷òî ìû äîëæíû àëãîðèòìè÷åñêè îïðåäåëèòü, ïðèíàäëåæèò ëè íåêîòîðîå çàäàííîåñëîâî ðàññìàòðèâàåìîìó ÿçûêó � ò. å. ïðèíèìàåò ëè ýòî ñëîâî ðàññìàòðèâàåìûé àëãîðèòì-ðàñïîçíàâàòåëü. (Ïðèì. ïåðåâ.)
3 Çàìåòèì, ÷òî ìû òîëüêî ÷òî êðàòêî îïèñàëè îäèí èç ñëó÷àåâ âêëàäà èíôîðìàòèêè â íà-óêó âîîáùå � ïðè÷¼ì âêëàäà íà ôèëîñîôñêîì, âåñüìà ôóíäàìåíòàëüíîì óðîâíå. Íèæåìû äàäèì ïîäðîáíîå è ñîãëàñóþùååñÿ ñ íàøåé èíòóèöèåé îáúÿñíåíèå òîãî, êîãäà èìåííîíåêîòîðûé îáúåêò, íåêîòîðîå ñîáûòèå ìîãóò áûòü îáúÿâëåíû ñëó÷àéíûìè.
4 Â îðèãèíàëå áûëî IN = {0, 1, 2, . . .} (âêëþ÷àÿ 0) � ìû æå áóäåì èñïîëüçîâàòü âàðèàíò,ïðèíÿòûé â ëèòåðàòóðå íà ðóññêîì ÿçûêå. (Ïðèì. ïåðåâ.)



2.2 Àëôàâèòû, ñëîâà è ÿçûêè 17Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïóñòü Σ � íåêîòîðûé àëôàâèò. Ñëîâî íàä Σ � ëþáàÿ êîíå÷íàÿïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ àëôàâèòà Σ. Ïóñòîå ñëîâî λ � åäèíñòâåííîå ñëîâî,ñîñòîÿùåå èç íóëåâîãî êîëè÷åñòâà ñèìâîëîâ.5Äëèíà ñëîâà w íàä Σ, îáîçíà÷àåìàÿ êàê |w|, åñòü ÷èñëî ñèìâîëîâ â ýòîì ñëîâå(ò. å. äëèíà ñëîâà, ðàññìàòðèâàåìîãî êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ).Ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ íàä àëôàâèòîì Σ îáîçíà÷àåòñÿ çàïèñüþ Σ∗. Σ+ = Σ∗ − {λ}îçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ çà èñêëþ÷åíèåì ïóñòîãî.Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0, 1, 0, 0, 1, 1 � ñëîâî íàä àëôàâèòàìè Σbool è Σkeyboard. Äëèíàýòîãî ñëîâà � |0, 1, 0, 0, 1, 1| = 6. Ïóñòîå ñëîâî λ � ñëîâî íàä ëþáûì àëôàâèòîì, ïðè÷¼ì
|λ| = 0.Ñîãëàøåíèå. Â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè ïðè çàïèñè ñëîâ ìû áóäåì îïóñêàòü çàïÿòûå,ò. å. áóäåì ïèñàòü

x1x2 . . . xn âìåñòî x1, x2, . . . , xn.Òàêèì îáðàçîì, ìû áóäåì ïèñàòü 010011 äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ñëîâà 0, 1, 0, 0, 1, 1.Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ñèìâîë ïðîáåëà t íàä àëôàâèòîì Σkeyboard îòëè÷åí îò λ,ïîñêîëüêó t � ýëåìåíò àëôàâèòà Σkeyboard, ñëåäîâàòåëüíî |t| = 1. Èñïîëüçóÿ ñèìâîë
t, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êíèãó (èëè, íàïðèìåð, êîìïüþòåðíóþ ïðîãðàììó) êàê ñëîâîíàä àëôàâèòîì Σkeyboard.

(Σbool)
∗

= {λ, 0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, 001, 010, 100, 011, . . .}
= {λ} ∪ {x1x2 . . . xi | i ∈ IN0, xj ∈ Σbool äëÿ j = 1, . . . , i}.Èç ýòîãî ïðèìåðà âèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü ïåðå÷èñëåíèÿ âñåõ ñëîâ íàäçàäàíûì àëôàâèòîì. Ïðè ýòîì ñëîâà çàïèñûâàþòñÿ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èõ äëèí �ò. å. îäíî ñëîâî çà äðóãèì äëÿ êàæäîé ðàññìàòðèâàåìîé äëèíû.Óïðàæíåíèå 2.3. Ïóñòü Σ � íåêîòîðûé àëôàâèò. Äëÿ êàæäîãî i ∈ IN0 ïîñ÷èòàéòå,ñêîëüêî ñëîâ äëèíû i ñóùåñòâóåò íàä àëôàâèòîì Σ .Óïðàæíåíèå 2.4. Ïóñòü Σ = {0, 1, #}, è ïóñòü k è n � íåêîòîðûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà,ïðè÷¼ì òàêèå, ÷òî k ≤ n.

• Ïîñ÷èòàéòå ÷èñëî ñëîâ äëèíû n, êîòîðûå ñîäåðæàò ðîâíî k âõîæäåíèé ñèìâîëà 0.
• Ïîñ÷èòàéòå ÷èñëî ñëîâ äëèíû n, êîòîðûå ñîäåðæàò íå áîëåå ÷åì k âõîæäåíèé ñèì-âîëà 0.Ñëîâà ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðàçëè÷íûõ îáúåêòîâ � òàêèõ êàê÷èñëà, ôîðìóëû, ãðàôû, ïðîãðàììû. Ñëîâî

x = x1x2 . . . xn ∈ (Σbool)
∗, xi ∈ Σbool äëÿ i = 1, . . . , nìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå íåîòðèöàòåëüíîãî öåëîãî ÷èñëà

Number(x) =

n∑

i=1

2n−i · xi.

5 Â íåêîòîðûõ êíèãàõ âìåñòî λ èñïîëüçóþòñÿ äðóãèå âàðèàíòû îáîçíà÷åíèÿ ïóñòîãî ñëîâà:
Λ, ε, e.



18 2 Àëôàâèòû, ñëîâà, ÿçûêè, àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìûÍàîáîðîò, äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî öåëîãî ÷èñëà m çàïèñü
Bin(m) ∈ Σ∗

boolîáîçíà÷àåò íàèáîëåå êîðîòêîå äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà m.6 Ñëåäîâàòåëüíî,
Number(Bin(m)) = m.Óïðàæíåíèå 2.5. Äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m íà÷èíà-åòñÿ ñ 1. ×åìó ðàâíà äëèíà ñëîâà Bin(m) äëÿ çàäàííîãî m?Óïðàæíåíèå 2.6. Ïóñòü x ∈ (Σm)

∗ äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî m ≥ 2. Ïðè ýòîìïóñòü x � ïðåäñòàâëåíèå â m-è÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ íåîòðèöàòåëüíîãî öåëîãî ÷èñëà
Numberm(x). Êàê ïîñ÷èòàòü Numberm(x) ïî çàäàííîìó x?Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë a1, a2, . . . , am, ãäå m ∈ IN0 è ai ∈ IN0 äëÿ êàæäîãî
i = 1, . . . , m, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê

Bin(a1)#Bin(a2)# · · ·#Bin(am) ∈ {0, 1, #}∗.Â äàëüíåéøåì ìû îáû÷íî áóäåì èñïîëüçîâàòü èìåííî òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ìíîæåñòâè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé öåëûõ ÷èñåë.Ïóñòü G = (V, E) � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, V � åãî ìíîæåñòâî âåðøèí, à E ⊆
{(u, v) | u, v ∈ V, u 6= v} � ìíîæåñòâî äóã. Ïóñòü |V | = n � ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà
V . Ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü G ñ ïîìîùüþ ò. í. ìàòðèöû ñìåæíîñòè MG. Ýòî � ëîãè÷å-ñêàÿ ìàòðèöà (ò. å. ìàòðèöà, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû 0 èëè 1) MG = [aij ], èìåþùàÿðàçìåðíîñòü n × n, òàêàÿ, ÷òî

aij = 1 ⇐⇒ (vi, vj) ∈ E.Èíûìè ñëîâàìè, óñëîâèå aij = 1 îçíà÷àåò, ÷òî G âêëþ÷àåò äóãó (vi, vj) èç vi â vj � àóñëîâèå aij = 0 îçíà÷àåò, ÷òî â G òàêîé äóãè íå ñóùåñòâóåò. Ëîãè÷åñêàÿ ìàòðèöà Mìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ñëîâîì íàä àëôàâèòîì {0, 1, #} ñëåäóþùèì îáðàçîì. Áóäåìïèñàòü ñòðîêè ìàòðèöû M îäíó çà äðóãîé, à ñèìâîë # èñïîëüçîâàòü äëÿ îáîçíà÷åíèÿêîíöà êàæäîé ñòðîêè.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ãðàô, ïðèâåä¼ííûé íà ðèñ. 2.1.Ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó ìàòðèöà ñìåæíîñòè òàêîâà:




0 0 1 1
0 0 1 1
0 1 0 1
0 0 0 0



 .Ïðåäëîæåííîå ïðåäñòàâëåíèå ýòîé ìàòðèöû � ñëîâî
0011#0011#0101#0000#.Î÷åâèäíî, ÷òî îïèñàííîå íàìè ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íûì. Ïîñëåäíååîçíà÷àåò, ÷òî ïî çàäàííîìó ñëîâó, ÿâëÿþùåìóñÿ ïðåäñòàâëåíèåì íåêîòîðîãî ãðàôà, ìûìîæåì ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùèé (èñõîäíûé) ãðàô � ïðè÷¼ì åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

6 Òðåáîâàíèå, ÷òîáû Bin(m) áûëî íàèáîëåå êîðîòêèì äâîè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì ÷èñëà
Number (Bin(m)) = m, îçíà÷àåò âñåãî ëèøü, ÷òî ïåðâûé ñèìâîë ñëîâà Bin(m) äîëæåí áûòüðàâåí 1.



2.2 Àëôàâèòû, ñëîâà è ÿçûêè 19PSfrag replacements v1
v2

v3 v4Ðèñ. 2.1.Óïðàæíåíèå 2.7. Îïèñàííîå âûøå ïðåäñòàâëåíèå ãðàôà � êàê ñëîâî íàä àëôàâèòîì
{0, 1, #} � èìååò äëèíó n(n+1) äëÿ ëþáîãî ãðàôà, ñîñòîÿùåãî èç n âåðøèí. Ïîïðîáóéòåðàçðàáîòàòü äðóãîé, áîëåå êîðîòêèé ñïîñîá îäíîçíà÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðàôà.Óïðàæíåíèå 2.8. Ðàçðàáîòàéòå ïðåäñòàâëåíèå ãðàôà íàä àëôàâèòîì Σbool.Âõîäíûìè äàííûìè äëÿ ìíîãèõ àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðîáëåì ÿâëÿþòñÿ âçâåøåííûåíåîðèåíòèðîâàííûå ãðàôû G = (V, E, h), ãäå h � ôóíêöèÿ, äåéñòâóþùàÿ èç E â IN.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäîé äóãå e ∈ E ïðèïèñàíî íåêîòîðîå ÷èñëî, ñìûñë êîòîðîãî �âåñ, èëè ñòîèìîñòü. Òàêèå ãðàôû òîæå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ñ ïîìîùüþ ìàòðèöûñìåæíîñòè. Àíàëîãè÷íî, ðàâåíñòâî aij = 0 îçíà÷àåò, ÷òî ðåáðî7,8 {vi, vj} â ãðàôå Gîòñóòñòâóåò. Åñëè {vi, vj} ∈ E, òî ýëåìåíò ìàòðèöû

aij = h({vi, vj}),ÿâëÿåòñÿ âåñîì ðåáðà {vi, vj}.PSfrag replacements v1

v2

v3
v4

v5

1

1

1

6

6

5

7

Ðèñ. 2.2.Â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå âåñîâ aij =
h({vi, vj}) è ðàçäåëÿòü èõ ñèìâîëîì #. Äëÿ îòìåòêè êîíöà ñòðîêè â ìàòðèöå ñìåæíî-ñòè èñïîëüçóåòñÿ ñïåöèàëüíûé ñèìâîë #. Ðåçóëüòèðóþùàÿ ìàòðèöà ñìåæíîñòè ãðàôà,
7 Â õîðîøèõ êíèãàõ íà ðóññêîì ÿçûêå äëÿ íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ âìåñòî ñëîâà ¾äóãà¿ïðèìåíÿåòñÿ ñëîâî ¾ðåáðî¿ � â îòëè÷èå îò àíãëèéñêîé ëèòåðàòóðû, ãäå îáà ýòèõ ïîíÿòèÿîáîçíà÷àþòñÿ îäíèì è òåì æå ñëîâîì ¾edge¿. (Ïðèì. ïåðåâ.)
8 Ðåáðî ìåæäó âåðøèíàìè u è v áóäåì îáîçíà÷àòü çàïèñüþ {u, v}. À äëÿ äóãè îðãðàôà èç uâ v áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå (u, v).



20 2 Àëôàâèòû, ñëîâà, ÿçûêè, àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìûèçîáðàæ¼ííîãî íà ðèñ. 2.2, òàêîâà:




0 7 0 6 1
7 0 1 1 0
0 1 0 6 0
6 1 6 0 5
1 0 0 5 0



Å¼ ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ñëîâà íàä àëôàâèòîì {0, 1, #} ñëåäóþùåå:
0#111#0#110#1##111#0#1#1#0##0#1#0#110#0##110#1#110#
0#101##1#0#0#101#0.Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ìàòðèöû ñìåæíîñòè MG = [aij ] ëþáîãî íåîðèåíòèðîâàííîãîãðàôà G âûïîëíåíî ðàâåíñòâî aij = aji äëÿ êàæäîé âîçìîæíîé ïàðû i, j. Ýòîò ôàêòïîäðàçóìåâàåò èçáûòî÷íîñòü â ïðåäëîæåííîì âûøå ïðåäñòàâëåíèè ãðàôà G � ïîñêîëü-êó èíôîðìàöèÿ î êàæäîì ðåáðå çàïèñàíà äâàæäû. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòüòîëüêî òå ýëåìåíòû ìàòðèöû MG, êîòîðûå ðàñïîëîæåíû âûøå ãëàâíîé äèàãîíàëè.Èòîãîâîå ïðåäñòàâëåíèå G íàä àëôàâèòîì {0, 1, #} òàêîâî:

111#0#110#1##1#1#0##110#0##101.Ïîñëåäíèé ðàññìàòðèâàåìûé çäåñü ïðèìåð � ïðåäñòàâëåíèå Áóëåâîé ôîðìóëû ñïîìîùüþ îïåðàòîðîâ îòðèöàíèÿ (¬), äèçúþíêöèè (∨) è êîíúþíêöèè (∧). Äàëåå â ôîð-ìóëàõ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü Áóëåâû ïåðåìåííûå x1, x2, x3, . . .. ×èñëî âîçìîæíûõ ïå-ðåìåííûõ áåñêîíå÷íî, ïîýòîìó ìû íå ìîæåì èñïîëüçîâàòü ñèìâîëû x1, x2, x3, . . . êàêñèìâîëû àëôàâèòà. Âìåñòî ýòîãî ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü àëôàâèò
Σlogic = {0, 1, x, (, ),∧,∨,¬}äëÿ êîäèðîâêè Áóëåâîé ïåðåìåííîé xi êàê ñëîâà

xBin(i)äëÿ âñåõ i ∈ IN. Âñå îñòàëüíûå ñèìâîëû â ôîðìóëå ïåðåïèñûâàþòñÿ â å¼ ïðåäñòàâëåíèèîäèí ê îäíîìó. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà
(x1 ∨ x7) ∧ ¬(x12) ∧ (x4 ∨ x8 ∨ ¬(x2))èìååò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

(x1 ∨ x111) ∧ ¬(x1100) ∧ (x100 ∨ x1000 ∨ ¬(x10)).Ïîëåçíàÿ îïåðàöèÿ íàä ñëîâàìè � ïðîñòàÿ êîíêàòåíàöèÿ äâóõ ñëîâ.Îïðåäåëåíèå 2.9. Ïóñòü Σ � íåêîòîðûé àëôàâèò. Êîíêàòåíàöèÿ îòíîñèòåëüíî
Σ � ýòî îòîáðàæåíèå K : Σ∗ × Σ∗ → Σ∗ çàäàííîå â âèäå

K(x, y) = x · y = xyäëÿ âñåõ x, y ∈ Σ∗.Ïóñòü x = 0aa1bb è y = 111b äëÿ Σ = {0, 1, a, b}. Òîãäà K(x, y) = x · y = 0aa1bb111b.



2.2 Àëôàâèòû, ñëîâà è ÿçûêè 21Çàìå÷àíèå 2.10. Êîíêàòåíàöèÿ K äëÿ Σ � àññîöèàòèâíàÿ îïåðàöèÿ íàä Σ∗, ïîñêîëüêó
K(u, K(v, w)) = u · (v · w) = uvw = (u · v) · w = K(K(u, v), w)äëÿ âñåõ u, v, w ∈ Σ∗. Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîãî x ∈ Σ∗ âûïîëíåíî ñëåäóþùåå:

x · λ = λ · x = x.Ñëåäîâàòåëüíî, (Σ∗, K, λ) � ìîíîèä ñ åäèíèöåé λ.Î÷åâèäíî, êîíêàòåíàöèÿ êîììóòàòèâíà òîëüêî äëÿ àëôàâèòîâ, ñîñòîÿùèõ èç îäíîéáóêâû.Çàìå÷àíèå 2.11. Äëÿ âñåõ x, y ∈ Σ∗,
|xy| = |x · y| = |x| + |y|.Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì îòäàâàòü ïðåäïî÷òåíèå çàïèñè xy � âìåñòî K(x, y) è x · y.Îïðåäåëåíèå 2.12. Ïóñòü Σ � íåêîòîðûé àëôàâèò. Äëÿ êàæäîãî x ∈ Σ∗ è êàæäîãîíàòóðàëüíîãî i îïðåäåëèì i-þ èòåðàöèþ xi ñëîâà x êàê

xi = xxi−1,ãäå x0 = λ.Òàê, íàïðèìåð, K(aabba, aaaaa) = aabbaaaaaa = a2b2a6 = a2b2(aa)3. Ïîýòîìó ââå-ä¼ííîå îáîçíà÷åíèå ïîçâîëÿåò íàì íàõîäèòü áîëåå êîðîòêîå ïðåäñòàâëåíèå íåêîòîðûõñëîâ.Òåïåðü îïðåäåëèì ïîäñëîâà ñëîâà x êàê ñâÿçàííûå ÷àñòè ýòîãî ñëîâà.PSfrag replacements
ïîäñëîâî ñóôôèêñïðåôèêñab . . . bb . . . c ac . . . b ab . . . b b . . . a a . . . b bb . . . abÐèñ. 2.3.Îïðåäåëåíèå 2.13. Ïóñòü v, w ∈ Σ∗ äëÿ íåêîòîðîãî àëôàâèòà Σ. Òîãäà:

• v � ïîäñëîâî ñëîâà w ⇔ ∃x, y ∈ Σ∗ : w = xvy.
• v � ñóôôèêñ ñëîâà w ⇔ ∃x ∈ Σ∗ : w = xv.
• v � ïðåôèêñ ñëîâà w ⇔ ∃y ∈ Σ∗ : w = vy.
• v 6= λ � ñîáñòâåííîå ïîäñëîâî [ñîáñòâåííûé ñóôôèêñ, ñîáñòâåííûé ïðåôèêñ] ñëîâà

w òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà v 6= w, à v � ïîäñëîâî [ñóôôèêñ, ïðåôèêñ] ñëîâà w
(ðèñ.2.3).Ïîñêîëüêó (abc)3 = abcabcabc, ñëîâî abc � ñîáñòâåííûé ïðåôèêñ ñëîâà (abc)3. Ñëîâî

bc � ñîáñòâåííûé ñóôôèêñ ñëîâà (abc)3.



22 2 Àëôàâèòû, ñëîâà, ÿçûêè, àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìûÓïðàæíåíèå 2.14. Ïóñòü Σ � íåêîòîðûé àëôàâèò, è ïóñòü x ∈ Σ∗, ãäå |x| = n äëÿíåêîòîðîãî n ∈ IN. ×åìó ðàâíî ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïîäñëîâñëîâà x? Ïîñ÷èòàéòå âñå ðàçëè÷íûå ïîäñëîâà ñëîâà abbcbbab.Îïðåäåëåíèå 2.15. Ïóñòü x ∈ Σ∗, è ïóñòü a ∈ Σ äëÿ íåêîòîðîãî àëôàâèòà Σ.Îïðåäåëèì |x|a êàê ÷èñëî âõîæäåíèé ñèìâîëà a â x.Äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà A çàïèñü |A| îáîçíà÷àåò ìîùíîñòü ìíîæåñòâà A. P(A) =
{S | S ⊆ A} � ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà A.Ñëåäîâàòåëüíî, |(abbab)|a = 2 è |(11bb0)|0 = 1. Äëÿ êàæäîãî x ∈ Σ∗

|x| =
∑

a∈Σ

|x|a.Â îòäåëüíûõ ãëàâàõ êíèãè íàì ïîíàäîáèòñÿ îòíîøåíèå ïîðÿäêà9 íà ìíîæåñòâå âñåõñëîâ íàä çàäàííûì àëôàâèòîì. Óäîáíåå âñåãî ðàññìàòðèâàòü ò. í. êàíîíè÷åñêèé ïîðÿ-äîê, îïðåäåëÿåìûé ñëåäóþùèì îáðàçîì.Îïðåäåëåíèå 2.16. Ïóñòü Σ = {s1, s2, . . . , sm}, ãäå m ≥ 1, � íåêîòîðûé àëôàâèò, èïóñòü s1 < s2 < · · · < sm � íåêîòîðûé ëèíåéíûé ïîðÿäîê, çàäàííûé íà ýëåìåíòàõ Σ.Îïðåäåëèì êàíîíè÷åñêèé ïîðÿäîê, çàäàííûé íà ýëåìåíòàõ Σ∗ (ò. å. äëÿ âñåõ ïàð
u, v ∈ Σ∗), ñëåäóþùèì îáðàçîì:

u < v ⇔ (|u| < |v|)
∨ (|u| = |v| ∧ u = x · si · u′ ∧ v = x · sj · v′äëÿ íåêîòîðûõ x, u′, v′ ∈ Σ∗ è i < j).Òåïåðü îïðåäåëèì ÿçûê êàê íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ñëîâ íàä çàäàííûì àëôàâèòîì.Îïðåäåëåíèå 2.17. ßçûê íàä àëôàâèòîì Σ � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî Σ∗. Äîïîë-íåíèå LC ÿçûêà L îòíîñèòåëüíî Σ � ýòî ÿçûê Σ∗ − L.

L∅ = ∅ � ïóñòîé ÿçûê.
Lλ = {λ} � ÿçûê, ñîäåðæàùèé åäèíñòâåííîå ñëîâî � ïóñòîå ñëîâî λ.Ïóñòü L1 è L2 � ÿçûêè íàä àëôàâèòîì Σ. Òîãäà

L1 · L2 = L1L2 = {vw | v ∈ L1, w ∈ L2}� êîíêàòåíàöèÿ ÿçûêîâ L1 è L2. Ïóñòü L � íåêîòîðûé ÿçûê íàä àëôàâèòîì Σ. Îïðå-äåëèì
L0 := Lλ,

Li+1 = Li · L äëÿ âñåõ i ∈ IN0,

L∗ =
⋃

i∈IN0

Li,

L+ =
⋃

i∈IN

Li = L · L∗.

L∗ íàçûâàåòñÿ çâåçäîé Êëèíè ÿçûêà L.
9 Îáùåå îïðåäåëåíèå îòíîøåíèÿ ëèíåéíîãî ïîðÿäêà, çàäàííîãî íà ýëåìåíòàõ íåêîòîðîãî ìíî-æåñòâà A, òàêîâî. Îáúåêò a ∈ A ïðåäøåñòâóåò îáúåêòó b ∈ A, åñëè è òîëüêî åñëè f(a) < f(b).



2.2 Àëôàâèòû, ñëîâà è ÿçûêè 23Ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà � ïðèìåðû ÿçûêîâ íàä àëôàâèòîì Σ = {a, b}:
L1 = ∅,
L2 = {λ},
L3 = {λ, ab, abab},
L4 = Σ∗ = {λ, a, b, aa, . . .},
L5 = Σ+ = {a, b, aa, . . .},
L6 = {a}∗ = {λ, a, aa, aaa, . . .} = {ai | i ∈ IN0},
L7 = {ap | p � ïðîñòîå ÷èñëî},
L8 = {aib2·iai | i ∈ IN0},
L9 = Σ,
L10 = Σ3 = {aaa, aab, aba, abb, baa, bab, bba, bbb}.Ìíîæåñòâî âñåõ ãðàììàòè÷åñêè ïðàâèëüíûõ àíãëèéñêèõ òåêñòîâ � íåêîòîðûé ÿçûêíàä àëôàâèòîìΣkeyboard; ìíîæåñòâî âñåõ ñèíòàêñè÷åñêè ïðàâèëüíûõ ïðîãðàìì íà ÿçû-êå ßâà � òîæå ÿçûê íàä àëôàâèòîì Σkeyboard.Îòìåòèì, ÷òî

Σi = {x ∈ Σ∗ | |x| = i},êðîìå òîãî,
L∅L = L∅ = ∅è
Lλ · L = L.Óïðàæíåíèå 2.18. Ïóñòü L1 = {λ, ab, b3a4}, L2 = {ab, b, ab2, b4}. Êàêèå ñëîâà ïðèíàä-ëåæàò ÿçûêó L1L2?Íàøà ñëåäóþùàÿ öåëü � ïðàêòè÷åñêàÿ ðàáîòà ñ ÿçûêàìè. Ïîñêîëüêó ÿçûêè ñóòüìíîæåñòâà, äëÿ íèõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíûå îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ (∪) èïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ (∩). Ê ýòîìó íàáîðó îïåðàöèé äîáàâèì êîíêàòåíàöèþ è çâåçäóÊëèíè. Ïåðâûé âîïðîñ, êîòîðûé ìû ðàññìîòðèì � âûïîëíÿþòñÿ ëè çàêîíû äèñòðèáó-òèâíîñòè îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåíèÿ è êîíêàòåíàöèè, à òàêæå îòíîñèòåëüíî ïåðåñå÷å-íèÿ è êîíêàòåíàöèè. Ñëåäóþùàÿ ëåììà äà¼ò ïîëîæèòåëüíûé îòâåò äëÿ îáúåäèíåíèÿ èêîíêàòåíàöèè. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà äâóõ ìíîæåñòâ A è B ìû áóäåì èñïîëü-çîâàòü ñòàíäàðòíûå ìåòîäû òåîðèè ìíîæåñòâ � ãäå îáû÷íî îòäåëüíî äîêàçûâàþòñÿóñëîâèÿ A ⊆ B è B ⊆ A, à èç ýòîãî âûâîäèòñÿ ðàâåíñòâî A = B. ×òîáû ïîêàçàòüâûïîëíåíèå óñëîâèÿ A ⊆ B, äîñòàòî÷íî äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà x ∈ A äîêàçàòü, ÷òî xïðèíàäëåæèò B (x ∈ B).Ëåììà 2.19. Ïóñòü L1, L2 è L3 � ÿçûêè íàä àëôàâèòîì Σ. Òîãäà

L1L2 ∪ L1L3 = L1(L2 ∪ L3).Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, ïîêàæåì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ L1L2∪L1L3 ⊆ L1(L2∪L3).Êîììåíòàðèè â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ ïîÿñíÿþò øàãè äîêàçàòåëüñòâà.Óñëîâèå L1L2 ⊆ L1(L2 ∪ L3) âûïîëíÿåòñÿ, ïîñêîëüêó
L1L2 = {xy | x ∈ L1 ∧ y ∈ L2} {îïðåäåëåíèå êîíêàòåíàöèè}

⊆ {xy | x ∈ L1 ∧ y ∈ L2 ∪ L3} {ïîñêîëüêó L2 ⊆ L2 ∪ L3}
= L1 · (L2 ∪ L3) {îïðåäåëåíèå êîíêàòåíàöèè}.



24 2 Àëôàâèòû, ñëîâà, ÿçûêè, àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìûÒåì æå ñïîñîáîì ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî L1L3 ⊆ L1(L2 ∪ L3). Ïîýòîìó L1L2 ∪ L1L3 ⊆
L1(L2 ∪ L3).Òåïåðü äîêàæåì âêëþ÷åíèå L1(L2 ∪ L3) ⊆ L1L2 ∪ L1L3.Ïóñòü x ∈ L1(L2 ∪ L3). Òîãäà

x ∈ {yz | y ∈ L1 ∧ z ∈ L2 ∪ L3}
{îïðåäåëåíèå êîíêàòåíàöèè}

⇒ ∃y ∈ L1 ∧ ∃z ∈ L2 ∪ L3, òàêîå, ÷òî x = yz

⇒ ∃y ∈ L1 ∧ (∃z ∈ L2 ∨ ∃z ∈ L3), òàêîå, ÷òî x = yz

{îïðåäåëåíèå ∪}
⇔ (∃y ∈ L1 ∧ ∃z ∈ L2 : x = yz) ∨ (∃y ∈ L1 ∧ ∃z ∈ L3 : x = yz)

{äèñòðèáóòèâíûé çàêîí äëÿ ∧,∨}
⇔ (x ∈ {yz | y ∈ L1 ∧ z ∈ L2}︸ ︷︷ ︸

L1L2

) ∨ (x ∈ {yz | y ∈ L1 ∧ z ∈ L3}︸ ︷︷ ︸
L1L3

)

{îïðåäåëåíèå êîíêàòåíàöèè}
⇔ x ∈ L1L2 ∪ L1L3 {îïðåäåëåíèå ∪}.

utÒåïåðü ðàññìîòðèì âîïðîñ î âûïîëíåíèè äèñòðèáóòèâíîãî çàêîíà äëÿ êîíêàòåíà-öèè è ïåðåñå÷åíèÿ. Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ îòðèöàòåëüíûé � è íà ïåðâûé âçãëÿä ýòîòôàêò ìîæåò ïîêàçàòüñÿ íåîæèäàííûì. Âìåñòî äèñòðèáóòèâíîãî çàêîíà âûïîëíÿåòñÿòîëüêî ñîîòâåòñòâóþùåå âêëþ÷åíèå � è ìû ïîêàæåì ýòî â ñëåäóþùåé ëåììå.Ëåììà 2.20. Ïóñòü L1, L2 è L3 � ÿçûêè íàä àëôàâèòîì Σ. Òîãäà
L1(L2 ∩ L3) ⊆ L1L2 ∩ L1L3.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ L1(L2 ∩ L3). Ýòî ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó:

x ∈ {yz | y ∈ L1 ∧ z ∈ L2 ∩ L3}
{îïðåäåëåíèå êîíêàòåíàöèè}

⇔ ∃y, z ∈ Σ∗, y ∈ L1 ∧ (z ∈ L2 ∧ z ∈ L3) òàêèå, ÷òî x = yz

{îïðåäåëåíèå ∩}
⇔ ∃y, z ∈ Σ∗, (y ∈ L1 ∧ z ∈ L2) ∧ (y ∈ L1 ∧ z ∈ L3) : x = yz

⇒ ∃y, z ∈ Σ∗, (yz ∈ L1L2) ∧ (yz ∈ L1L3) : x = yz

{îïðåäåëåíèå êîíêàòåíàöèè}
⇔ x ∈ L1L2 ∩ L1L3 {îïðåäåëåíèå ∩}.

utÄëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî óñëîâèå L1(L2 ∩ L3) ⊇ L1L2 ∩ L1L3 âûïîëíÿåòñÿ íåâñåãäà, äîñòàòî÷íî óêàçàòü òðè êîíêðåòíûõ ÿçûêà U1, U2 è U3, òàêèõ ÷òî
U1(U2 ∩ U3) ⊂ U1U2 ∩ U1U3.



2.2 Àëôàâèòû, ñëîâà è ÿçûêè 25Ïðè ïîèñêå ïîäõîäÿùèõ ÿçûêîâ U1, U2 è U3 ìîæíî âçÿòü çà îñíîâó òîò ôàêò, ÷òîâ äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2.20 èìååòñÿ òîëüêî îäíî çíà÷åíèå, êîòîðîå íå ìîæåò áûòüïðåîáðàçîâàíî (çàìåíåíî ýêâèâàëåíòíûì). Åñëè íåêîòîðîå ñëîâî x ïðèíàäëåæèò êàê
L1L2, òàê è L1L3, òî ìîæíî âîîáùå íå ïðèéòè ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî x = yz � ïðè x ∈ L1è z ∈ L2 ∩ L3. Ýòî ïðîèñõîäèò, íàïðèìåð, êîãäà ñëîâî x ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

x = y1z1 = y2z2 äëÿ y1 6= y2 (ò. å. z1 6= z2),ãäå y1, y2 ∈ L1, z1 ∈ L2 è z2 ∈ L3. Â ýòîì ñëó÷àå x ∈ L1L2∩L1L3, íî âîâñå íå î÷åâèäíî,÷òî ñëîâî x äîëæíî ïðèíàäëåæàòü ÿçûêó L1(L2 ∩ L3).Ëåììà 2.21. Ñóùåñòâóþò U1, U2, U3 ∈ (Σbool)
∗, òàêèå ÷òî

U1(U2 ∩ U3) ( U1U2 ∩ U1U3.Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì U2 = {0} è U3 = {10}. Îòñþäà ìû ïîëó÷àåì U2 ∩U3 = ∅, èïîýòîìó
U1(U2 ∩ U3) = ∅äëÿ ëþáîãî ÿçûêà U1. Òåïåðü äîñòàòî÷íî íàéòè íåêîòîðûé ÿçûê U1, òàêîé, ÷òîáû ÿçûê

U1U2 ∩ U1U3 áûë íåïóñòûì. Ïîëîæèì U1 = {λ, 1}. Òîãäà
U1U2 = {0, 10}, U1U3 = {10, 110},è ñëåäîâàòåëüíî

U1U2 ∩ U1U3 = {10} 6= ∅.
utÓïðàæíåíèå 2.22. Ïóñòü L1, L2 è L3 � ÿçûêè íàä àëôàâèòîì {0}. Âñåãäà ëè âûïîë-íÿåòñÿ ðàâåíñòâî

L1(L2 ∩ L3) = L1L2 ∩ L1L3 ?Óïðàæíåíèå 2.23. Ïóñòü L1 ⊆ Σ∗
1 , L2, L3 ⊂ Σ∗

2 äëÿ íåêîòîðûõ àëôàâèòîâ Σ1 è Σ2,òàêèõ ÷òî Σ1 ∩ Σ2 = ∅. Âñåãäà ëè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
L1(L2 ∩ L3) = L1L2 ∩ L1L3 ?Óïðàæíåíèå 2.24. Ñóùåñòâóþò ëè ÿçûêè L1, L2 è L3, òàêèå ÷òî ÿçûê L1(L2 ∩ L3)êîíå÷åí, à ÿçûê L1L2 ∩ L1L3 áåñêîíå÷åí?Äàëåå áóäåì ðàáîòàòü ñî çâåçäîé Êëèíè.Ëåììà 2.25. Âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:
{a}∗{b}∗ = {aibj | i, j ∈ IN0}.Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, ïîêàæåì, ÷òî {a}∗{b}∗ ⊆ {aibj | i, j ∈ IN0}.Ïóñòü x ∈ {a}∗{b}∗. Òîãäà:
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x = yz, ãäå y ∈ {a}∗ ∧ z ∈ {b}∗
{îïðåäåëåíèå êîíêàòåíàöèè}

⇒ x = yz, ãäå (∃k ∈ IN0 : y ∈ {a}k) ∧ (∃m ∈ IN0 : z ∈ {b}m)

{îïðåäåëåíèå çâåçäû Êëèíè}
⇔ x = yz, ãäå (∃k ∈ IN0 : y = ak) ∧ (∃m ∈ IN0 : z = bm)

⇔ ∃k, m ∈ IN0, òàêèå, ÷òî x = akbm

⇒ x ∈ {aibj | i, j ∈ IN0}.Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî {aibj | i, j ∈ IN0} ⊆ {a}∗{b}∗.Ïóñòü x ∈ {aibj | i, j ∈ IN0}. Òîãäà:
x = arbl äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ r, l ∈ IN0

⇒ x ∈ {a}∗{b}∗, ïîñêîëüêó ar ∈ {a}∗, bl ∈ {b}∗.

utÓïðàæíåíèå 2.26. Äîêàæèòå èëè îïðîâåðãíèòå ðàâåíñòâî
({a}∗{b}∗)∗ = {a, b}∗.Îïðåäåëåíèå 2.27. Ïóñòü Σ1 è Σ2 � äâà ïðîèçâîëüíûõ àëôàâèòà. Ãîìîìîðôèçì10èç Σ1 â Σ2 � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ h : Σ∗

1 → Σ∗
2 , óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèìóñëîâèÿì:

• h(λ) = λ;
• h(uv) = h(u) · h(v) äëÿ âñåõ u, v ∈ Σ∗

1 .Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ çàäàíèÿ ãîìîìîðôèçìà äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü çíà÷åíèå h(a)äëÿ êàæäîãî ñèìâîëà a ∈ Σ1.Óïðàæíåíèå 2.28. Ïóñòü h � íåêîòîðûé ãîìîìîðôèçì èç Σ1 â Σ2. Äîêàæèòå ïî èí-äóêöèè, ÷òî äëÿ âñåõ ñëîâ x = x1x2 . . . xm, xi ∈ Σ1 äëÿ i = 1, . . . , m, âûïîëíåíî ðàâåí-ñòâî
h(x) = h(x1)h(x2) . . . h(xm).Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå h, çàäàííîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

h(#) = 10, h(0) = 00 è h(1) = 11.Î÷åâèäíî, ÷òî h îïðåäåëÿåò ãîìîìîðôèçì èç {0, 1, #} â Σbool. Íàïðèìåð,
h(011#101#) = h(0)h(1)h(1)h(#)h(1)h(0)h(1)h(#)

= 0011111011001110.Ìîæíî èñïîëüçîâàòü h äëÿ ïåðåâîäà ïðåäñòàâëåíèÿ íåêîòîðûõ îáúåêòîâ íàä àëôàâè-òîì {0, 1, #} â íîâîå ïðåäñòàâëåíèå òåõ æå ñàìûõ îáúåêòîâ íàä àëôàâèòîì Σbool.
10 Ïî òåðìèíîëîãèè êíèãè [À.Ñàëîìàà. ¾Æåì÷óæèíû òåîðèè ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ¿, Ì.,Ìèð, 1986] � ¾ìîðôèçì¿. Ìû îïóñêàåì àëãåáðàè÷åñêèå è ëèíãâèñòè÷åñêèå àñïåêòû ðàç-ëè÷èÿ ýòèõ íàçâàíèé. (Ïðèì. ïåðåâ.)



2.3 Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû 27Óïðàæíåíèå 2.29. Îïðåäåëèòå ãîìîìîðôèçì èç {0, 1, #} â Σbool, êîòîðûé îòîáðàæà-åò áåñêîíå÷íî ìíîãî ñëîâ íàä àëôàâèòîì {0, 1, #} â îäíî ñëîâî èç (Σbool)
∗.Óïðàæíåíèå 2.30. Îïðåäåëèòå èíúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì èç Σlogic â Σbool, îáåñïå-÷èâàþùèé îäíîçíà÷íîå ïðåäñòàâëåíèå Áóëåâûõ ôîðìóë íàä àëôàâèòîì Σbool.Óïðàæíåíèå 2.31. Ïóñòü Σ1 è Σ2 � íåêîòîðûå àëôàâèòû, à h � íåêîòîðûé ãîìîìîð-ôèçì èç Σ1 â Σ2. Äëÿ êàæäîãî ÿçûêà L ⊆ Σ∗

1 îïðåäåëèì
h(L) = {h(w) | w ∈ L}.Ïóñòü L1, L2 ⊆ Σ∗

1 . Äîêàæèòå èëè îïðîâåðãíèòå ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:
h(L1)h(L2) = h(L1L2).2.3 Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìûÄî ââåäåíèÿ â ãëàâå 4 ôîðìàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ ¾àëãîðèòì¿ � ñ èñïîëüçî-âàíèåì ìîäåëè ìàøèíû Òüþðèíãà � ìû ðàññìàòðèâàåì àëãîðèòìû êàê ïðîãðàììû;ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ÷èòàòåëü çíàåò, ÷òî ýòî òàêîå. Äëÿ íàøèõ öåëåé áåçðàçëè÷åí âûáîðêîíêðåòíîãî ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Èñïîëüçóÿ ñèíîíèì ¾ïðîãðàììà¿ äëÿ ñëîâà¾àëãîðèòì¿, ìû òðåáóåì, ÷òîáû ïðîãðàììà âû÷èñëÿëà ïðàâèëüíûé âûõîä äëÿ êàæ-äîãî âîçìîæíîãî âõîäà. Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïðî-ãðàììà, çàêàí÷èâàþùàÿ ðàáîòó äëÿ ëþáîãî âõîäà (òî åñòü íå èìåþùàÿ áåñêîíå÷íûõâû÷èñëåíèé) è ðåøàþùàÿ äàííóþ ïðîáëåìó. Ñîãëàñíî ýòîìó ïðåäïîëîæåíèþ, ëþáàÿïðîãðàììà (àëãîðèòì) A âûïîëíÿåò îòîáðàæåíèå

A : Σ∗
1 → Σ∗

2äëÿ íåêîòîðûõ àëôàâèòîâ Σ1 è Σ2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî:
• âõîäû ïðåäñòàâëåíû êàê ñëîâà íàä àëôàâèòîì Σ1;
• âûõîäû ïðåäñòàâëåíû êàê ñëîâà íàä àëôàâèòîì Σ2;
• A îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò âûõîä ïî êàæäîìó âõîäó.Äëÿ íåêîòîðûõ àëãîðèòìà A è âõîäà x îáîçíà÷èì çàïèñüþ A(x) âûõîä àëãîðèòìà
A äëÿ ýòîãî âõîäà. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâà àëãîðèòìà (ïðîãðàììû) A è B ýêâèâà-ëåíòíû, åñëè îíè ðàáîòàþò íàä îäíèì è òåì æå àëôàâèòîì Σ, è ïðè ýòîì A(x) = B(x)äëÿ âñåõ x ∈ Σ∗.Îïðåäåëåíèå 2.32. Äëÿ çàäàííûõ àëôàâèòà Σ è ÿçûêà L ⊆ Σ∗ ïðîáëåìà ïðèíàä-ëåæíîñòè (Σ, L) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ Σ∗ íåîáõîäèìî îòâåòèòüíà âîïðîñ, êàêîå èìåííî óñëîâèå èç ñëåäóþùèõ äâóõ âûïîëíåíî:

x ∈ L èëè x /∈ L.Àëãîðèòì A ðåøàåò ïðîáëåìó ïðèíàäëåæíîñòè (L, Σ), åñëè äëÿ âñåõ x ∈ Σ∗ âûïîë-íåíî ñëåäóþùåå:
A(x) =

{ 1, åñëè x ∈ L.0, åñëè x /∈ L.Áóäåì ïðè ýòîì òàêæå ãîâîðèòü, ÷òî A ðàñïîçíà¼ò ÿçûê L.



28 2 Àëôàâèòû, ñëîâà, ÿçûêè, àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìûÅñëè äëÿ íåêîòîðîãî ÿçûêà L ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé ðàñïîçíà¼ò L, òî ìûáóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÿçûê L ÿâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíûì11. Ìû ÷àñòî áóäåì èñïîëüçîâàòüÿçûê L ⊆ Σ∗ äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîíêðåòíûõ ñâîéñòâ ñëîâ íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâàìíîæåñòâà Σ∗ � èëè ìíîæåñòâà îáúåêòîâ, ïðåäñòàâëåííûõ ýòèìè ñëîâàìè. Ïðè ýòîìâñå ñëîâà ÿçûêà L óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó ñâîéñòâó, à ñëîâà èç L{ = Σ∗ − L � íåò.Îáû÷íî ïðîáëåìà ïðèíàäëåæíîñòè (Σ, L) îïèñûâàåòñÿ òàêèì îáðàçîì:
(Σ, L)Âõîä: x ∈ Σ∗.Âûõîä: A(x) ∈ Σbool = {0, 1}, ãäå

A(x) =

{ 1, åñëè x ∈ L (äà),0, åñëè x /∈ L (íåò).Íàïðèìåð, ({a, b}, {anbn | n ∈ IN0}) � ïðîáëåìà ïðèíàäëåæíîñòè, êîòîðàÿ ìîæåòáûòü òàêæå îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:
({a, b}, {anbn | n ∈ IN0})Âõîä: x ∈ {a, b}∗.Âûõîä: Äà � åñëè x = anbn äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ IN0.Íåò � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.Îäíà èç èçâåñòíûõ ïðîáëåì ïðèíàäëåæíîñòè, èìåþùàÿ áîëüøîå ïðàêòè÷åñêîå çíà-÷åíèå � ýòî ïðîâåðêà ÷èñëà íà ïðîñòîòó:

(Σbool, {x ∈ (Σbool)
∗ | Number(x) � íåêîòîðîå ïðîñòîå ÷èñëî}).Îáû÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà ýòîé çàäà÷è òàêîâà:

(Σbool, {x ∈ (Σbool)
∗ | Number (x) � ïðîñòîå ÷èñëî})Âõîä: x ∈ (Σbool)

∗.Âûõîä: Äà, åñëè Number (x) � ïðîñòîå ÷èñëî.Íåò � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.Ïóñòü L = {x ∈ (Σkeyboard)
∗ | x � ñèíòàêñè÷åñêè êîððåêòíàÿ ïðîãðàììà íà Ñè++}.Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó � âñïîìîãàòåëüíóþ äëÿ ëþáîãî êîìïèëÿòîðà ýòîãîÿçûêà.Âõîä: x ∈ (Σkeyboard)

∗.Âûõîä: Äà, åñëè x ∈ L.Íåò � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.Ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ Ãàìèëüòîíîâà öèêëà (HC)12 � ýòî ïðîáëåìà
(Σ, HC), ãäå Σ = {0, 1, #}, à
11 Ðåêóðñèÿ � îäíî èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîíÿòèé èíôîðìàòèêè. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì äëÿâ òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ýòîãî ïîíÿòèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü ôîðìàëüíóþ ìîäåëü âû÷èñëåíèÿ(àëãîðèòìà).
12 Â ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ ìû áóäåì óïîòðåáëÿòü àíãëèéñêèå àááðåâèàòóðû � êàê áîëåå óñòîÿâ-øèåñÿ. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî íàçâàíèÿ ñàìèõ ïðîáëåì îáû÷íî áóäóò ñîâïàäàòü ñ íàçâàíèÿìèñîîòâåòñòâóþùèõ èì ÿçûêîâ. (Ïðèì. ïåðåâ.)
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HC = {x ∈ Σ∗ | x ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô,êîòîðûé ñîäåðæèò Ãàìèëüòîíîâ öèêë13}.Ïðîáëåìà âûïîëíèìîñòè (SAT) � ýòî (Σlogic, SAT), ãäå

SAT = {x ∈ (Σlogic)
∗ | x � íåêîòîðàÿ âûïîëíèìàÿ Áóëåâà ôîðìóëà}.Âàæíûé ïîäêëàññ ïðîáëåì ïðèíàäëåæíîñòè ñîñòàâëÿþò ïðîáëåìû ýêâèâàëåíòíî-ñòè. Íàïðèìåð, ïðîáëåìà ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ïðîãðàìì ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè òîãî,ýêâèâàëåíòíû ëè äâå çàäàííûå ïðîãðàììû A è B, íàïèñàííûå íà îäíîì è òîì æåÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Äðóãîé ïðèìåð ïðîáëåìû ýêâèâàëåíòíîñòè � îïðåäåëåíèå,ïðåäñòàâëÿþò ëè äâå äàííûå Áóëåâû ôîðìóëû îäíó è òó æå Áóëåâó ôóíêöèþ.Îïðåäåëåíèå 2.33. Ïóñòü Σ è Γ � äâà àëôàâèòà. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àëãîðèòì

A âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ f : Σ∗ → Γ ∗, åñëè äëÿ âñåõ x ∈ Σ∗

A(x) = f(x).Èòàê, ïðîáëåìû ïðèíàäëåæíîñòè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñïåöèàëüíûé ñëó÷àéâû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé � ïîòîìó ÷òî ðåøåíèå íåêîòîðîé êîíêðåòíîé ïðîáëåìû ïðèíàä-ëåæíîñòè ýêâèâàëåíòíî âû÷èñëåíèþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ÿçûêà.14 È íà ïåð-âûé âçãëÿä ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî âû÷èñëåíèå ôóíêöèé � ýòî ñàìîå îáùåå ïðåäñòàâ-ëåíèå àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðîáëåì. Íî ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî íåòàê.Îïðåäåëåíèå 2.34. Ïóñòü Σ è Γ � íåêîòîðûå àëôàâèòû, à R ⊆ Σ∗×Γ ∗ � íåêîòîðîåáèíàðíîå îòíîøåíèå. Àëãîðèòì A âû÷èñëÿåò R (èëè ðåøàåò ïðîáëåìó îòíîøå-íèÿ R), åñëè äëÿ êàæäîãî x ∈ Σ∗ âûïîëíåíî ñëåäóþùåå:
(x, A(x)) ∈ R.Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 2.34 ìû âèäèì, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû âû÷èñëåíèÿ îò-íîøåíèÿ R ñ çàäàííûì âõîäîì x äîñòàòî÷íî íàéòè îäíî çíà÷åíèå y (èç íåêîòîðîãîìíîæåñòâà ïîòåíöèàëüíûõ çíà÷åíèé, âîçìîæíî, áåñêîíå÷íîãî), òàêîå ÷òî (x, y) ∈ R.Ñëåäóþùèå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ âû÷èñëåíèåì îòíîøå-íèé � ýòî íå òîëüêî àáñòðàêòíîå îáîáùåíèå âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé15; ìíîãèå ïðîáëåìûïðàêòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü èìåííî êàê ïðîáëåìû âû÷èñ-ëåíèÿ îòíîøåíèé.Ïóñòü Rfac ⊆ (Σbool)

∗ × (Σbool)
∗, ãäå (x, y) ∈ Rfac òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà:

• ëèáî Number (y) � äåëèòåëü16 ÷èñëà Number (x);
13 Ãàìèëüòîíîâ öèêë ãðàôà � ýòî öèêë (çàìêíóòûé ïóòü), êîòîðûé ñîäåðæèò êàæäóþ âåðøèíóýòîãî ãðàôà â òî÷íîñòè îäèí ðàç.
14 Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ fL ÿçûêà L ⊆ Σ∗ � ôóíêöèÿ, äåéñòâóþùàÿ èç Σ∗ â {0, 1},òàêàÿ ÷òî fL(x) = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x ∈ L.
15 Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îòíîøåíèÿ, îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìñâîéñòâîì: äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ x ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè îäíî çíà÷åíèå y, òàêîå ÷òî

(x, y) ∈ R.
16 Íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå a ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì öåëîãî b, åñëè b äåëèòñÿ íà a íàöåëî, à òàêæå

a /∈ {1, b}.



30 2 Àëôàâèòû, ñëîâà, ÿçûêè, àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû
• ëèáî y = 1 � â òîì ñëó÷àå, êîãäà Number (x) � ïðîñòîå ÷èñëî.Ñòðîãàÿ ôîðìóëèðîâêà ýòîé ïðîáëåìû òàêîâà.
RfacÂõîä: x ∈ (Σbool)

∗.Âûõîä: y ∈ (Σbool)
∗, ïðè÷¼ì:

y = 1 åñëè Number (x) � ïðîñòîå;
Number (y) � äåëèòåëü ÷èñëà Number (x), åñëè x � ñîñòàâíîå.Äðóãèì ïðèìåðîì ñëîæíîé ïðîáëåìû ÿâëÿåòñÿ ïîèñê äîêàçàòåëüñòâà íåêîòîðîéòåîðåìû. Ïóñòü RProof ⊆ (Σkeyboard)

∗ × (Σkeyboard)
∗; ïðè ýòîì (x, y) ∈ RProof åñëè:

• ëèáî x ÿâëÿåòñÿ êîäîì èñòèííîãî óòâåðæäåíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîé ìàòåìàòè÷åñêîéòåîðèè, à y ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ;
• ëèáî y = t, à x íå ÿâëÿåòñÿ êîäîì èñòèííîãî óòâåðæäåíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîéòåîðèè.Äàëåå ðàññìîòðèì îïòèìèçàöèîííûå ïðîáëåìû, êîòîðûå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòüêàê ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè (âàðèàíòû) ïðîáëåìû îòíîøåíèÿ. Îïòèìèçàöèîííûå ïðîáëå-ìû ïðåäñòàâëÿþò áîëüøîé èíòåðåñ � êàê ñ òåîðåòè÷åñêîé, òàê è ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êèçðåíèÿ. Îäíàêî äëÿ ôîðìóëèðîâêè îïòèìèçàöèîííûõ ïðîáëåì ìû âìåñòî ïðèâåä¼í-íîé âûøå ôîðìóëèðîâêè ïðîáëåìû îòíîøåíèÿ áóäåì èñïîëüçóîâàòü íåñêîëüêî èíîéïîäõîä; âíà÷àëå ïðèâåä¼ì åãî íåôîðìàëüíîå îïèñàíèå.×àñòíûé ñëó÷àé17 x îïòèìèçàöèîííîé ïðîáëåìû îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî M(x) äî-ïóñòèìûõ ðåøåíèé äëÿ ýòîãî âõîäà x. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî èìååòñÿîòíîøåíèå R, äëÿ êîòîðîãî

(x, y) ∈ R åñëè è òîëüêî åñëè y � äîïóñòèìîå ðåøåíèå äëÿ x.Íî â äàííîì ñëó÷àå ìû äîëæíû ðåøèòü íå òîëüêî ïðîáëåìó îòíîøåíèÿ R. Âõîä xîïðåäåëÿåò åù¼ è ñòîèìîñòü êàæäîãî y, ïðèíàäëåæàùåãî ìíîæåñòâó M(x). À âûõîääîëæåí áûòü îäíèì èç äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ñ íàèáîëåå áëàãîïðèÿòíîé (ìàêñèìàëüíîéèëè ìèíèìàëüíîé) ñòîèìîñòüþ.Ðàññìîòðèì ôîðìàëüíîå îïèñàíèå îïòèìèçàöèîííîé ïðîáëåìû.Îïðåäåëåíèå 2.35. Îïòèìèçàöèîííàÿ ïðîáëåìà � ýòî øåñò¼ðêà U = (ΣI , ΣO,
L,M, cost, goal), ãäå:
• ΣI � íåêîòîðûé àëôàâèò, íàçûâàåìûé âõîäíûì àëôàâèòîì;
• ΣO � íåêîòîðûé àëôàâèò, íàçûâàåìûé âûõîäíûì àëôàâèòîì;
• L ⊆ Σ∗

I � ÿçûê ïîäõîäÿùèõ âõîäîâ (÷àñòíûõ ñëó÷àåâ; â êà÷åñòâå âõîäîâ ìûäîïóñêàåì òîëüêî ñëîâà, èìåþùèå ïðèåìëåìóþ èíòåðïðåòàöèþ). Íåêîòîðîå ñëîâî
x ∈ L íàçûâàåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïðîáëåìû U ;

• M � ôóíêöèÿ, äåéñòâóþùàÿ èç L â P(Σ∗
O), ãäå äëÿ êàæäîãî x ∈ L ìíîæåñòâî

M(x) åñòü ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé äëÿ x;
• cost � ôóíêöèÿ âèäà cost :

⋃
x∈L(M(x) × {x}) → IR+, íàçûâàåìàÿ ôóíêöèåé ñòî-èìîñòè;

• goal ∈ {minimum, maximum} � öåëü.
17 Â ðóññêîé ëèòåðàòóðå èíîãäà óïîòðåáëÿþòñÿ è äðóãèå òåðìèíû. Ïîäðîáíåå ñì. íèæå.(Ïðèì. ïåðåâ.)



2.3 Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû 31Íåêîòîðîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå α ∈ M(x) íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì äëÿ x � ÷àñò-íîãî ñëó÷àÿ ïðîáëåìû U , åñëè
cost(α, x) = OptU(x) = goal{cost(β, x) | β ∈ M(x)}.Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåêîòîðûé àëãîðèòì A ðåøàåò ïðîáëåìó U , åñëè äëÿ ïðîèç-âîëüíîãî x ∈ L:

• A(x) ∈ M(x)
(
A(x) � íåêîòîðîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå äëÿ x � ÷àñòíîãî ñëó÷àÿïðîáëåìû U

),
• cost(A(x), x) = goal{cost(β, x) | β ∈ M(x)}.Åñëè goal = minimum, òî U íàçûâàåòñÿ ìèíèìèçàöèîííîé ïðîáëåìîé; à åñëè
goal = maximum, òî U íàçûâàåòñÿ ìàêñèìèçàöèîííîé ïðîáëåìîé.×òîáû ïîíÿòü, ïî÷åìó ìû îïðåäåëÿåì îïòèìèçàöèîííûå ïðîáëåìû èìåííî òàêèìîáðàçîì, ïðèâåä¼ì íåêîòîðûå êîììåíòàðèè ê ýëåìåíòàì øåñò¼ðêè U . Âõîäíîé àëôàâèò
ΣI èìååò òîò æå ñàìûé ñìûñë, ÷òî è âõîäíîé àëôàâèò äëÿ ïðîáëåì ïðèíàäëåæíîñòè �ò. å. èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ âõîäà ïðîáëåìû U . Àíàëîãè÷íî, âûõîäíîé àëôà-âèò ΣO èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ âûõîäîâ (äîïóñòèìûõ ðåøåíèé). ßçûê L ⊆ Σ∗

I� ìíîæåñòâî êîððåêòíûõ ïðåäñòàâëåíèé ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ïðîáëåìû; ïðè ýòîì ìû ïðåä-ïîëàãàåì, ÷òî íèêàêîå ñëîâî ÿçûêà L{ = Σ∗
I −L âõîäîì ÿâëÿòüñÿ íå ìîæåò. Ïîñëåäíèéôàêò î÷åíü âàæåí: ñ òî÷êè çðåíèÿ ñëîæíîñòè îí îçíà÷àåò, ÷òî ìû ñîñðåäîòà÷èâàåìñÿèìåííî íà ñàì�îé îïòèìèçàöèè � à íå íà ðåøåíèè ïðîáëåìû ïðèíàäëåæíîñòè (ΣI , L).Ïóñòü x � íåêîòîðûé ÷àñòíûé ñëó÷àé (âõîä) ïðîáëåìû. Îí îáû÷íî îïðåäåëÿåò ðÿäîãðàíè÷åíèé, à M(x) � ìíîæåñòâî îáúåêòîâ (äîïóñòèìûõ ðåøåíèé äëÿ x), êîòîðûåóäîâëåòâîðÿþò ýòèì îãðàíè÷åíèÿì. Âõîä x òàêæå îïðåäåëÿåò ñòîèìîñòü cost(α, x) êàæ-äîãî ðåøåíèÿ α ∈ M(x). È çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè îïòèìàëüíîå ðåøåíèå âîìíîæåñòâå M(x) äîïóñòèìûõ ðåøåíèé âõîäà x. Îáû÷íî òðóäíîñòü ðåøåíèÿ ïðîáëåìû

U çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìíîæåñòâîM(x) èìåþò ñòîëü áîëüøîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ, ÷òîïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî ýôôåêòèâíî ñãåíåðèðîâàòü âñå äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ M(x)äëÿ âûáîðà ëó÷øåãî èç íèõ.Äëÿ áîëåå ÿñíîãî îïèñàíèÿ îïòèìèçàöèîííîé ïðîáëåìû áóäåì ÷àñòî îïóñêàòü ðàñ-ñìîòðåíèå îòäåëüíûõ ÷àñòåé ýòîãî îïèñàíèÿ � à èìåííî, àëôàâèòîâ ΣI è ΣO, à òàêæåñïîñîáà êîäèðîâàíèÿ äàííûõ íàä ýòèìè àëôàâèòàìè. Ìû ïðîñòî ïðåäïîëàãàåì, ÷òîîáû÷íûå äàííûå � âðîäå öåëûõ ÷èñåë, ãðàôîâ, ôîðìóë � ïðåäñòàâëåíû òàê, êàê îïè-ñàíî âûøå. Ýòî íåñêîëüêî óïðîùàåò ñèòóàöèþ, ïîñêîëüêó ìû ìîæåì òåïåðü ¾íåïî-ñðåäñòâåííî îáðàùàòüñÿ¿ ê ýòèì îáúåêòàì � âìåñòî ðàáîòû ñ èõ ôîðìàëüíûì ïðåä-ñòàâëåíèåì. Ïîýòîìó äëÿ îïèñàíèÿ îïòèìèçàöèîííîé ïðîáëåìû îáû÷íî äîñòàòî÷íîñëåäóþùèõ ýëåìåíòîâ øåñò¼ðêè:
• ìíîæåñòâà L ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ïðîáëåìû;
• îãðàíè÷åíèé äëÿ ëþáîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïðîáëåìû x ∈ L è ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíî-æåñòâ M(x);
• ôóíêöèè ñòîèìîñòè;
• öåëè.Ðàññìîòðèì ïðèìåð � çàäà÷ó êîììèâîÿæ¼ðà (TSP, ÇÊÂ)18.
18 Äëÿ ýòîé ïðîáëåìû ðóññêàÿ àááðåâèàòóðà òîæå ÿâëÿåòñÿ óñòîÿâøåéñÿ.



32 2 Àëôàâèòû, ñëîâà, ÿçûêè, àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû
TSPÂõîä: Âçâåøåííûé ïîëíûé ãðàô (G, c), ãäå G = (V, E), V = {v1, . . . , vn} äëÿ íåêîòîðî-ãî n ∈ IN, à òàêæå ôóíêöèÿ c : E → IN.

{Âõîä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðîå ñëîâî x ∈ {0, 1, #}∗, êîòîðîå êîäèðóåò (ïðåä-ñòàâëÿåò) ïîëíûé âçâåøåííûé ãðàô (G, c).}Îãðàíè÷åíèÿ: Äëÿ êàæäîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïðîáëåìû (G, c) ìíîæåñòâî M(G, c)âêëþ÷àåò âñå Ãàìèëüòîíîâû öèêëû ãðàôà G. Êàæäûé Ãàìèëüòîíîâ öèêë ìîæåòáûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåðøèí vi1 , vi2 , . . . , vin
, vi1 ,19 ãäå

(i1, i2, . . . , in) � íåêîòîðàÿ ïåðåñòàíîâêà ìíîæåñòâà (1, 2, . . . , n).
{Ñòðîãîå ôîðìàëüíîå ïðåäñòàâëåíèåM(G, c) ñëåäóþùåå. Ýòî ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ
y1#y2# . . . #yn ∈ {0, 1, #}∗ = Σ∗

O, òàêèõ ÷òî yi ∈ {0, 1}+ äëÿ i = 1, 2, . . . , n, ïðè÷¼ì
{Number(y1),Number(y2), . . . ,Number(yn)} = {1, 2, . . . , n},à Number (y1) = 1.}Ñòîèìîñòü: Äëÿ Ãàìèëüòîíîâà öèêëà H = vi1 , vi2 , . . . , vin

, vi1 ∈ M(G, c) ïîëàãàåì
cost((vi1 , . . . , vin

, vi1), (G, c)) =

n∑

j=1

c
(
{vij

, vi(j mod n)+1
}
)
,ò. å. ñòîèìîñòü êàæäîãî Ãàìèëüòîíîâà öèêëà ðàâíà ñóììå âåñîâ âñåõ åãî ð¼áåð.Öåëü: minimum.Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïðîáëåìû TSP, ïðèâåä¼ííîãî íà ðèñ. 2.4, ìû ïîëó÷àåì

cost
(
(v1, v2, v3, v4, v5, v1), (G, c)

)
= 8 + 1 + 7 + 2 + 1 = 19,

cost
(
(v1, v5, v3, v2, v4, v1), (G, c)

)
= 1 + 1 + 1 + 1 + 1 = 5.Ãàìèëüòîíîâ öèêë v1, v5, v3, v2, v4, v1 � åäèíñòâåííîå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ðàññìàòðè-âàåìîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïðîáëåìû TSP.

TSP ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì òðóäíîðåøàåìîé îïòèìèçàöèîííîé ïðîáëåìû. Íî âî ìíî-ãèõ ïðèëîæåíèÿõ íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî òå ÷àñòíûå ñëó÷àè ïðîáëåìû, êîòîðûå èìåþòíåêîòîðûå ñïåöèàëüíûå ¾õîðîøèå¿ ñâîéñòâà � îáëåã÷àþùèå ïîèñê îïòèìàëüíîãî ðå-øåíèÿ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îïòèìèçàöèîííàÿ ïðîáëåìà U1 = (ΣI , ΣO, L′,M, cost , goal)ÿâëÿåòñÿ âàðèàíòîì ïðîáëåìû20 U2 = (ΣI , ΣO, L,M, cost , goal ), åñëè L′ ⊆ L � ò. å.åñëè ïðîáëåìà U1 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç U2 ïóò¼ì óñòàíîâëåíèÿ ñïåöèàëüíûõ îãðà-íè÷åíèé íà ìíîæåñòâî ïîäõîäÿùèõ (ðàçðåø¼ííûõ) âõîäîâ.
19 Çàìåòèì, ÷òî ýòîò ôîðìàëèçì äîïóñêàåò íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïðàâèëüíûõ âàðèàíòîâïðåäñòàâëåíèÿ ëþáîãî êîíêðåòíîãî Ãàìèëüòîíîâà öèêëà.
20 Çäåñü è âñþäó äàëåå ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåðìèíîëîãèÿ � ïî-âèäèìîìó, îíà äîñòàòî÷-íî óäà÷íà. ¾Âàðèàíò¿ ïðîáëåìû îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðûì ïîäìíîæåñòâîì âñåõ âîçìîæíûõâõîäîâ (àíàëîã � çíàê ⊆). Èíîãäà ïðèìåíÿåìûå â ðóññêîé ëèòåðàòóðå àëüòåðíàòèâíûå òåð-ìèíû äëÿ äàííîãî ïîíÿòèÿ � ôàêòè÷åñêè ò. í. êàëüêè, ¾ïîäïðîáëåìà¿ è ¾ïîäçàäà÷à¿, �ïðåäñòàâëÿþòñÿ ìåíåå óäà÷íûìè; â ëèòåðàòóðå íà ðóññêîì ÿçûêå îíè ÷àùå óïîòðåáëÿþòñÿâ íåñêîëüêî èíîì ñìûñëå.À ¾÷àñòíûé ñëó÷àé¿ ïðîáëåìû � ýòî îäèí êîíêðåòíûé âîçìîæíûé âõîä (àíàëîã � çíàê

∈). Â îðèãèíàëå äëÿ ¾âàðèàíòà ïðîáëåìû¿ è ¾÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïðîáëåìû¿ ïðèìåíÿþòñÿòåðìèíû ¾subproblem¿ è ¾problem instance¿ ñîîòâåòñòâåííî. (Ïðèì. ïåðåâ.)



2.3 Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû 33PSfrag replacements v1

1

1

1

1

1

22

3

v2

7

8

v3

v4

v5

Ðèñ. 2.4.Íàïðèìåð, ìû îïðåäåëÿåì ò. í. ìåòðè÷åñêóþ TSP (∆-TSP) êàê âàðèàíò ïðîáëå-ìû TSP. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ, ñòîèìîñòü è öåëü ∆-TSP îñòàþòñÿ òàêèìè æå,êàê è â TSP âîîáùå � òîëüêî ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ âõîäîâ ñïåöèàëüíî ñîêðàùåíî äîíåêîòîðîãî ñâîåãî ñîáñòâåííîãî ïîìíîæåñòâà. À èìåííî, äëÿ ∆-TSP ìû òðåáóåì, ÷òî-áû êàæäûé âîçìîæíûé âõîä (G, c) óäîâëåòâîðÿë áû ò. í. íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà�
c({u, v}) ≤ c({u, w}) + c({w, v})äëÿ âñåõ òðîåê âåðøèí u, v, w ãðàôà G. Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà ìîæíî ðàññìàòðè-âàòü êàê åñòåñòâåííîå ñâîéñòâî ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ïðîáëåìû � ïîêîëüêó îíî óòâåðæäàåò,÷òî ïðÿìîé ïóòü ìåæäó âåðøèíàìè u è v íå ìîæåò áûòü áîëåå äîðîãèì, ÷åì ëþáîéäðóãîé ïóòü ìåæäó ýòèìè æå âåðøèíàìè. Òàêèì îáðàçîì, åñëè âåðøèíû ãðàôà ïðåä-ñòàâëÿþò ñîáîé ãîðîäà, ð¼áðà ïðåäñòàâëÿþò ñâÿçè (äîðîãè) ìåæäó ýòèìè ãîðîäàìè,à ñòîèìîñòè ñîîòâåòñòâóþò ðàññòîÿíèÿì, òî íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà � åñòåñòâåííîåîãðàíè÷åíèå ðåàëüíîé ìîäåëè. Çàìåòèì, ÷òî ïðèâåä¼ííûé íà ðèñ.2.4 ÷àñòíûé ñëó÷àéïðîáëåìû íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà íå óäîâëåòâîðÿåò.Óïðàæíåíèå 2.36. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n > 2 äëÿ ëþáîãî ãðàôà G ñ n âåðøèíàìèâûïîëíåíî ðàâåíñòâî |M((G, c))| = (n − 1)!/2.Âåðøèííîå ïîêðûòèå ãðàôàG = (V, E) � ýòî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî U åãî âåðøèí(U ⊆ E), òàêîå ÷òî êàæäîå ðåáðî ìíîæåñòâà E èíöèäåíòíî21 ïî êðàéíåé ìåðå îäíîéâåðøèíå ìíîæåñòâà U . Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî {v2, v4, v5} � âåðøèííîå ïîêðûòèå ãðàôà,ïðèâåä¼ííîãî íà ðèñ. 2.5, ïîñêîëüêó êàæäîå ðåáðî ýòîãî ãðàôà èíöèäåíòíî ïî êðàéíåéìåðå îäíîé èç ýòèõ òð¼õ âåðøèí. À ìíîæåñòâî {v1, v2, v3} íå ÿâëÿåòñÿ âåðøèííûìïîêðûòèåì ýòîãî ãðàôà, ïîñêîëüêó ðåáðî {v4, v5} íå ïîêðûòî íè îäíîé èç âåðøèí v1,

v2, v3.Ïðîáëåìà ìèíèìàëüíîãî âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ (MIN-VCP) � ýòî ìèíèìè-çàöèîííàÿ ïðîáëåìà, â êîòîðîé äëÿ çàäàííîãî ãðàôà G íåîáõîäèìî íàéòè âåðøèííîåïîêðûòèå ìèíèìàëüíîé ìîùíîñòè.
21 Ðåáðî èíöèäåíòíî íåêîòîðîé âåðøèíå, åñëè ýòà âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç äâóõ ýëåìåíòîâýòîãî ðåáðà � ò. å. ðåáðî {u, v} èíöèäåíòíî âåðøèíàì u è v.



34 2 Àëôàâèòû, ñëîâà, ÿçûêè, àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìûÓïðàæíåíèå 2.37. Îïèøèòå ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèííûõ ïîêðûòèé ãðàôà, ïðèâåä¼í-íîãî íà ðèñ. 2.5.Óïðàæíåíèå 2.38. Äàéòå ôîðìàëüíîå îïèñàíèå MIN-VCP êàê øåñò¼ðêè. Äëÿ ïðåä-ñòàâëåíèÿ âõîäà è äîïóñòèìûõ ðåøåíèé èñïîëüçóéòå àëôàâèò {0, 1, #}.
PSfrag replacements

v1

v2

v3v4

v5

Ðèñ. 2.5.Êëèêà ãðàôà G = (V, E) � ýòî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî U ⊆ V , òàêîå ÷òî
{{u, v} | u, v ∈ U, u 6= v} ⊆ E� ò. å. ëþáîå ìíîæåñòâî U , âåðøèíû êîòîðîãî îáðàçóþò ïîäãðàô ãðàôà G, ÿâëÿþùèéñÿïîëíûì ãðàôîì22 (ðàçìåðà |U |). Ïðîáëåìà ìàêñèìàëüíîé êëèêè (MAX-CL) ñî-ñòîèò â òîì, ÷òîáû â äàííîì ãðàôå íàéòè êëèêó ìàêñèìàëüíîãî ðàçìåðà. Ôîðìàëüíîåïðåäñòàâëåíèå MAX-CL â êà÷åñòâå îïòèìèçàöèîííîé ïðîáëåìû òàêîâî.

MAX-CLÂõîä: Ãðàô G = (V, E).Îãðàíè÷åíèÿ: M(G) = {S ⊆ V | {{u, v} | u, v ∈ S, u 6= v} ⊆ E}, ò. å. M(G) ñîäåðæèòâñå êëèêè ãðàôà G.Ñòîèìîñòü: Äëÿ êàæäîãî S ∈ M(G) cost(S, G) = |S|.Öåëü: maximum.Óïðàæíåíèå 2.39. Ãðàô T = (V, E′) íàçûâàåòñÿ îñòîâíûì äåðåâîì ãðàôà G =
(V, E), åñëè T � íåêîòîðîå äåðåâî (ñâÿçàííûé ãðàô áåç öèêëîâ), è E′ ⊆ E. Âåñîì îñòîâ-íîãî äåðåâà T = (V, E′) ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ∑

e∈E′ c(e), ò. å. ñóììà âåñîâ âñåõ ð¼áåðìíîæåñòâà E′. Äàéòå ôîðìàëüíîå îïèñàíèå ïðîáëåìû ïîèñêà ìèíèìàëüíîãî îñòîâíîãîäåðåâà êàê îïòèìèçàöèîííîé ïðîáëåìû.Ïóñòü X = {x1, x2, . . .} � ìíîæåñòâî Áóëåâûõ ïåðåìåííûõ. Ìíîæåñòâî âñåõ ëèòå-ðàëîâ íàä X � ýòî LitX = {x, x | x ∈ X}, ãäå x ÿâëÿåòñÿ îòðèöàíèåì ïåðåìåííîé x.
22 Â íåêîòîðûõ êíèãàõ íà ðóññêîì ÿçûêå óïîòðåáëÿåòñÿ ôðàçà ¾îáðàçóþò ïîëíûé ïîäãðàôãðàôà G¿ (ëèáî íå÷òî àíàëîãè÷íîå). Íî, âèäèìî, ïðèâåä¼ííûé íàìè âàðèàíò îïðåäåëåíèÿáîëåå óäà÷íûé. (Ïðèì. ïåðåâ.)



2.3 Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû 35Çíà÷åíèÿ 0 è 1 íàçûâàþòñÿ Áóëåâûìè çíà÷åíèÿìè (êîíñòàíòàìè). Êëàóçà23 � ýòî êî-íå÷íàÿ äèçúþíêöèÿ íàä ëèòåðàëàìè (íàïðèìåð, x1∨x3∨x4∨x7). (Áóëåâà) ôîðìóëà Fÿâëÿåòñÿ êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìîé (KHÔ24,25), åñëè F � íåêîòîðàÿêîíå÷íàÿ êîíúþíêöèÿ êëàóç.Ïðèìåð ôîðìóëû íàä X â KHÔ:
Φ = (x1 ∨ x2) ∧ (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ x2 ∧ (x2 ∨ x3) ∧ x3 ∧ (x1 ∨ x3).Ïðîáëåìà ìàêñèìàëüíîé âûïîëíèìîñòè (MAX-SAT) ñîñòîèò â ïîèñêå òàêèõçíà÷åíèé âõîäíûõ ïåðåìåííûõ äàííîé ôîðìóëû, ïðåäñòàâëåííîé â âèäå KHÔ, ÷òî÷èñëî êëàóç, èìåþùèõ çíà÷åíèå 1, ìàêñèìàëüíîå. (Êëàóçû, èìåþùèå çíà÷åíèå 1 äëÿäàííîãî íàáîðà çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, ïî-äðóãîìó íàçûâàþòñÿ âûïîëíåííûìè.)

MAX-SATÂõîä: Ôîðìóëà Φ = F1 ∧ F2 ∧ · · · ∧ Fm íàä X â KHÔ, ãäå Fi � íåêîòîðàÿ êëàóçà äëÿ
i = 1, . . . , m, m ∈ IN.Îãðàíè÷åíèÿ: Äëÿ êàæäîé ôîðìóëû Φ íàä ìíîæåñòâîì èç n Áóëåâûõ ïåðåìåííûõ
{xi1 , xi2 , . . . , xin

} ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé �
M(Φ) = {0, 1}n.{Êàæäîå α = α1 . . . αn ∈ M(Φ), ãäå αj ∈ {0, 1} äëÿ j = 1, . . . , n, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéò. í. ïîäñòàíîâêó � â êîòîðîé ïåðåìåííàÿ xij

ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé αj .}Ñòîèìîñòü: Äëÿ êàæäîé ôîðìóëû Φ è ëþáîãî α ∈ M(Φ) çíà÷åíèå cost(α, Φ) � ÷èñëîêëàóç ôîðìóëû Φ, âûïîëíåííûõ äëÿ íàáîðà çíà÷åíèé α.Öåëü: maximum.Ïðîäîëæèì ðàññìîòðåíèå ôîðìóëû Φ. Â òàáëèöå 2.1 ïðèâåäåíû âñå 8 âîçìîæíûõíàáîðîâ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ x1, x2, x3 (8 âîçìîæíûõ ïîäñòàíîâîê), è ëåãêî ïîêàçàòü,÷òî íà íàáîðàõ 001, 011 è 101 âûïîëíåííûìè ÿâëÿþòñÿ 5 êëàóç (ìàêñèìàëüíî âîçìîæ-íîå ÷èñëî) � ñëåäîâàòåëüíî, ýòè ïîäñòàíîâêè ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè ðåøåíèÿìè äëÿôîðìóëû Φ.Ïóñòü çàäàíû ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è íåêîòîðàÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, îïðå-äåë¼ííàÿ íà ïåðåìåííûõ ýòîé ñèñòåìû. Ïðîáëåìà öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðî-ãðàììèðîâàíèÿ (ILP) ñîñòîèò â ïîèñêå òàêîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû, êîòîðîå ìèíèìè-çèðóåò ýòó ëèíåéíóþ ôóíêöèþ. ILP ìîæåò áûòü âûðàæåíà êàê îïòèìèçàöèîííàÿ ïðî-áëåìà ñëåäóþùèì îáðàçîì.
ILPÂõîä: Ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè m × n:

A = [aij ]i=1,...m,j=1,...,n,äâà âåêòîðà:
23 Ðóññêàÿ òåðìèíîëîãèÿ çäåñü äîïóñêàåò î÷åíü ìíîãî âàðèàíòîâ � ïðè÷¼ì âåñüìà íåïîõîæèõäðóã íà äðóãà, è, áîëåå òîãî, äàæå â ÷¼ì-òî ïðîòèâîðå÷èâûõ. Íàïðèìåð � ¾äèçúþíêò¿ óÑ.ßáëîíñêîãî; ¾êîíúþíêòèâíûé ÷ëåí¿ â ïåðåâîäå èçâåñòíîãî ó÷åáíèêà Ý.Ìåíäåëüñîíà,âûïîëíåííîì ïîä ðåäàêöèåé Ñ.Àäÿíà; ¾ïðåäëîæåíèå¿. . . Ìû ïðèìåíÿåì êàëüêó àíãëèé-ñêîãî òåðìèíà � è ñ÷èòàåì ýòîò âàðèàíò â äàííîì ñëó÷àå áîëåå óäà÷íûì. (Ïðèì. ïåðåâ.)
24 Èíûìè ñëîâàìè � F çàäàíà â KHÔ.
25 Â ýòîì ñëó÷àå ìû áóäåì ïðèìåíÿòü ðóññêóþ àááðåâèàòóðó. (Ïðèì. ïåðåâ.)
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x1 x2 x3 x1 ∨ x2 x1 ∨ x2 ∨ x3 x2 x2 ∨ x3 x3 x1 ∨ x3 ÷èñëî ïîäõîäÿùèõ êëàóç0 0 0 0 1 1 0 0 1 30 0 1 0 1 1 1 1 1 50 1 0 1 1 0 1 0 1 40 1 1 1 1 0 1 1 1 51 0 0 1 1 1 0 0 1 41 0 1 1 1 1 1 1 0 51 1 0 1 1 0 1 0 1 41 1 1 1 0 0 1 1 0 3

b = (b1, . . . , bm)T è c = (c1, . . . , cn)(n, m ∈ IN), ãäå äëÿ i = 1, . . . , m è j = 1, . . . , n çíà÷åíèÿ aij , bi, cj ÿâëÿþòñÿ öåëûìè÷èñëàìè.Îãðàíè÷åíèÿ: M(A, b, c) = {X = (x1, . . . , xn)
T ∈ (IN0)

n | AX = b}.
{M(A, b, c) � ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé (âåêòîðîâ), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìåëèíåéíûõ óðàâíåíèé AX = b ñ çàäàííûìè A è b.Ñòîèìîñòü: Äëÿ êàæäîãî X = (x1, . . . , xn) ∈ M(A, b, c),

cost(X, (A, b, c)) = c · X =

n∑

i=1

cixi.Öåëü: minimum.Êðîìå ââåä¼ííûõ âûøå ïðîáëåì ïðèíàäëåæíîñòè è îïòèìèçàöèîííûõ ïðîáëåì ìûáóäåì ðàññìàòðèâàòü àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû äðóãîé ïðèðîäû. Ýòè ïðîáëåìû íåòðåáóþò íèêàêèõ âõîäíûõ äàííûõ, èõ åäèíñòâåííàÿ çàäà÷à � ãåíåðèðîâàòü íåêîòîðîåñëîâî (èëè áåñêîíå÷íîå ñëîâî, ò. å. áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ).Îïðåäåëåíèå 2.40. Ïóñòü Σ � íåêîòîðûé àëôàâèò, è ïóñòü x ∈ Σ∗. Áóäåì ãîâî-ðèòü, ÷òî àëãîðèòì ãåíåðèðóåò ñëîâî x, åñëè A, èìåÿ íà âõîäå λ, äà¼ò íà âûõîäå
x . Ñëåäóþùàÿ ïðîãðàììà A ãåíåðèðóåò ñëîâî 100111.
A : beginwrite(100111);endÄëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n ñëåäóþùàÿ ïðîãðàììà An ãåíåðèðóåò ñëîâî (01)n.
An : beginfor i = 1 to n dowrite(01);endÏðîãðàììà, êîòîðàÿ ãåíåðèðóåò íåêîòîðîå ñëîâî x, ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàêàëüòåðíàòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå ýòîãî ñëîâà. Ïîýòîìó ìîæíî âìåñòî ñëîâ õðàíèòü âïàìÿòè ïðîãðàììû, ãåíåðèðóþùèå ýòè ñëîâà.



2.4 Ñëîæíîñòü ïî Êîëìîãîðîâó 37Îïðåäåëåíèå 2.41. Ïóñòü Σ � íåêîòîðûé àëôàâèò, è ïóñòü L ⊆ Σ∗. A � àëãîðèòì,ïåðå÷èñëÿþùèé L, åñëè äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n àëãîðèòì A äà¼ò íà âûõî-äå x1, x2, . . . , xn, ãäå x1, x2, . . . , xn � ïåðâûå n ñëîâ ÿçûêà L, âçÿòûå â êàíîíè÷åñêîìïîðÿäêå.Ïóñòü Σ = {0}, à L = {0p | p � ïðîñòîå ÷èñëî}.Âõîä: n.Âûõîä: 02, 03, 05, 07, . . . , 0pn , ãäå pn � n-å ïî ïîðÿäêó ïðîñòîå ÷èñëî.Óïðàæíåíèå 2.42. Äîêàæèòå, ÷òî ÿçûê ðåêóðñèâåí, åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåòàëãîðèòì, ïåðå÷èñëÿþùèé L.2.4 Ñëîæíîñòü ïî ÊîëìîãîðîâóÂ ýòîì ðàçäåëå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëîâà â êà÷åñòâå ¾èíôîðìàöèîííûõ êîíòåé-íåðîâ¿, è ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà ïîèñêå ïðèåìëåìîãî ñïîñîáà èçìåðåíèÿ èíôîðìàöèîííîãîñîäåðæàíèÿ ñëîâ. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñëîâà íàä àëôàâèòîì Σbool.Íåôîðìàëüíîå îïèñàíèå ñïîñîáà èçìåðåíèÿ èíôîðìàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþ-ùåì: áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñëîâî w ñîäåðæèò ìàëî èíôîðìàöèè, åñëè åñòü êîðîòêîåïðåäñòàâëåíèå ýòîãî ñëîâà (ò. å. åñëè îíî ñæèìàåìî), è ÷òî ñëîâî w ñîäåðæèò ìíî-ãî èíôîðìàöèè, åñëè íå ñóùåñòâóåò êîðîòêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ w (ò. å. ïðåäñòàâëåíèÿ,êîòîðîå áûëî áû êîðî÷å, ÷åì |w|). Èíòóèöèÿ ïîäñêàçûâàåò íàì, ÷òî ñëîâî ñ ìàëûì èí-ôîðìàöèîííûì ñîäåðæàíèåì ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì, è, ñëåäîâàòåëüíî, åãî ìîæíî ëåãêîîïèñàòü, à ñëîâî ñ âûñîêèì èíôîðìàöèîííûì ñîäåðæàíèåì íåðåãóëÿðíî.26 Ïîýòîìóåäèíñòâåííûé ñïîñîá ïðåäñòàâèòü ýòî ñëîâî ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû çàïèñàòü åãî ïîñòå-ïåííî, áèò çà áèòîì.Íà îñíîâàíèè ýòîé èäåè ìû äîëæíû ãîâîðèòü, ÷òî ñëîâî
011011011011011011011011,èìåþùåå êîðîòêîå ïðåäñòàâëåíèå (011)8, ñîäåðæèò ìåíüøå èíôîðìàöèè, ÷åì ñëîâî

0101101000101101001110110010.Ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ íåêîòîðîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñëîâà w, êîòîðîå êîðî÷å, ÷åì ñàìî
w, à òàêæå êîðî÷å, ÷åì ïðåäûäóùèé âàðèàíò åãî ïðåäñòàâëåíèÿ, íàçûâàåòñÿ ñæàòèåì
w.27Ñëåäóþùèé ýòàï çàêëþ÷àåòñÿ â ôèêñàöèè êàêîãî-ëèáî óäîáíîãî ìåòîäà ñæàòèÿ �è èñïîëüçîâàíèè äëèíû îêîí÷àòåëüíîãî, ñæàòîãî ïðåäñòàâëåíèå íåêîòîðîãî ñëîâà êàêìåðû åãî èíôîðìàöèîííîãî ñîäåðæàíèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî ñæàòîå ïðåäñòàâëåíèå çàäàí-íîãî ñëîâà òàêæå äîëæíî áûòü ñëîâîì íàä àëôàâèòîì Σbool � ïîñêîëüêó èñïîëüçîâà-íèå áîëüøåãî ïî ìîùíîñòè àëôàâèòà äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå êîðîòêîãî ïðåäñòàâëåíèÿäàííîãî ñëîâà íå ÿâëÿåòñÿ íàñòîÿùèì ñæàòèåì.
26 ßâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì ðàñïðåäåëåíèåì íóëåé è åäèíèö.
27 Ôîðìàëüíî ñæàòèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå èç (Σbool)

∗ â
(Σbool)

∗.



38 2 Àëôàâèòû, ñëîâà, ÿçûêè, àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìûÓïðàæíåíèå 2.43. Íàéäèòå èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå H , äåéñòâóþùåå èç (Σbool)
∗â {0, 1, 2, 3, 4}∗ = Σ∗

5 , òàêîå ÷òî äëÿ êàæäîãî ñëîâà x ∈ (Σbool)
∗, |x| ≥ 4, âûïîëíåíîóñëîâèå

|x| ≥ 2 · |H(x)|.Êàêîé ¾êîýôôèöèåíò ñæàòèÿ¿ (â ïîñëåäíåé ôîðìóëå îí ðàâåí 2) ìîæåò áûòü äîñòèã-íóò, åñëè âìåñòî Σ5 èñïîëüçîâàòü àëôàâèò Σm äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî m > 5?Îäèí èç âàðèàíòîâ ñæàòèÿ ñëîâ ìîæåò áûòü ñëåäóþùèì. Íà÷í¼ì ñ àëôàâèòà
{0, 1, (, )} � è áóäåì äëÿ ëþáîãî w ∈ (Σbool)

∗ ïðåäñòàâëÿòü ëþáîå ñëîâî âèäà
wa êàê (w)Bin(a).Òàêèì îáðàçîì, íàïðèìåð, (011)1000 ïðåäñòàâëÿåò ñëîâî (011)8, à

(0)1010(010)1(01)1101 � ñëîâî (0)10(010)1(01)13.À ÷òîáû ïîëó÷èòü îêîí÷àòåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå èñõîäíîãî ñëîâà â âèäå ñëîâà íàä àë-ôàâèòîì Σbool, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ãîìîìîðôèçì, äåéñòâóþùèé èç {0, 1, (, )} â Σbool,îïðåäåë¼ííûé ñëåäóþùèì îáðàçîì:
h(0) = 00, h(1) = 11, h( ( ) = 10, h( ) ) = 01.Òàêèì îáðàçîì, ñæàòîå ïðåäñòàâëåíèå ñëîâà (011)8 ñòàíîâèòñÿ òàêèì:

100011110111000000.Çàìåòèì, ÷òî ýòîò ìåòîä ñæàòèÿ ïðàâèëåí � ïîñêîëüêó êàæäîå ñæèìàòîå ïðåäñòàâëå-íèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò çàäàííîå ñëîâî.Ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìîæíî ïðåäëîæèòü áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàçëè÷íûõ ìå-õàíèçìîâ ñæàòèÿ � êàêîé èç íèõ ïðàâèëåí? Íàïðèìåð, ìîæíî óëó÷øèòü ìåòîä ñæàòèÿ,ââåä¼ííûé âûøå � ïóò¼ì ñæàòèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè. Ïðè ýòîì ñëîâî
(011)2

20 ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî êàê áîëåå êîðîòêîå ïðåäñòàâëåíèå ñëîâà (011)1048576.Èñïîëüçóÿ ýòó æå ñòðàòåãèþ, ìû ìîæåì óëó÷øèòü ïðîöåäóðó ñæàòèÿ, ãåíåðèðóÿ ðàç-ëè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ âèäà
(01)122n

, (01)2
22

n

, . . .äëÿ ðåãóëÿðíûõ ñëîâ íàä àëôàâèòîì Σbool. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî èç ìåòîäîâñæàòèÿ M ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé äðóãîé ìåòîä ñæàòèÿ, êîòîðûé äëÿ áåñêîíå÷íîãî÷èñëà ñëîâ íàä àëôàâèòîì Σbool ðàáîòàåò ëó÷øå, ÷åì M . Ïîýòîìó åñëè ìû õîòèìïîëó÷èòü ïðèåìëåìóþ, îáúåêòèâíóþ ìåðó èíôîðìàöèîííîãî ñîäåðæàíèÿ ñëîâ, òî íèîäíó èç êîíêðåòíûõ âîçìîæíûõ ñòðàòåãèé (íàïðèìåð � îïèñàííûõ âûøå) èñïîëüçîâàòüíåëüçÿ.Íî ñèòóàöèÿ ìîæåò áûòü åù¼ õóæå. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ìåòîä ñæàòèÿ. Äëÿêàæäîãî x ∈ (Σbool)
∗ íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî Number (x) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-ëåíî â âèäå ñâîåãî ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè:

pi1
1 · pi2

2 · · · · · pik

k� äëÿ ïðîñòûõ ÷èñåë p1 < p2 < · · · < pk, ãäå i1, i2, . . . , ik ∈ IN. Âîçìîæíî òàêîå ïðåä-ñòàâëåíèå ÷èñëà pi1
1 · pi2

2 · · · · · pik

k â âèäå ñëîâà íàä àëôàâèòîì {0, 1, (, ), }:
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Bin(p1)(Bin(i1))Bin(p2)(Bin(i2)) . . .Bin(pk)(Bin(ik)).Ïðèìåíÿÿ ââåä¼ííûé âûøå ãîìîìîðôèçì h, ìû ïîëó÷àåì äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ñëî-âà x. Ê ñîæàëåíèþ, ýòîò ìåòîä ñæàòèÿ íåâîçìîæíî ñðàâíèòü ñ ìåòîäîì, îñíîâàííûìíà ïîâòîðåíèÿõ ïîäñëîâà � ò. å. èíîãäà ñæàòèå ïîâòîðåíèÿìè ïîäñëîâà ìîæåò äàâàòüëó÷øèå ðåçóëüòàòû, ÷åì ñæàòèå ðàçëîæåíèåì íà ìíîæèòåëè, à èíîãäà íàîáîðîò.Óïðàæíåíèå 2.44. Íàéäèòå äâà ñëîâà, òàêèå ÷òî:

• ìåòîä ñæàòèÿ ïîâòîðåíèÿìè ïîäñëîâà äà¼ò ñóùåñòâåííî áîëåå êîðîòêîå ïðåäñòàâ-ëåíèå ñëîâà x, ÷åì ìåòîä ñæàòèÿ ðàçëîæåíèåì íà ìíîæèòåëè;
• ìåòîä ñæàòèÿ ðàçëîæåíèåì íà ìíîæèòåëè äà¼ò ñóùåñòâåííî áîëåå êîðîòêîå ïðåä-ñòàâëåíèå ñëîâà y, ÷åì ìåòîä ñæàòèÿ ïîâòîðåíèÿìè.Îïðåäåëåíèå ìåðû ñëîæíîñòè äîëæíî ñîãëàñîâûâàòüñÿ ñî çäðàâûì ñìûñëîì � ò. å.áûòü îáîñíîâàííûì, à òàêæå äîëæíî èìåòü âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ â ðàçëè÷íûõîáëàñòÿõ òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè. Ïîñëå ðàññìîòðåíèÿ çàâèñèìîñòè ìåæäó ðàç-ìåðàìè ïðåäñòàâëåíèé ñëîâà ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ ñæàòèÿ ñòàíîâèòñÿ î÷å-âèäíûì, ÷òî âûáîð îäíîãî êîíêðåòíîãî ìåòîäà äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàçìåðà èíôîðìàöè-îííîãî ñîäåðæàíèÿ ñëîâà íå äà¼ò âîçìîæíîñòè ñôîðìóëèðîâàòü îáùèå óòâåðæäåíèÿî êîëè÷åñòâå èíôîðìàöèè â ñëîâàõ. Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå Êîëìîãîðîâà ïîêàçûâàåòâîçìîæíûé âûõîä èç ýòîãî òóïèêà. Îòìåòèì, ÷òî ââåäåíèå àëãîðèòìà (ïðîãðàììû) �î÷åíü âàæíûé ìîìåíò, êîòîðûé è ïîçâîëÿåò íàéòè ñïîñîá èçìåðåíèÿ èíôîðìàöèîííîãîñîäåðæàíèÿ.Îïðåäåëåíèå 2.45. Äëÿ ëþáîãî ñëîâà x ∈ (Σbool)

∗ ñëîæíîñòü ïî Êîëìîãîðîâó
K (x) ñëîâà x � ýòî äâîè÷íàÿ äëèíà íàèáîëåå êîðîòêîé ïðîãðàììû íà Ïàñêàëå, êî-òîðàÿ ãåíåðèðóåò x.28Ìû çíàåì, ÷òî ëþáîé êîìïèëÿòîð Ïàñêàëÿ ãåíåðèðóåò ìàøèííûé êîä êàæäîé íà-ïèñàííîé íà Ïàñêàëå ñèíòàêñè÷åñêè ïðàâèëüíîé ïðîãðàììû, è ÷òî ìàøèííûé êîä ïðî-ãðàììû ÿâëÿåòñÿ íè÷åì èíûì êàê ñëîâîì íàä àëôàâèòîì Σbool. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿêàæäîãî ñëîâà x ∈ (Σbool)

∗ ìû ðàññìàòðèâàåì âñå ìàøèííûå êîäû ïðîãðàìì, ãåíåðè-ðóþùèõ x, � ïðè÷¼ì îòìåòèì, ÷òî èõ áåñêîíå÷íî ìíîãî � à äëèíà ñàìîé êîðîòêîé èçýòèõ ïðîãðàìì îáúÿâëÿåòñÿ ñëîæíîñòüþ ïî Êîëìîãîðîâó ñëîâà x.ßâëÿåòñÿ ëè K (x) õîðîøèì êàíäèäàòîì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàçìåðà èíôîðìàöèîí-íîãî ñîäåðæàíèÿ x? Åñëè ìû õîòèì ðàññìàòðèâàòü âñå ìåòîäû ñæàòèÿ � òî, êîíå÷íî,ÿâëÿåòñÿ. Äëÿ êàæäîãî ìåòîäà ñæàòèÿ M , âû÷èñëÿþùåãî ñîîòâåòñòâóþùåå ñæàòèå
M(x) ïðîèçâîëüíîãî ñëîâà x, ìîæíî íàïèñàòü ïðîãðàììó, ñîäåðæàùóþ äàííûé ìåòîä
M â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà (èëè íåêîòîðîé ïðîãðàììíîé êîíñòàíòû), è ãåíåðèðóþùóþ-ùóþ ñëîâî M(x) íà îñíîâå x. Îäíàêî íàì íóæåí è áîëåå ïîäðîáíûé àíàëèç îïðåäå-ëåíèÿ K(x) � ïåðåä íèì ìû ðàññìîòðèì íåêîòîðûå îñíîâíûå ñâîéñòâà ñëîæíîñòè ïîÊîëìîãîðîâó.Ïåðâîå ñâîéñòâî K(x) ãàðàíòèðóåò, ÷òî ýòî çíà÷åíèå íå ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííîá�îëüøèì, ÷åì |x|. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ñâîéñòâî î÷åíü âàæíî.Ëåììà 2.46. Ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà d, òàêàÿ ÷òî äëÿ êàæäîãî x ∈ (Σbool)

∗ âûïîë-íåíî íåðàâåíñòâî
K (x) ≤ |x| + d.

28 Áîëåå òî÷íî � äëèíà ñàìîãî êîðîòêîãî äâîè÷íîãî êîäà ïðîãðàììû, ãåíåðèðóþùåé x.



40 2 Àëôàâèòû, ñëîâà, ÿçûêè, àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìûÄîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî x ∈ (Σbool)
∗ ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïðîãðàììó29 Ax:beginwrite(x);endÝëåìåíòû ýòîé ïðîãðàììû begin, write, end è çàïÿòûå îäèíàêîâû äëÿ êàæäîãî

x ∈ (Σbool)
∗, è äëèíû èõ ïðåäñòàâëåíèÿ â ìàøèííîì êîäå îãðàíè÷åíû íåáîëüøîéêîíñòàíòîé d, íåçàâèñèìîé îò x. Ñëîâî x ïðåäñòàâëåíî â ïðîãðàììå Ax êàê x, è ïîýòîìóåãî âêëàä â äëèíó (äâîè÷íîãî) ìàøèííîãî êîäà ýòîé ïðîãðàììû â òî÷íîñòè ðàâåí |x|.

ut Î÷åâèäíî, ÷òî ðåãóëÿðíûå ñëîâà ñî ìíîãèìè ïîâòîðåíèÿìè íåêîòîðîãî ïîäñëîâàèìåþò íåáîëüøóþ ñëîæíîñòü ïî Êîëìîãîðîâó. Ïóñòü yn = 0n ∈ {0, 1}∗ äëÿ ëþáîãî
n ∈ IN. Ñëåäóþùàÿ ïðîãðàììà Yn ãåíåðèðóåò yn.beginfor i = 1 to n dowrite(0);endÂñå ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû ïðîãðàìì Yn îäèíàêîâû äëÿ âñåõ n � êðîìå ñàìîã�î÷èñëà n. Äëèíà Bin(n) â òî÷íîñòè ðàâíà dlog2(n + 1)e � è, òàêèì îáðàçîì, âêëàä nâ äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå Yn íå ïðåâûøàåò dlog2 ne + 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåòíåêîòîðàÿ êîíñòàíòà c, òàêàÿ ÷òî

K (yn) ≤ dlog2 ne + c = dlog2 |yn|e + cäëÿ âñåõ n ∈ IN.Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëîâà zn = 0n2 ∈ {0, 1}∗ äëÿ n|inIN. Ñëåäóþùàÿ ïðîãðàììà Znãåíåðèðóåò ñëîâî zn:begin
m := n;
m := m × m;for i = 1 to m dowrite(0);endÂñå ïðîãðàììû Zn àíàëîãè÷íû � îïÿòü æå çà èñêëþ÷åíèåì ñàìîã�î ÷èñëà n. Åñëè îáùàÿäëèíà äâîè÷íîãî êîäà âñåõ ÷àñòåé ïðîãðàììû Zn (êðîìå n) ðàâíà d, òî

K(zn) ≤ dlog2(n + 1)e + d ≤ dlog2(
√

|zn|e + d + 1.Îáðàòèì âíèìàíèå íà ñëåäóþùèé âàæíûé ìîìåíò ïðè ïîäñ÷¼òå äëèíû. Ïðîãðàììå
Zn íå íóæíî õðàíèòü çíà÷åíèå n2 êàê êîíñòàíòó. Âìåñòî ýòîãî Zn õðàíèò èñõîäíîå
29 Äëÿ ïðîñòîòû ìû èñïîëüçóåì íåêîòîðûé ïàñêàëåïîäîáíûé ÿçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â í¼ììû, íàïðèìåð, îïóñêàåì îáúÿâëåíèÿ ïåðåìåííûõ.



2.4 Ñëîæíîñòü ïî Êîëìîãîðîâó 41(ìåíüøåå) çíà÷åíèå n, à çíà÷åíèå n2 âû÷èñëÿåòñÿ â ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû.Ïîñêîëüêó îáú¼ì ïàìÿòè, íåîáõîäèìîé äëÿ âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû Zn, íå âêëþ÷¼íâ äëèíó îïèñàíèÿ Zn, òî ìû çà ñ÷¼ò ýòîãî ýêîíîìèì ïðèáëèçèòåëüíî dlog2 ne áèòîâïðåäñòàâëåíèÿ äàííûõ.Óïðàæíåíèå 2.47. Äîêàæèòå ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. Ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ êîí-ñòàíòà c, òàêàÿ ÷òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
K

(
(01)2

n
)
≤ dlog2(n + 1)e + c =

⌈
log2 log2

(∣∣∣(01)2
n
∣∣∣ /2

)⌉
+ c.Óïðàæíåíèå 2.48. Íàéäèòå áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëîâ y1, y2, y3, . . . íàäàëôàâèòîì Σbool, óäîâëåòâîðÿþùóþ òàêèì óñëîâèÿì:

• |yi| < |yi+1| äëÿ âñåõ i ∈ IN;
• ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c, òàêàÿ ÷òî äëÿ âñåõ i ∈ IN âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

K(yi) ≤ dlog2 log2 log2 |yi|e + c.Óïðàæíåíèå 2.49. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî m ∈ IN ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå ñëîâî
wm, òàêîå ÷òî

|wm| − K (wm) > m.Ìîæíî ôîðìàëüíî îïðåäåëèòü èíôîðìàöèîííîå ñîäåðæàíèå è äëÿ íàòóðàëüíûõ÷èñåë � ïðîñòî âçÿâ ñëîæíîñòü ïî Êîëìîãîðîâó èõ äâîè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé.Îïðåäåëåíèå 2.50. Ñëîæíîñòü ïî Êîëìîãîðîâó ÷èñëà n∈ IN åñòü
K (n) = K (Bin(n)).Óïðàæíåíèå 2.51. Ïóñòü n = p q � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî

K (n) ≤ K (p) + K (q) + cäëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû c, íå çàâèñÿùåé îò n, p è q.Ñëåäóþùèé ôóíäàìåíòàëüíûé ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ñëîâà,íåñæèìàåìûå îòíîñèòåëüíî ñëîæíîñòè ïî Êîëìîãîðîâó.Ëåììà 2.52. Äëÿ êàæäîãî n ∈ IN ñóùåñòâóåò ñëîâî wn ∈ (Σbool)
n, òàêîå ÷òî

K(wn) ≥ |wn| = n,ò. å. äëÿ ëþáîãî n ∈ IN ñóùåñòâóåò íåñæèìàåìîå ñëîâî äëèíû n.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ñëåäóþùåé ïðîñòîé êîìáèíàòîðíîéèäåå.30 Â ìíîæåñòâå (Σbool)
n ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè 2n ñëîâ � îáîçíà÷èì èõ x1, . . . , x2n .Ïóñòü äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , 2n çàïèñüþ C-Prog(xi) ∈ {0, 1}∗ îáîçíà÷åí ìàøèííûé êîäïðîãðàììû Prog(xi), êîòîðàÿ ãåíåðèðóåò xi, à K (xi) = |C-Prog(xi)|; ò. å. Prog(xi) � îäíàèç íàèáîëåå êîðîòêèõ31 ïðîãðàìì, ãåíåðèðóþùèõ xi.

30 Äðóãèìè ñëîâàìè � íà ïåðåñ÷¼òå. (Ïðèì. ïåðåâ.)
31 Çàìåòèì, ÷òî ìîãóò ñóùåñòâîâàòü íåñêîëüêî ñàìûõ êîðîòêèõ ïðîãðàìì, êîòîðûå ãåíåðè-ðóþò xi; òîãäà ìû ïðîñòî áåð¼ì ëþáóþ èç íèõ.



42 2 Àëôàâèòû, ñëîâà, ÿçûêè, àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìûÎ÷åâèäíî, ÷òî äëÿ i 6= j ïðîãðàììû C-Prog(xi) è C-Prog(xj) äîëæíû áûòü ðàç-ëè÷íûìè � ïîòîìó ÷òî ðàçëè÷íû xi è xj . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû èìååì 2n ðàçëè÷íûõìàøèííûõ êîäîâ
C-Prog(x1), C-Prog(x2), . . . , C-Prog(x2n)íàèáîëåå êîðîòêèõ ïðîãðàìì äëÿ ñëîâ x1, x2, . . . , x2n . Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëèíàõîòÿ áû îäíîãî èç ýòèõ êîäîâ íå ìåíüøå n.Íà îñíîâå íàøåé êîìáèíàòîðíîé èäåè ìû ïðîñòî óòâåðæäàåì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò

2n ðàçëè÷íûõ ìàøèííûõ êîäîâ (ñëîâ), êàæäîå èç êîòîðûõ êîðî÷å n. Êàæäûé ìàøèí-íûé êîä � ñëîâî íàä àëôàâèòîì (Σbool)
∗. ×èñëî ñëîâ äëèíû i íàä àëôàâèòîì Σbool âòî÷íîñòè ðàâíî 2i. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî âñåõ íåïóñòûõ ñëîâ íàä Σbool ñ äëèíîé, íåïðåâûøàþùåé n − 1, ðàâíî

n−1∑

i=1

2i = 2n − 2 < 2n.Ïîýòîìó ñðåäè C-Prog(x1), . . . , C-Prog(x2n) åñòü ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ñëîâî ñ äëèíîé,íå ìåíüøåé, ÷åì n. Ïóñòü ýòî ñëîâî � C-Prog(xj),
|C-Prog(xj)| ≥ n.Ïîñêîëüêó

|C-Prog(xj)| = K (xj),òî xj íåñæèìàåìî. utÓïðàæíåíèå 2.53. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñåõ i, n ∈ IN, i < n, ñóùåñòâóþò 2n − 2n−iðàçëè÷íûõ ñëîâ x ìíîæåñòâà (Σbool)
n, òàêèõ ÷òî
K(x) ≥ n − i.Óïðàæíåíèå 2.54. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî íàòóðàëüíûõ m, òà-êèõ ÷òî

K (m) ≥ dlog2 me − 1.Òåïåðü âåðí¼ìñÿ ê âîïðîñó î òîì, ÿâëÿåòñÿ ëè ñëîæíîñòü ïî Êîëìîãîðîâó óäà÷íîéìåðîé èíôîðìàöèîííîãî ñîäåðæàíèÿ ñëîâ: âåäü âìåñòî òîãî, ÷òîáû âûáðàòü êîíêðåò-íûé ìåòîä ñæàòèÿ, ìû âçÿëè ôîðìàëüíóþ ìîäåëü ïðîãðàìì, êîòîðàÿ íåÿâíî ïðèìåíÿ-åò âñå òàêèå âîçìîæíûå ìåòîäû. Íî ìû â êà÷åñòâå ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ çàôèêñè-ðîâàëè Ïàñêàëü � à íå ÿâëÿåòñÿ ëè ýòî îãðàíè÷åíèåì? Ìîæåò áûòü, íåêîòîðûé äðóãîéÿçûê, íàïðèìåð ßâà èëè Ñè++, äàñò áîëåå êîðîòêîå ïðåäñòàâëåíèå íåêîòîðûõ ñëîâ,÷åì èõ ïðåäñòàâëåíèå ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû íà Ïàñêàëå? Íå óìåíüøàåò ëè âûáîðÏàñêàëÿ íàä¼æíîñòü èçìåðåíèÿ èíôîðìàöèîííîãî ñîäåðæàíèÿ ñëîâ?Îòâåòû íà ýòè âîïðîñû îòðèöàòåëüíû. Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ìû ïîêàçûâàåì, ÷òîâûáîð êîíêðåòíîãî ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà ñëîæíîñòü ïî Êîëìîãîðîâó ¾îêàçû-âàåò îãðàíè÷åííîå âëèÿíèå¿ � ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëåíèå ñëîæíîñòè ïî Êîëìîãîðîâóíà îñíîâå Ïàñêàëÿ ÿâëÿåòñÿ ðàçóìíîé ôîðìàëèçàöèåé íàøåãî èíòóèòèâíîãî ïîíÿòèÿèíôîðìàöèîííîãî ñîäåðæàíèÿ.Ïóñòü äëÿ êàæäîãî ñëîâà x íàä àëôàâèòîì Σbool è êàæäîãî ÿçûêà ïðîãðàììèðî-âàíèÿ A çíà÷åíèå KA(x) ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîñòüþ ïî Êîëìîãîðîâó ñëîâà x îòíîñèòåëüíîÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ A � ò. å. äëèíîé ñàìîãî êîðîòêîãî ìàøèííîãî êîäà ïðîãðàì-ìû íà ÿçûêå A, êîòîðàÿ ãåíåðèðóåò x.



2.4 Ñëîæíîñòü ïî Êîëìîãîðîâó 43Òåîðåìà 2.55. Ïóñòü A è B � ÿçûêè ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà
cA,B, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò A è B, òàêàÿ ÷òî

|KA(x) − KB(x)| ≤ cA,Bäëÿ âñåõ x ∈ (Σbool)
∗.Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû çíàåì, ÷òî ìîæíî ïîñòðîèòü èíòåðïðåòàòîð UA→B äëÿ ïðîèç-âîëüíûõ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ A è B. UA→B � ýòî ïðîãðàììà íà ÿçûêå B, êî-òîðàÿ ïåðåâîäèò ëþáóþ ïðîãðàììó PA (íàïèñàííóþ íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ A)â ýêâèâàëåíòíóþ ïðîãðàììó PB (íàïèñàííóþ íà òîì æå ÿçûêå B). UA→B âûïîëíÿåòïðîãðàììó PB äëÿ âõîäà x ïðîãðàììû PA. Ðàññìàòðèâàÿ ïðîöåññ ãåíåðàöèè ñëîâà, ìûìîæåì óïðîñòèòü ýòî óòâåðæäåíèå � ñ÷èòàÿ, ÷òî UA→B ïîëó÷àåò ïðîãðàììó PA íàÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ A â êà÷åñòâå âõîäíîãî ïàðàìåòðà, è ÷òî UA→B âûïîëíÿåò òåæå âû÷èñëåíèÿ, ÷òî è PA.Ñëåäîâàòåëüíî, UA→B ñî âõîäîì PA � ïðîãðàììà íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ B,êîòîðàÿ ãåíåðèðóåò òå æå ñàìûå ñëîâà, ÷òî è PA. Ïóñòü cA→B � äâîè÷íàÿ äëèíà ïðî-ãðàììû UA→B (áåç ñâîåãî âõîäà). Ïóñòü òàêæå Px � ïðîãðàììà íà A, êîòîðàÿ ãåíåðè-ðóåò x. Òîãäà UA→B ñî âõîäîì Px òàêæå ãåíåðèðóåò x. Ïîñêîëüêó UA→B � ïðîãðàììàíà B, ìû ïîëó÷àåì:

KB(x) ≤ KA(x) + cA→B. (2.1)Åñëè ìû âîçüì¼ì èíòåðïðåòàòîð UB→A ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ B (íàïèñàííûéíà A), èìåþùèé äâîè÷íóþ äëèíó cB→A, òî ìû ïîëó÷èì
KA(x) ≤ KB(x) + cB→A (2.2)äëÿ êàæäîãî x ∈ (Σbool)

∗. Âûáðàâ cA,B êàê ìàêñèìàëüíîå èç ÷èñåë cA→B è cB→A, ìûíà îñíîâå íåðàâåíñòâ (2.1) è (2.2) ïîëó÷èì, ÷òî
|KA(x) − KB(x)| ≤ cA,B.

utÈòàê, ìû ðåøèëè, ÷òî ñëîæíîñòü ïî Êîëìîãîðîâó ÿâëÿåòñÿ ïðèåìëåìîé õàðàêòå-ðèñòèêîé ìåðû èíôîðìàöèîííîãî ñîäåðæàíèÿ ñëîâà; òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ýòî ïîíÿ-òèå ìîæíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå èíñòðóìåíòà äëÿ èññëåäîâàíèÿ íåêîòîðûõ âàæíûõîòíîøåíèé, èñïîëüçóþùèõñÿ â ìàòåìàòèêå è òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêå. Íèæå ìûïðåäñòàâèì òðè ïðèëîæåíèÿ ñëîæíîñòè ïî Êîëìîãîðîâó, êîòîðûå ìîæíî ïîíÿòü áåçêàêèõ-ëèáî ñïåöèàëüíûõ ïðåäâàðèòåëüíûõ çíàíèé. Äðóãèå ôóíäàìåíòàëüíûå ïðèëî-æåíèÿ îïèñûâàþòñÿ äàëåå � â ãëàâàõ, ïîñâÿù¼ííûõ êîíå÷íûì àâòîìàòàì è òåîðèèâûñ÷èñëèìîñòè.Ïåðâîå ïðèëîæåíèå � ñ ôèëîñîôñêîé òî÷êè çðåíèÿ � íàõîäèòñÿ íà óðîâíå ôîð-ìèðîâàíèÿ ïîíÿòèé. ¾Ñëó÷àéíîñòü¿ � ýòî îäíî èç îñíîâíûõ íàó÷íûõ ïîíÿòèé, è ìûðàññìîòðèì åãî â ãëàâå 8, ïîñâÿù¼ííîé ðàíäîìèçèðîâàííûì àëãîðèòìàì. À çäåñü ìûáû õîòåëè îáñóäèòü ñëåäóþùèé âîïðîñ:êàêèå îáúåêòû � èëè èõ ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå ñëîâ � ìîæíî ñ÷èòàòü ñëó÷àé-íûìè?



44 2 Àëôàâèòû, ñëîâà, ÿçûêè, àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìûÊëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ âåðîÿòíîñòè íå ïîìîæåò íàì îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, ïî-ñêîëüêó îíà òîëüêî íàçíà÷àåò âåðîÿòíîñòè êàæäîãî èç âîçìîæíûõ ñëó÷àéíûõ ñî-áûòèé. Íàïðèìåð, åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àéíûé âûáîð ñëîâà, ïðèíàäëåæàùå-ãî ÿçûêó (Σbool)
n, òî êàæäîå ñëîâî ýòîãî ÿçûêà ìîæåò áûòü âûáðàíî ñ îäèíàêîâîéâåðîÿòíîñòüþ.À ìîæíî ëè ñâÿçàòü âåðîÿòíîñòü âûáîðà ñëîâà ñ åãî ñòåïåíüþ ñëó÷àéíîñòè? Åñ-ëè ìîæíî � òî â ïðèâåä¼ííîì ïðèìåðå ñëîâî 0n äîëæíî áûòü ñòîëü æå ñëó÷àéíûì,êàê è ëþáîå íåðåãóëÿðíîå ñëîâî; à ïîñëåäíåå íå ñîîòâåòñòâóåò íàøåìó èíòóèòèâíî-ìó ïîíèìàíèþ ïðèëàãàòåëüíîãî ¾ñëó÷àéíûé¿. Ñîãëàñíî ñëîâàðþ àíãëèéñêîãî ÿçûêàÁè-Áè-Ñè,íå÷òî ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì, åñëè ñäåëàíî áåç îïðåäåë¼ííîãî ïëàíà èëè îáðàçöà,ò. å. íåêîòîðûé ñëó÷àéíûé îáúåêò èìååò õàîòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, ïîëíîñòüþ íåðåãóëÿ-ðåí.32Äëÿ ñòðîãîãî îïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî ñëîâà è íóæíû íàøè ïðåäûäóùèå ðàññóæäå-íèÿ, êàñàþùèåñÿ ñæàòèÿ è èíôîðìàöèîííîãî ñîäåðæàíèÿ. Ñëîâî ñëó÷àéíî, êîãäà îíîíå èìååò áîëåå êîðîòêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, ÷åì åãî äëèíà � ò. å. íå ïîçâîëÿåò ïðîèçâåñòèñæàòèå. Äðóãèìè ñëîâàìè,ñëîâî ñëó÷àéíî � åñëè ëþáîå åãî îïèñàíèå èìååò ïî êðàéíåé ìåðå òàêîé æåðàçìåð, êàê è åãî ïîëíîå ïîáèòîâîå îïèñàíèå.Ïîýòîìó ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå, ïî-âèäèìîìó, ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå èçâåñòíîé ôîðìà-ëèçàöèåé ñëîâà ¾ñëó÷àéíûé¿.Îïðåäåëåíèå 2.56. Ñëîâî x ∈ (Σbool)

∗ íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíûì, åñëè
K (x) ≥ |x|.Íàòóðàëüíîå n íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíûì, åñëè

K(n) = K(Bin(n)) ≥ dlog2(n + 1)e − 1.Çàìåòèì, ÷òî ìû âû÷èòàåì 1 èç dlog2(n+1)e, ïîñêîëüêó çíàåì, ÷òî êàæäîå äâîè÷íîåïðåäñòàâëåíèå ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà íà÷èíàåòñÿ ñ öèôðû 1.Âòîðîå ïðèëîæåíèå ñëîæíîñòè ïî Êîëìîãîðîâó ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ïðî-ãðàìì (àëãîðèòìîâ), ðåøàþùèõ ïðîáëåìó ïðèíàäëåæíîñòè (Σbool, L), äà¼ò íåêîòîðóþèíôîðìàöèþ î ñëîæíîñòè ïî Êîëìîãîðîâó ñëîâ ÿçûêà L. Íàïðèìåð, åñëè êàæäûå äâàñëîâà â L èìåþò ðàçíóþ äëèíó, òî ñëîæíîñòü ïî Êîëìîãîðîâó êàæäîãî ñëîâà x ∈ L íåïðåâîñõîäèò log2 |x|.Òåîðåìà 2.57. Ïóñòü L � íåêîòîðûé ÿçûê íàä àëôàâèòîì Σbool. Ïóñòü äëÿ ëþáîãîâîçìîæíîãî íàòóðàëüíîãî n ñëîâî zn ÿâëÿåòñÿ n-ì ñëîâîì ýòîãî ÿçûêà îòíîñèòåëü-íî êàíîíè÷åñêîãî ïîðÿäêà. Êðîìå òîãî ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðîãðàììà(àëãîðèòì) AL, êîòîðàÿ ðåøàåò ïðîáëåìó ïðèíàäëåæíîñòè (Σbool, L). Òîãäà ñóùå-ñòâóåò êîíñòàíòà c, íå çàâèñÿùàÿ îò n, òàêàÿ ÷òî
K (zn) ≤ dlog2(n + 1)e + c,äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n.

32 Îäíî èç òîëêîâàíèé ñëîâà ¾ñëó÷àéíûé¿ â ¾Òîëêîâîì ñëîâàðå ðóññêîãî ÿçûêà¿ Ñ.Îæåãîâàÿâëÿåòñÿ àíàëîãè÷íûì: ¾âîçíèêøèé, ïîÿâèâøèéñÿ íåïðåäâèäåííî¿. (Ïðèì. ïåðåâ.)



2.4 Ñëîæíîñòü ïî Êîëìîãîðîâó 45Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ðàññìîòðèì ïðîãðàììó Cn, ãåíåðèðó-þùóþ ñëîâî zn. Òàêàÿ ïðîãðàììà Cn äîëæíà ñîäåðæàòü AL êàê ïîäïðîãðàììó. Ïðî-ãðàììà Cn ìîæåò áûòü îïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:begin
i = 0;
x := λ;while i <n do begin
〈Âûïîëíèòü AL(x) � ò. å. ïðèìåíèòü ê x ïîäïðîãðàììó AL〉;if AL(x) = 1 then begin

i := i + 1;
z := x;end;

x := ñëåäóþùåå ñëîâî ïîñëå xîòíîñèòåëüíî êàíîíè÷åñêîãî ïîðÿäêà;endwrite(z);endÂ ïðîãðàììå Cn ñëîâà ÿçûêà (Σbool)
∗ ãåíåðèðóþòñÿ â êàíîíè÷åñêîì ïîðÿäêå. Äëÿêàæäîãî x ïðîãðàììà Cn ïðîâåðÿåò óñëîâèå x ∈ L ñ ïîìîùüþ ïîäïðîãðàììû AL. Ïðèýòîì Cn ïîäñ÷èòûâàåò ÷èñëî ñëîâ, ïðèíÿòûõ AL. Î÷åâèäíî, ÷òî âûõîäîì ïðîãðàììû

Cn ÿâëÿåòñÿ n-å ñëîâî zn ÿçûêà L.Åù¼ ðàç îòìåòèì, ÷òî âñå ïðîãðàììû Cn èäåíòè÷íû � ðàçëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ âïàðàìåòðå n. Ïóñòü c � äëèíà äâîè÷íîãî ìàøèííîãî êîäà ïðîãðàììû Cn, áåç êîäà÷èñëà n. Òîãäà äëÿ êàæäîãî n ∈ IN äâîè÷íàÿ äëèíà ïðîãðàììû Cn â òî÷íîñòè ðàâíà
c + dlog2(n + 1)e.Ïîñêîëüêó ïðîãðàììà Cn ãåíåðèðóåò zn, çíà÷åíèå K (zn) íå ïðåâûøàåò å¼ äâîè÷íóþäëèíó. utÒèïè÷íîå îøèáî÷íîå ìíåíèå î ñëîæíîñòè ïî Êîëìîãîðîâó çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîäâîè÷íàÿ äëèíà ïðîãðàììû Cn ÿêîáû çàâèñèò îò ðàçìåðà ïàìÿòè, íåîáõîäèìîé åé âïðîöåññå ñâîåãî âûïîëíåíèÿ äëÿ õðàíåíèÿ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ c, i è z. Îïðîâåðãíåìýòî íåâåðíîå ìíåíèå: äëÿ õðàíåíèÿ ïåðåìåííûõ ïðîãðàììû Cn, âîçìîæíî, òðåáóåòñÿáîëüøåå êîëè÷åñòâå áèòîâ (áîëåå äëèííîå äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå) � íî ýòî íèêàê íåâëèÿåò íà äëèíó äâîè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîãðàììû Cn, ïîñêîëüêó âñå óïîìÿíóòûåðàíåå çíà÷åíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ ÷àñòüþ òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Â îïèñàíèè ïðîãðàììû Cnìû äîëæíû çàêîäèðîâàòü òîëüêî íàçâàíèÿ ïåðåìåííûõ. Åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå, êîòî-ðîå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ïðîãðàììû Cn � ýòî n. Äëÿ ïðîãðàììû Cn çíà÷åíèå n ÿâëÿåòñÿêîíñòàíòîé, äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ìàøèííîãî êîäà ýòîéïðîãðàììû. Â ñëåäóþùåé ãëàâå ìû ðàçîâü¼ì èäåþ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.57 � äëÿäîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ÿçûêîâ, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü ðàñïîçíàíû êîíå÷íûìèàâòîìàòàìè.Óïðàæíåíèå 2.58. Ïóñòü p � íåêîòîðûé ïîëèíîì, çàâèñÿùèé îò îäíîé ïåðåìåííîé,à L ⊆ (Σbool)

∗ � áåñêîíå÷íûé ðåêóðñèâíûé ÿçûê, óäîâëåòâîðÿþùèé íåðàâåíñòâó |L ∩
(Σbool)

n| ≤ p(n) äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî m çàïèñüþ zm



46 2 Àëôàâèòû, ñëîâà, ÿçûêè, àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìûîáîçíà÷èì m-å ñëîâî ÿçûêà L îòíîñèòåëüíî êàíîíè÷åñêîãî ïîðÿäêà. Êàêîâà âåðõíÿÿãðàíèöà çíà÷åíèÿ K (zm) äëÿ çàäàííîãî m?Ïîñëåäíåå ïðèëîæåíèå ñëîæíîñòè ïî Êîëìîãîðîâó, ðàññìàòðèâàåìîå â ýòîì ðàçäå-ëå, ñâÿçàíî ñ îäíèì èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè ÷èñåë � èìåþùèì îãðîì-íóþ âàæíîñòü äëÿ ðàçðàáîòêè ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ. Ïóñòü äëÿ ëþáîãî íà-òóðàëüíîãî n çàïèñü Prim (n) îáîçíà÷àåò êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõäàííîå n. Ñëåäóþùàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî ïðîñòûå ÷èñëà ïëîò-íî ðàñïðåäåëåíû ñðåäè öåëûõ ÷èñåë; ýòî ìîæíî óâèäåòü íà ïðèìåðå íåñêîëüêèõ ïåðâûõ÷èñåë:
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, . . .Òåîðåìà 2.59 (î ïðîñòûõ ÷èñëàõ).

lim
n→∞

Prim (n)

n/ lnn
= 1.

ut Òåîðåìà î ïðîñòûõ ÷èñëàõ � îäíî èç ñàìûõ çàìå÷àòåëüíûõ îòêðûòèé âî âñåé ìà-òåìàòèêå. Îíà ãîâîðèò íàì, ÷òî êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë ðàñò¼ò ïðèáëèçèòåëüíî ñòàêîé æå ñêîðîñòüþ, êàê ôóíêöèÿ n/ lnn.33 Ïðè ýòîì äëÿ ¾ìàëûõ¿ çíà÷åíèé n òî÷íîåçíà÷åíèå Prim (n) ìîæåò áûòü ïîñ÷èòàíî. Â òàáëèöå 2.2 ïðèâåäåíû íåêîòîðûå èç ýòèõçíà÷åíèé. Òàáëèöà 2.2.
n Prim (n) Prim(n)

(n/ ln n)

103 168 ∼ 1.161
106 78 498 ∼ 1.084
109 50 847 478 ∼ 1.053Ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî ïîêàçûâàåò, íàñêîëüêî áëèçêè çíà÷åíèÿ Prim (n) è n/ lnnäëÿ n ≥ 67.

lnn − 3

2
<

n

Prim (n)
< lnn − 1

2
.Óïðàæíåíèå 2.60. Ïóñòü äëÿ i ∈ IN pi îáîçíà÷àåò i-å ïî çíà÷åíèþ ïðîñòîå ÷èñëî.Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 2.59, äîêàæèòå, ÷òî

lim
n→∞

pn

n lnn
= 1.Ãàóññ, îñíîâûâàÿñü íà ýìïèðè÷åñêîì èññëåäîâàíèè òàáëèö ïðîñòûõ ÷èñåë, ïåðâûìäîãàäàëñÿ, ÷òî Prim (n) / n ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíî 1/ lnn � îñîáåííî äëÿ áîëüøèõ çíà-÷åíèé n. Íî ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé äîãàäêè Ãàóññà íå ìîãëî áûòü âûïîëíåíî ñ

33 Îäíàêî òåîðåìà î ïðîñòûõ ÷èñëàõ äà¼ò òîëüêî ýòî ñðåäíåå çíà÷åíèå ïëîòíîñòè � è íà å¼îñíîâå ìû íè÷åãî íå ìîæåì ñêàçàòü î ðàñïðåäåëåíèè êîíêðåòíûõ ïðîñòûõ ÷èñåë ñðåäè âñåõíàòóðàëüíûõ. Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî ýòî ðàñïðåäåëåíèå âåñüìà íåðåãóëÿðíî.



2.4 Ñëîæíîñòü ïî Êîëìîãîðîâó 47ïîìîùüþ èçâåñòíûõ â òî âðåìÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Ïåðâûå èäåè, íóæíûå äëÿðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû, áûëè íà÷åðíî èçëîæåíû Ðèìàíîì â ñåðåäèíå XIX âåêà, à âïî-ñëåäñòâèè áûëè íåçàâèñèìî äîêàçàíû Àäàìàðîì è Ïóàññîíîì â 1896 ã. � îäíàêî ýòèäîêàçàòåëüñòâà î÷åíü ñëîæíûå. Ïåðâûé èíòåðåñíûé ìîìåíò ýòèõ äîêàçàòåëüñòâ çàêëþ-÷àëñÿ â òîì, ÷òî òðåáîâàëîñü ¾íååñòåñòâåííîå¿ èñïîëüçîâàíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë äëÿäîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î íàòóðàëüíûõ � è òîëüêî ñïóñòÿ åù¼ ïîëâåêà Íîðáåðò Âè-íåð ñìîã èçìåíèòü äîêàçàòåëüñòâî, íå èñïîëüçóÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Äðóãîé âàæíûéìîìåíò: íàñêîëüêî áûñòðî ðÿä Prim (n) /(n/ lnn) ñõîäèòñÿ ê 1 ? Ýòîò âîïðîñ ñâÿçàí ñøèðîêî èçâåñòíîé ãèïîòåçîé Ðèìàíà � îäíîé èç íàèáîëåå èíòåðåñíûõ îòêðûòûõ ïðî-áëåì ìàòåìàòèêè.Òåïåðü ðàññìîòðèì, êàê ìîæíî ïðèìåíèòü ïîíÿòèå ñëîæíîñòè ïî Êîëìîãîðîâó äëÿïîëó÷åíèÿ ïðîñòîãî êîìáèíàòîðíîãî äîêàçàòåëüñòâà óïðîù¼ííîé âåðñèè òåîðåìû îïðîñòûõ ÷èñëàõ. Ýòà óïðîù¼ííàÿ âåðñèÿ, îäíàêî, âñ¼ æå âïîëíå äîñòàòî÷íà äëÿ âñåõíàøèõ ïðèëîæåíèé, ñâÿçàííûõ ñ ðàçðàáîòêîé ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ, à ïðåä-ñòàâëåííîå äàëåå ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî ïîìîãàåò íàì ïîíÿòü, ïî÷åìó ñóùåñòâóåòñòîëü ìíîãî ïðîñòûõ ÷èñåë. Îñíîâíàÿ èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîåñëè áû ïëîòíîñòü ïðîñòûõ ÷èñåë áûëà çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, ÷åì n/ lnn, òî ìîæíîáûëî áû ïðåäñòàâèòü ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî òàêèì êîðîòêèì ñïîñîáîì, êîòîðûéïðîòèâîðå÷èë áû èíúåêòèâíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ âñåãî ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷è-ñåë.34 Èòàê, äîêàæåì ñëåäóþùèé ôóíäàìåíòàëüíûé ðåçóëüòàò, óòâåðæäàþùèé, ÷òîèìååòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðîñòûõ ÷èñåë, îáëàäàþùèõ ñïåöèàëüíûì ñâîéñòâîì.Ëåììà 2.61. Ïóñòü S = n1, n2, n3, . . . � âîçðàñòàþùàÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òàêàÿ ÷òî K (ni) ≥ dlog2 nie/2. Ïóñòü äëÿ ëþáîãî i ∈ IN÷èñëî qi ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì ïðîñòûì äåëèòåëåì ÷èñëà ni. Òîãäà ìíîæåñòâî
Q = {qi | i ∈ IN}áåñêîíå÷íî.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ëåììó 2.61 ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü Q = {qi | i ∈ IN}� êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, à pm � íàèáîëüøåå ÷èñëî â ýòîì ìíîæåñòâå; ïî ïîñòðîåíèþ,

pm ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì. Ïîýòîìó êàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ni (i ∈ IN), ïðèíàäëåæàùååïîñëåäîâàòåëüíîñòè S, ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëåíî â âèäå
ni = p

ri,1

1 · pri,2

2 · · · · · pri,m
m� äëÿ íåêîòîðûõ ri,1, ri,2, . . . , ri,m ∈ IN0. Ïîñêîëüêó p1, p2, . . . , pm ôèêñèðîâàíû, òî äëÿïðåäñòàâëåíèÿ êàæäîãî ÷èñëà ìíîæåñòâà S ïîêàçàòåëÿìè ri,1, ri,2, . . . , ri,m îäíîçíà÷íîîïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ni. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî íàïèñàòü ïðîãðàììó Ai, ãåíåðèðó-þùóþ äëÿ äàííûõ ri,1, . . . , ri,m çíà÷åíèå ni.Ïóñòü c � äâîè÷íàÿ äëèíà ïðîãðàììû Ai, â êîòîðóþ íå âêëþ÷àåòñÿ ïàìÿòü, íåîá-õîäèìàÿ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ å¼ ïàðàìåòðîâ ri,1, . . . , ri,m � èíûìè ñëîâàìè, äâîè÷íàÿäëèíà îáùåé ÷àñòè âñåõ òàêèõ ïðîãðàìì. Ïîñêîëüêó âåðõíÿÿ ãðàíèöà äâîè÷íîé äëè-íû ïðîãðàììû Ai ðàâíà K (ni), òî ìû ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ i ∈ IN âûïîëíÿåòñÿíåðàâåíñòâî

34 À ìû óæå âèäåëè, ÷òî íåâîçìîæíî îáåñïå÷èòü ñæàòîå ïðåäñòàâëåíèå êàæäîãî ÷èñëà (ñëî-âà).



48 2 Àëôàâèòû, ñëîâà, ÿçûêè, àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû
K (ni) ≤ c + dlog2(ri,1 + 1)e + dlog2(ri,2 + 1)e + · · · + dlog2(ri,m + 1)e.Ïîñêîëüêó ri,j ≤ log2 ni äëÿ âñåõ j ∈ {1, 2, . . . , m}, òî ìû ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ i ∈ INâûïîëíåíî ñëåäóþùåå:

K (ni) ≤ c + m · dlog2(log2 ni + 1)e.À òàê êàê m è c ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè, íå çàâèñÿùèìè îò i, íåðàâåíñòâî
dlog2 nie/2 ≤ c + m · dlog2(log2 ni + 1)eìîæåò áûòü èñòèííûì òîëüêî äëÿ êîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà çíà÷åíèé i. Îäíàêî ýòî ïðî-òèâîðå÷èò ñäåëàííîìó íàìè ïðåäïîëîæåíèþ î òîì, ÷òî

K (ni) ≥ dlog2 nie/2äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n. utÓïðàæíåíèå 2.62. Â ëåììå 2.61 ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òî ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ âîçðàñ-òàþùàÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n1, n2, n3, . . ., îáëàäàþ-ùàÿ ñâîéñòâîì K (ni) ≥ dlog2 nie/2. Êàê ìîæíî îñëàáèòü ýòî ïðåäïîëîæåíèå, íå ìåíÿÿçàêëþ÷åíèå ëåììû?Óïðàæíåíèå 2.63. Ïóñòü t � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ñêîëüêî ÷èñåë n âî ìíî-æåñòâå {2t, 2t + 1, . . . , 2t+1 − 1} íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
K (n) ≥ dlog2 ne/2 ?Ëåììà 2.61 ïîêàçûâàåò íå òîëüêî áåñêîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë, íî è áåñ-êîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà íàèáîëüøèõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé ëþáîé áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâà-òåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, èìåþùèõ íåòðèâèàëüíûå çíà÷åíèÿ ñëîæíîñòè ïî Êîë-ìîãîðîâó. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñëåäóþùåé íèæíåéãðàíèöû çíà÷åíèÿ Prim (n).Òåîðåìà 2.64.∗ Äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ k ∈ IN âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

Prim (k) ≥ k

64 log2 k · (log2 log2 k)2
.Äîêàçàòåëüñòâî. Âñïîìíèì, ÷òî pj îáîçíà÷àåò j-å ïî âåëè÷èíå ïðîñòîå ÷èñëî. Ïóñòü

n ≥ 2 � ïðîèçâîëüíîå öåëîå, à pm � íàèáîëüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü ýòîãî n. Î÷åâèäíî,÷òî n ìîæåò áûòü ñãåíåðèðîâàíî èç ïàðû (pm, n/pm) ïðîñòî ñ ïîìîùüþ óìíîæåíèÿ
pm íà n/pm. Çàìåòèì, ÷òî ýòî ìîæåò áûòü ñäåëàíî äàæå ñ ìåíüøåé èíôîðìàöèåé, ñïîìîùüþ ïàðû ìåíüøåé äëèíû, à èìåííî � (m, n/pm), ïîñêîëüêó ïðîãðàììà, ïðîñòîïåðåáèðàþùàÿ ïåðâûå m ïðîñòûõ ÷èñåë, ãåíåðèðóåò pm äëÿ çàäàííîãî m.Òåïåðü îòâåòèì íà âîïðîñ, êàêèì îáðàçîì îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèòü ïàðó (m, n/pm)â âèäå îäíîãî ñëîâà íàä àëôàâèòîì Σbool. Íåëüçÿ ïðîñòî îáúåäèíèòü Bin(m) è
Bin(n/pm) â îäíî ñëîâî � ïîñêîëüêó èç-çà íåñêîëüêèõ âîçìîæíûõ èíòåðïðåòàöèé ñëîâà
Bin(m)Bin(n/pm) íåâîçìîæíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü ãðàíèöó ìåæäó åãî ïîäñëîâàìè
Bin(m) è Bin(n/pm).Îäíàêî ìîæíî ïðåäëîæèòü ñëåäóþùèé ñïîñîá êîäèðîâàíèÿ Bin(m). Ïóñòü
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Bin(m) = a1a2a3 . . . adlog2(m+1)eäëÿ íåêîòîðûõ ai ∈ Σbool, i = 1, 2, . . . , dlog2(m + 1)e. Îïðåäåëèì

Bin (m) = a10a20a30 . . . adlog2(m+1)e−10adlog2(m+1)e1.Ñëîâî Bin (m)Bin(n/pm) ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì ïàðû (m, n/pm), è,ñëåäîâàòåëüíî, îäíîçíà÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì ÷èñëà n � ïîñêîëüêó îêîí÷àíèå êî-äà Bin (m) ÷èñëà m òî÷íî óêàçûâàåò íà ïåðâóþ öèôðó 1 â ÷¼òíîé ïîçèöèè êîäà
Bin (m)Bin(n/pm). Äëèíà ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðàâíà

2 · dlog2(m + 1)e + dlog2

( n

pm
+ 1

)
e.Îäíàêî ýòà äëèíà âñ¼ åù¼ ñëèøêîì âåëèêà � è ìû óìåíüøàåì å¼ ïóò¼ì êîäèðîâàíèÿïàðû (m, n/pm) â âèäå

Bin (dlog2(m + 1)e)Bin(m)Bin(n/pm).Ïîñëåäíåå ïðåäñòàâëåíèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íûì � ïîñêîëüêó îêîí÷àíèåñëîâà Bin (dlog2(m + 1)e) ïîìå÷åíî ïåðâûì ñèìâîëîì 1 â ÷¼òíîé ïîçèöèè, à ÷èñëî
Bin (dlog2(m+1)e) ãîâîðèò î òîì, ÷òî ñëåäóþùèå dlog2(m+1)e áèò ïðèíàäëåæàò ïðåä-ñòàâëåíèþ Bin(m). Äëèíà òàêîãî êîäà ïàðû (m, n/pm) ðàâíà

2dlog2dlog2(m + 1)ee + dlog2(m + 1)e + dlog2

( n

pm
+ 1

)
e.Èñïîëüçóÿ òàêóþ ñòðàòåãèþ, ìîæíî âûïîëíèòü áåñêîíå÷íî ìíîãî óñîâåðøåíñòâî-âàíèé, íî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàøåé òåîðåìû äîñòàòî÷íî ñäåëàòü åù¼ òîëüêî îäèí øàã.À èìåííî, ìû îêîí÷àòåëüíî ïðåäñòàâèì ïàðó (m, n/pm) êàê

Word(m, n/pm) =

Bin (dlog2dlog2(m + 1)ee)Bin(dlog2(m + 1)e)Bin(m)Bin(n/pm).Ñëåäîâàòåëüíî,
|Word(m, n/pm)| = 2 · dlog2dlog2dlog2(m + 1)eee

+dlog2dlog2(m + 1)ee (2.3)
+dlog2(m + 1)e + dlog2

( n

pm
+ 1

)
e.Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëîâî Word(m, n/pm) â êà÷åñòâå ñæàòèÿ ñëîâà Bin(n). Ìû ïðè-ìåíÿåì îäíó è òó æå (ôèêñèðîâàííóþ) ñòðàòåãèþ ñæàòèÿ äëÿ êàæäîãî n � ïîýòîìó,èñïîëüçóÿ òå æå ñàìûå àðãóìåíòû, ÷òî è â ëåììå 2.52 è óïðàæíåíèè 2.53, ìû ïîëó÷àåì,÷òî ïðè âñåõ i ∈ IN äëÿ áîëåå ÷åì ïîëîâèíû èç ÷èñåë n, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó

Si = {2i, 2i + 1, . . . , 2i+1 − 1},âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
|Word(m, n/pm)| ≥ dlog2(n + 1)e − 1.



50 2 Àëôàâèòû, ñëîâà, ÿçûêè, àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìûÀíàëîãè÷íî, äëÿ áîëåå ÷åì ïîëîâèíû ÷èñåë n èç òîãî æå ìíîæåñòâà Si âûïîëíÿåòñÿíåðàâåíñòâî
K (n) ≥ dlog2(n + 1)e − 2.Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî i ïîñëåäíèé ôàêò âëå÷¼ò ñóùåñòâîâàíèå íåêîòîðîãî

ni ∈ Si (ò. å. 2i ≤ ni ≤ 2i+1 − 1), òàêîãî ÷òî
|Word(m, ni/pm)| ≥ dlog2(ni + 1)e − 1è

K (n) ≥ dlog2(ni + 1)e − 2.Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî íàòóðàëüíûõ n, óäîâëåòâîðÿþùèõíåðàâåíñòâàì
|Word(m, n/pm)| ≥ dlog2(n + 1)e − 1 (2.4)è

K (n) ≥ dlog2(n + 1)e − 2. (2.5)Îáúåäèíåíèå íåðàâåíñòâ (2.4) è (2.3) äà¼ò îöåíêó
dlog2(n + 1)e − 1 ≤ 2dlog2dlog2dlog2(m + 1)eee

+dlog2dlog2(m + 1)ee + dlog2(m + 1)e + dlog2

( n

pm
+ 1

)
e.Ïîñêîëüêó log2(n/pm) = log2 n − log2 pm, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

log2 pm ≤ 2 · dlog2 log2 log2(m + 1)e + dlog2 log2(m + 1)e + dlog2(m + 1)e + 2

≤ 2 · log2 log2 log2 m + log2 log2 m + log2 m + 6.Ñëåäîâàòåëüíî,
pm ≤ 64 · m · log2 m · (log2 log2 m)2. (2.6)Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî (2.5), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

n1, n2, n3, . . . óñëîâèÿì ëåììû 2.61 óäîâëåòâîðÿåò. Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî (2.6)âûïîëíÿåòñÿ äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë � çíà÷èò, è äëÿ áåñêîíå÷íîìíîãèõ ïðîñòûõ ÷èñåë pm. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òîm-å ïî âåëè÷èíå ïðîñòîå ÷èñëî ìåíüøå,÷åì
64 · m · log2 m · (log2 log2 m)2äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ m. Ïîñëåäíåå æå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî èìååòñÿ ïî êðàéíåéìåðå m ïðîñòûõ ÷èñåë ñðåäè ïåðâûõ 64 ·m · log2 m · (log2 log2 m)2 íàòóðàëüíûõ, ò. å. äëÿáåñêîíå÷íî ìíîãèõ m âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

Prim
(
64 · m · log2 m · (log2 log2 m)2

)
≥ m. (2.7)Â (2.7) ïîëîæèì k = 64 · m · log2 m · (log2 log2 m)2. Ïîñêîëüêó k ≥ m, ìû ïîëó÷àåì

Prim (k) ≥ m =
k

64 · log2 m · (log2 log2 m)2

≥ k

64 · log2 k · (log2 log2 k)2
.

ut



2.5 Çàêëþ÷åíèå 51Óïðàæíåíèå 2.65. Â êà÷åñòâå ñæàòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñëà n = pm(n/pm) ðàññìîò-ðèì Bin (dlog2 me) ·Bin(m) ·Bin(n/pm). Åñëè ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòî ïðåäñòàâëåíèåâ äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.59 � òî êàêóþ íèæíþþ ãðàíèöó çíà÷åíèÿ Prim (k) ìîæíîïîëó÷èòü?Óïðàæíåíèå 2.66. Êàêîå óòâåðæäåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè â êà÷åñòâå ïðåäñòàâ-ëåíèÿ ÷èñëà n = pm · (n/pm) â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.59 âçÿòü
Bin (dlog2dlog2dlog2(m + 1)eee)Bin(dlog2dlog2(m + 1)ee)
Bin(dlog2(m + 1)e)Bin(m)Bin(n/pm) ?Óïðàæíåíèå 2.67.∗ Êàêóþ íàèáîëüøóþ íèæíþþ ãðàíèöó çíà÷åíèÿ Prim (k) ìîæíîïîëó÷èòü â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.59?Óïðàæíåíèå 2.68.∗ Ïóñòü p1, p2, p3, . . . � âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñåõ ïðî-ñòûõ ÷èñåë. Ïðèìåíèòå òåîðåìó î ïðîñòûõ ÷èñëàõ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿòàêîé êîíñòàíòû c, ÷òî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ m âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

K (pm) ≤ dlog2 pme − dlog2 log2 pme + c.2.5 Çàêëþ÷åíèåÂ ýòîé ãëàâå ìû ââåëè îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè � òàêèå êàêàëôàâèò, ñëîâî è ÿçûê. Àëôàâèò � ýòî ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ,èìåþùåå òàêîé æå ñìûñë, êàê àëôàâèò ëþáîãî åñòåñòâåííîãî ÿçûêà. Íî òåðìèí ¾ñëî-âî íàä àëôàâèòîì¿ â òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêå ñîîòâåòñòâóåò ïðîèçâîëüíîìó òåê-ñòó, ñîñòàâëåííîìó èç ñèìâîëîâ ýòîãî àëôàâèòà. Ëþáîå ìíîæåñòâî ñëîâ (òåêñòîâ) íàäîäíèì è òåì æå àëôàâèòîì íàçûâàåòñÿ ÿçûêîì.Ýòè îñíîâíûå ïîíÿòèÿ èñïîëüçóþòñÿ âî âñåõ îáëàñòÿõ îáðàáîòêè äàííûõ. Ìû íà-÷èíàåì ðàññìîòðåíèå òàêèõ îáëàñòåé ñ äâóõ ñïåöèàëüíûõ àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðîáëåì,â êîòîðûõ âõîäû è âûõîäû ïðåäñòàâëåíû íåêîòîðûìè ñëîâàìè. Ïåðâàÿ èç íèõ � ïðî-áëåìà ïðèíàäëåæíîñòè. Îíà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü, ïðèíàäëåæèò ëèíåêîòîðîå ñëîâî çàäàííîìó ÿçûêó L. Âòîðàÿ � ò. í. îïòèìèçàöèîííàÿ ïðîáëåìà, îíàáîëåå ñëîæíà. Â íåé êàæäîå âõîäíîå ñëîâî, âî-ïåðâûõ, ñïåöèàëüíûì îáðàçîì êîäèðó-åò íåêîòîðîå ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíèé, è, âî-âòîðûõ, îïðåäåëÿåò ñòîèìîñòè îáúåêòîâ(äîïóñòèìûõ ðåøåíèé), óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòèì îãðàíè÷åíèÿì. Ïðè ýòîì îáû÷íî çà-äàííûì îãðàíè÷åíèÿì óäîâëåòâîðÿåò äîâîëüíî ìíîãî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé � è öåëüþçàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ïîèñê òîãî èç íèõ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ñ òî÷êè çðåíèÿçàäàííîé ñòîèìîñòè.Ñëîæíîñòü ïî Êîëìîãîðîâó � ýòî îáîñíîâàííîå, ñîãëàñóþùååñÿ ñ íàøåé èíòóèöèåéïîíÿòèå, ïðåäíàçíà÷åííîå äëÿ èçìåðåíèÿ îáú¼ìà (êîëè÷åñòâà) èíôîðìàöèè â ñëîâàõíàä àëôàâèòîì Σbool = {0, 1}. Ñëîæíîñòü ïî Êîëìîãîðîâó ñëîâà x ìîæíî ðàññìàòðè-âàòü êàê äâîè÷íóþ äëèíó ñàìîé êîðîòêîé ïðîãðàììû íà Ïàñêàëå, ãåíåðèðóþùåé x. Àñàìó ýòó ïðîãðàììó ìîæíî ñ÷èòàòü ñïåöèàëüíûì ñæàòèåì (ñæàòûì ïðåäñòàâëåíèåì)ãåíåðèðóåìîãî ñëîâà. Ñëåäîâàòåëüíî, ñëîæíîñòü ïî Êîëìîãîðîâó ñëîâà x � ýòî äëèíàíàèáîëåå êîðîòêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ x íàä àëôàâèòîì {0, 1}.À íåñæèìàåìûå ñëîâà î÷åíü ¾íåðåãóëÿðíû¿ � è ïîýòîìó îíè ìîãóò ðàññìàòðèâàòü-ñÿ êàê ñëó÷àéíûå. Ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ñëó÷àéíûõ ñëîâ íàä àëôàâèòîì {0, 1}



52 2 Àëôàâèòû, ñëîâà, ÿçûêè, àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû� ïî êðàéíåé ìåðå îäíî äëÿ êàæäîé äëèíû. Ñëîæíîñòü ïî Êîëìîãîðîâó ïîìîãàåò èçìå-ðÿòü íå òîëüêî îáú¼ì èíôîðìàöèè, ñîäåðæàùåéñÿ â ñëîâå, íî è ¾óðîâåíü ñëó÷àéíîñòè¿ñëîâà. Ýòî ïîíÿòèå èñïîëüçóåòñÿ òàêæå âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìà-òèêè è ìàòåìàòèêè â êà÷åñòâå ìîùíîãî � íî â òî æå âðåìÿ äîñòàòî÷íî î÷åâèäíîãî �èíñòðóìåíòà äëÿ ïðîâåðêè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.À ìû ïðèìåíÿåì ñëîæíîñòü ïî Êîëìîãîðîâó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà áåñêîíå÷íîñòèìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë � è, â åù¼ áîëüøåé ñòåïåíè, äëÿ îáúÿñíåíèÿ èõ áîëüøîéïëîòíîñòè âî ìíîæåñòâå âñåõ íàòóðàëüíûõ. Åñëè áû ýòà ïëîòíîñòü áûëà ìàëà, òî âêà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ìû ïîëó÷àëè áû ñóùåñòâîâàíèå ñæàòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ âñåõñëîâ � à ýòî ïðîòèâîðå÷èëî áû äîêàçàííîìó ñóùåñòâîâàíèþ ñëó÷àéíûõ (íåñæèìàåìûõ)ñëîâ.Ïðåäìåò èçó÷åíèÿ òåîðèè ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ � àëôàâèòû, ñëîâà, ÿçûêè è ñïîñî-áû èõ ïðåäñòàâëåíèÿ. Ýòà òåîðèÿ � îäíà èç ñòàðåéøèõ è íàèáîëåå êëàññè÷åñêèõ îáëà-ñòåé èíôîðìàòèêè. Ïîñêîëüêó îáúåêòû èçó÷åíèÿ èíôîðìàòèêè � òàêèå êàê äàííûå,èíôîðìàöèÿ, ñîäåðæèìîå ïàìÿòè, ñîîáùåíèÿ, ïðîãðàììû, òåîðåìû, äîêàçàòåëüñòâà,âû÷èñëåíèÿ � ïðåäñòàâëåíû ñëîâàìè, òåîðèÿ ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ ÿâëÿåòñÿ îñíîâîéäëÿ äðóãèõ ôóíäàìåíòàëüíûõ îáëàñòåé òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè � òåîðèè âû÷èñ-ëèìîñòè, òåîðèè òðàíñëÿöèè è äð.Â íàøåì ââîäíîì ìàòåðèàëå ìû óïðîñòèëè ïðåäñòàâëåíèå îñíîâíûõ ïîíÿòèé òåî-ðèè ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ � äî òîãî ìèíèìàëüíîãî óðîâíÿ, êîòîðûé íåîáõîäèì äëÿ èç-ëîæåíèÿ îñíîâíûõ òåì äàííîé êíèãè, ïðåäñòàâëåííûõ â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ. Îäíàèç ïðè÷èí òàêîãî óïðîùåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî óæå ñóùåñòâóåò ìíîãî çàìå÷à-òåëüíûõ êíèã ïî òåîðèè ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ � è ìû íå âèäèì ñìûñëà ïèñàòü ¾101-þêíèãó¿ íà ýòó òåìó. Äëÿ ÷èòàòåëåé, çàèíòåðåñîâàâøèõñÿ îñíîâàìè ýòîé òåîðèè, ìûðåêîìåíäóåì êíèãó Õîïêðîôòà è Óëüìàíà [28] � ýòî îäèí èç íàèáîëåå óäà÷íûõ êëàñ-ñè÷åñêèõ ó÷åáíèêîâ. Çàìåòèì, ÷òî íåäàâíî âûøëî íîâîå èçäàíèå ýòîé êíèãè [27], âêîòîðîì ðàññìàòðèâàåòñÿ íåñêîëüêî íîâûõ òåì. Àâòîðîì åù¼ îäíîãî çàìå÷àòåëüíîãîêëàññè÷åñêîãî ó÷åáíèêà [60], ïîñâÿù¼ííîãî ôîðìàëüíûì ÿçûêàì, ÿâëÿåòñÿ Ñàëîìàà.Ãëàâíàÿ îñîáåííîñòü âûøåóïîìÿíóòûõ ó÷åáíèêîâ � îòëè÷íûé, íî ïðè ýòîì íåñëîæíûéñïîñîá èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà, ââåäåíèÿ íîâûõ ïîíÿòèé è îáúÿñíåíèÿ èõ � íà èíòóèòèâ-íîì óðîâíå, íî â òî æå âðåìÿ äîñòàòî÷íî ñòðîãî è ïîäðîáíî. Ýòà îñîáåííîñòü äåëàåòäàííûå êíèãè æåì÷óæèíàìè ñðåäè èìåþùèõñÿ íà äàííóþ òåìó � è ïîýòîìó êðàéíå æå-ëàòåëüíûìè äëÿ èñïîëüçîâàíèè â îáðàçîâàòåëüíîì ïðîöåññå. Êðîìå óïîìÿíóòûõ êíèã,ìû ìîæåì òàêæå ïîðåêîìåíäîâàòü ó÷åáíèêè Ýðêà è Ïðèçå [18], Ø¼íèíãà [62], à òàêæåÂåãåíåðà [71].Èäåÿ ïîíÿòèÿ ñëîæíîñòè ïî Êîëìîãîðîâó êàê ìåðû êîëè÷åñòâà ñîäåðæàùåéñÿ âñëîâàõ èíôîðìàöèè áûëà ïðåäëîæåíà â 1960-å ãîäû � íåçàâèñèìî Êîëìîãîðîâûì [39,40] è ×àèòèíûì [9, 10, 11]. Îáñòîÿòåëüíûé îáçîð ýòîé òåìû ïðèâåä¼í â ìîíîãðàôèèËè è Âèòàíîãî [43]. Ê ñîæàëåíèþ, ýòà êíèãà íàïèñàíà äëÿ íàó÷íûõ ðàáîòíèêîâ è âðÿäëè ïîäîéä¼ò äëÿ íà÷èíàþùèõ. Âåñüìà èíòåðåñíûå � è â òî æå âðåìÿ ïðîñòûå ïðèìåðûïðèìåíåíèÿ ñëîæíîñòè ïî Êîëìîãîðîâó ìîæíî íàéòè â êíèãå Ø¼íèíãà [62].



Ñìûñë âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ �ãîâîðèòü ïðîñòîî ñëîæíûõ âåùàõ.Ð. Ýìåðñîí3Êîíå÷íûå àâòîìàòû
3.1 Öåëè è çàäà÷è ãëàâûÊîíå÷íûé àâòîìàò � ýòî ñàìàÿ ïðîñòàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ìîäåëü, ðàññìàòðèâàåìàÿâ òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêå; åãî ìîæíî ñ÷èòàòü ìîäåëüþ ñïåöèàëüíûõ ïðîãðàìì� ïðîãðàìì, ðåøàþùèõ çàäà÷è áåç èñïîëüçîâàíèÿ êàêèõ-ëèáî ïåðåìåííûõ. Êîíå÷íûåàâòîìàòû ðàáîòàþò â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè � â òîì ñìûñëå, ÷òî âõîäíîå ñëîâî äî-ñòóïíî òîëüêî äëÿ ÷òåíèÿ, òîëüêî îäèí ðàç è òîëüêî ñëåâà íàïðàâî, à âûâîä (ðåçóëüòàòðàáîòû) ïîëó÷àåòñÿ ñðàçó ïîñëå ïðî÷òåíèÿ ïîñëåäíåãî âõîäíîãî ñèìâîëà.Îñíîâíàÿ ïðè÷èíà ðàññìîòðåíèÿ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ â ýòîé êíèãå � âîâñå íå ââå-äåíèå â òåîðèþ àâòîìàòîâ, íå èçó÷åíèå å¼ ãëàâíûõ ðåçóëüòàòîâ. Âìåñòî ýòîãî äàííàÿãëàâà ïðåñëåäóåò ñïåöèàëüíóþ ¾äèäàêòè÷åñêóþ¿ öåëü � ðàññìîòðåíèå êîíå÷íûõ àâòî-ìàòîâ äà¼ò î÷åíü ïðîñòîé è ÿñíûé ñïîñîá ïîíèìàíèÿ ïðîöåññà ìîäåëèðîâàíèÿ âû÷èñ-ëåíèé âîîáùå. Ââåäåíèå îñíîâíûõ ïîíÿòèé òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè ïðè îïèñàíèèðàáîòû êîíå÷íîãî àâòîìàòà � êîíôèãóðàöèè, øàãà âû÷èñëåíèÿ, ïðîöåññà âû÷èñëåíèÿâîîáùå, äåòåðìèíèçìà, íåäåòåðìèíèçìà, ìîäåëèðîâàíèÿ ðàáîòû àâòîìàòà (ñ ïîìîùüþäðóãîãî àâòîìàòà) � äà¼ò ÷èòàòåëþ èíòóèòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå îá îáùèõ, ôóíäàìåí-òàëüíûõ ñâîéñòâàõ ýòèõ ïîíÿòèé, à òàêæå íåêîòîðûé îïûò ðàáîòû ñ íèìè. À íàëè÷èå ó÷èòàòåëÿ òàêîé èíòóèöèè è òàêîãî îïûòà ïîìîãàåò âïîñëåäñòâèè � íàïðèìåð, óïðîùà-åò ïîíèìàíèå òî÷íûõ îïðåäåëåíèé ýòèõ òåðìèíîâ â îáùèõ ìîäåëÿõ àëãîðèòìè÷åñêèõâû÷èñëåíèé.Òàêèì îáðàçîì, â ýòîé ãëàâå ìû íàó÷èìñÿ áåç èçëèøíåé ñëîæíîñòè � íî â òî æåâðåìÿ âïîëíå ñòðîãî � èññëåäîâàòü è ìîäåëèðîâàòü íåêîòîðûé îãðàíè÷åííûé ïîäêëàññàëãîðèòìîâ. È, êðîìå ïåðâîãî çíàêîìñòâà ñ âûøåóïîìÿíóòûìè ôóíäàìåíòàëüíûìèòåðìèíàìè èíôîðìàòèêè, ìû çàîäíî íàó÷èìñÿ äîêàçûâàòü íåðàçðåøèìîñòü íåêîòîðûõêîíêðåòíûõ ïðîáëåì â ýòîì ïîäêëàññå.3.2 Ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ïðåäñòàâëåíèÿêîíå÷íûõ àâòîìàòîâÎïðåäåëÿÿ âû÷èñëèòåëüíóþ ìîäåëü, ìû äîëæíû îòâåòèòü íà ñëåäóþùèå âîïðîñû.
• Êàêèå ýëåìåíòàðíûå îïåðàöèè äîïóñòèìû, ò. å. êàêèå êîìàíäû ìîæíî èñïîëüçîâàòüäëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîãðàììû?



54 3 Êîíå÷íûå àâòîìàòû
• Íàñêîëüêî âåëèê îáú¼ì äîñòóïíîé ïàìÿòè, è êàêèå èìåþòñÿ îïåðàöèè ðàáîòû ñ íåé(îïåðàöèè äîñòóïà)?
• Êàê â êîìïüþòåð (â âû÷èñëèòåëüíóþ ìîäåëü) ïîñòóïàþò âõîäíûå äàííûå?
• Êàê îïðåäåëÿåòñÿ âûõîä (âûâîä, ðåçóëüòàò)?Êîíå÷íûé àâòîìàò íå èìååò íèêàêîé ïàìÿòè � êðîìå òîé, â êîòîðîé çàïèñàíà ñàìàïðîãðàììà, à òàêæå óêàçàòåëÿ íà âûïîëíÿþùóþñÿ â òåêóùåå âðåìÿ ñòðîêó (êîìàíäó)ïðîãðàììû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîãðàììå íå ïîçâîëÿåòñÿ èñïîëüçîâàòü ïåðåìåííûå.Íà ïåðâûé âçãëÿä ýòî òðåáîâàíèå ìîæåò ïîêàçàòüñÿ ñòðàííûì: ìîæíî ñïðîñèòü, êàêæå ïðîãðàììà ìîæåò ÷òî-ëèáî âû÷èñëÿòü áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïåðåìåííûõ. Îòâåò íàâîïðîñ � ò. å. èäåÿ îïðåäåëåíèÿ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ � ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñîäåðæàíèåóêàçàòåëÿ � òî åñòü íîìåð ôàêòè÷åñêè âûïîëíÿåìîé ñòðîêè ïðîãðàììû � ýòî è åñòüèçìåíåíÿåìàÿ èíôîðìàöèÿ, è ïðîãðàììà ðàáîòàåò ñ òàêîé ïñåâäîïåðåìåííîé.Åñëè Σ = {a1, a2, . . . , ak} � çàäàííûé àëôàâèò âõîäíûõ ñèìâîëîâ, òî êîíå÷íûéàâòîìàò ìîæåò èñïîëüçîâàòü òîëüêî ñëåäóþùèå êîìàíäû (èíñòðóêöèè, ýëåìåíòàðíûåîïåðàöèè):select input = a1 goto i1

input = a2 goto i2...
input = ak goto ikÂûïîëíåíèå êàæäîé èç ýòèõ êîìàíä select ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðîãðàììà, ìîäå-ëèðóþùàÿ ïðîöåññ ðàáîòû êîíå÷íîãî àâòîìàòà1, ÷èòàåò ñëåäóþùèé âõîäíîé ñèìâîëè ñðàâíèâàåò åãî ñî âñåìè a1, a2, . . . , ak. Åñëè âõîäíîé ñèìâîë ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðûì

aj , òî ïðîãðàììà ïðîäîëæàåò ðàáîòó ñî ñòðîêîé ij (ò. å. ñëåäóþùàÿ èñïîëíÿåìàÿ êî-ìàíäà � òà, êîòîðàÿ çàïèñàíà â ñòðîêå ij). Âûïîëíåíèå êîìàíäû àâòîìàòè÷åñêè ñîâ-ìåùàåòñÿ ñ óäàëåíèåì ïðî÷èòàííîãî ñèìâîëà � ïîñëå ÷åãî êîíå÷íûé àâòîìàò ÷èòàåòñëåäóþùèé âõîäíîé ñèìâîë â ñòðîêå ij . Êàæäàÿ ñòðîêà ïðîãðàììû ñîäåðæèò â òî÷-íîñòè îäíó êîìàíäó âûøåóïîìÿíóòîãî òèïà. Ñòðîêè ïðîãðàììû ïðîíóìåðîâàíû ÷èñ-ëàìè 0, 1, 2, 3, . . ., è ðàáîòà (âû÷èñëåíèå) ìîäåëèðóþùåé ïðîãðàììû âñåãäà íà÷èíàåòñÿñî ñòðîêè 0. Åñëè Σ ñîñòîèò òîëüêî èç äâóõ ñèìâîëîâ (íàïðèìåð, 0 è 1), òî âìåñòîêîìàíäû select ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü áîëåå ïðîñòóþ êîìàíäó if . . . then . . . else:if input = 1 then goto i else goto j.Òàêèå ïðîãðàììû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñïåöèàëüíûå ïðîáëåìû ïðèíàäëåæíî-ñòè2 � îíè îòâå÷àþò íà âîïðîñ, ïðèíàäëåæèò ëè íåêîòîðîå ñëîâî çàäàííîìó ÿçûêó. Íà
1 Áóäåì èíîãäà íàçûâàòü å¼ ìîäåëèðóþùåé ïðîãðàììîé. Å¼ íå ñëåäóåò ïóòàòü ñ ïðîãðàì-ìîé ñàìîãî àâòîìàòà � à âûøå â äàííîì ðàçäåëå ñëîâî ¾ïðîãðàììà¿ óæå óïîòðåáëÿëîñüâ òàêîì ñìûñëå. Ïîñëåäíþþ ïðîãðàììó áóäåì èíîãäà íàçûâàòü ïðîãðàììîé-àâòîìàòîì.(Ïðèì. ïåðåâ.)
2 Ïî-âèäèìîìó, ïðàâèëüíåå áûëî áû ñêàçàòü � êàê àëãîðèòìû äëÿ ðåøåíèÿ ñïåöèàëüíîãîâàðèàíòà ïðîáëåìû ïðèíàäëåæíîñòè. (Ïðèì. ïåðåâ.)



3.2 Ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ïðåäñòàâëåíèÿ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ 55êàæäîì øàãå âû÷èñëåíèÿ îòâåò (ëîêàëüíûé ðåçóëüòàò ðàáîòû) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿ-åòñÿ íîìåðîì ñòðîêè. Ïðîãðàììà ñîñòîèò èç m ñòðîê {0, 1, 2, . . . , m − 1}. Êðîìå òîãî,çàäà¼òñÿ ñïåöèàëüíîå ïîäìíîæåñòâî F ⊂ {0, 1, 2, . . . , m − 1}; ìû ìîæåì èíòåðïðåòè-ðîâàòü F êàê ò. í. äîïóñêàþùåå ìíîæåñòâî ñòðîê. Åñëè ïîñëå ïðî÷òåíèÿ ïîñëåäíåãîñèìâîëà âõîäíîãî ñëîâà ìîäåëèðóþùàÿ ïðîãðàììà îêàçûâàåòñÿ â íåêîòîðîé ñòðîêå
j ∈ F , òî ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ïðîãðàììà-àâòîìàò ïðèíèìàåò (äîïóñêàåò) çàäàííîå ñëî-âî � ò. å. äà¼ò äëÿ äàííîãî âõîäà îòâåò ¾äà¿. Åñëè æå j ∈ {0, 1, 2, . . . , m − 1} − F , òîïðîãðàììà-àâòîìàò íå ïðèíèìàåò âõîäíîå ñëîâî � ò. å. îòâåòîì ÿâëÿåòñÿ ¾íåò¿. Ìíîæå-ñòâî L âñåõ ñëîâ, äîïóñêàåìûõ ïðîãðàììîé-àâòîìàòîì, ÿâëÿåòñÿ ÿçûêîì, äîïóñêàåìûìýòèì àâòîìàòîì. Èíûìè ñëîâàìè, êîíå÷íûé àâòîìàò ðåøàåò ïðîáëåìó ïðèíàäëåæíî-ñòè (ïðèíÿòèÿ) � ïðîáëåìó (Σ, L) äëÿ ðàñïîçíàâàåìîãî ÿçûêà L.Äëÿ èëëþñòðàöèè äàííîãî âûøå îïèñàíèÿ êîíå÷íîãî àâòîìàòà ðàññìîòðèì ñëåäó-þùóþ ïðîãðàììó (êîíå÷íûé àâòîìàò) A íàä àëôàâèòîì Σbool.0: if input = 1 then goto 1 else goto 21: if input = 1 then goto 0 else goto 32: if input = 0 then goto 0 else goto 33: if input = 0 then goto 1 else goto 2Ïóñòü F = {0, 3}. Ìîäåëèðóþùàÿ ïðîãðàììà àâòîìàòà A ðàáîòàåò ñî âõîäíûì ñëî-âîì 1011 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îíà íà÷èíàåò ðàáîòó â ñòðîêå 0, è ïîñëå ïðî÷òåíèÿïåðâîãî ñèìâîëà 1 âõîäíîãî ñëîâà ïåðåõîäèò íà ñòðîêó 1. Ïîñëå ýòîãî îíà ÷èòàåò ñèì-âîë 0 â ñòðîêå 1 è ïåðåõîäèò íà ñòðîêó 3. Â ñòðîêå 3 îíà ÷èòàåò 1 è ïåðåõîäèò íàñòðîêó 2. Íàêîíåö, ïîñëå ïðî÷òåíèÿ ïîñëåäíåãî ñèìâîëà 1 âõîäíîãî ñëîâà îíà ñíîâàïåðåõîäèò íà ñòðîêó 3. Âû÷èñëåíèÿ çàêîí÷åíû � è, ïîñêîëüêó 3 ∈ F , ìû ñ÷èòàåì, ÷òîñëîâî 1011 ïðèíèìàåòñÿ (ïðèíàäëåæèò ðàññìàòðèâàåìîìó ÿçûêó).PSfrag replacements 0000 111 ïðîãðàììàñ÷èòûâàþùàÿ ãîëîâêà âõîäíàÿ ëåíòà. . .

Ðèñ. 3.1.Ðèñóíîê 3.1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñõåìó, ÷àñòî èñïîëüçóåìóþ äëÿ ðàññìîòðåíèÿ êî-íå÷íîãî àâòîìàòà â êà÷åñòâå ñïåöèàëüíîé âû÷èñëèòåëüíîé ìîäåëè. Íà í¼ì ìû âèäèìòðè ãëàâíûõ êîìïîíåíòû ýòîé ìîäåëè � ïðîãðàììó, çàïèñàííóþ â ïàìÿòè, ëåíòó(êàê ñðåäñòâî ââîäà), êîòîðàÿ ñîäåðæèò âõîäíîå ñëîâî, è ñ÷èòûâàþùóþ ãîëîâêó,



56 3 Êîíå÷íûå àâòîìàòûêîòîðàÿ ìîæåò ïåðåìåùàòüñÿ ïî âõîäíîé ëåíòå òîëüêî ñëåâà íàïðàâî.3 (Âõîäíàÿ) ëåí-òà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ëèíåéíàÿ ïàìÿòü äëÿ ââîäà; îíà ñîñòîèò èç ïîñëåäîâà-òåëüíîñòè ÿ÷ååê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé ïàìÿòè è ñîäåðæèò â òî÷íîñòèîäèí ñèìâîë àëôàâèòà. Ôàêòè÷åñêàÿ ëåíòà âñåãäà èìååò ðîâíî ñòîëüêî ÿ÷ååê, ñêîëüêîñèìâîëîâ ñîäåðæèòñÿ âî âõîäíîì ñëîâå.Îäíàêî êëàññ ïðîãðàìì, îïèñàííûõ âûøå, äëÿ çàäàíèÿ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ ïðè-ìåíÿåòñÿ íå÷àñòî � ïîñêîëüêó ýòè ïðîãðàììû èñïîëüçóþò êîìàíäó goto, è, ñëåäîâà-òåëüíî, îáû÷íî íå ÿâëÿþòñÿ õîðîøî ñòðóêòóðèðîâàííûìè.4 Ïîýòîìó òàêîé ñïîñîá ìî-äåëèðîâàíèÿ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ íå î÷åíü óäîáåí è, â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ, ÿâëÿåòñÿäîâîëüíî ãðîìîçäêèì.À èäåÿ ïðèìåíåíèÿ ¾äðóæåñòâåííîãî èíòåðôåéñà¿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîíå÷íîãî àâ-òîìàòà îñíîâàíà íà ñëåäóþùåì âàðèàíòå ¾âèçóàëèçàöèè¿ ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè ïðî-ãðàìì. Êàæäîé ïðîãðàììå (êîíå÷íîìó àâòîìàòó) A ìû ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïîìå-÷åííûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G(A). Ýòîò ãðàô èìååò â òî÷íîñòè ñòîëüêî âåðøèí,ñêîëüêî ñòðîê ñîäåðæèò ïðîãðàììà A. Êàæäàÿ âåðøèíà ãðàôà G(A) ñîîòâåòñòâóåòîäíîé ñòðîêå àâòîìàòà A, à íîìåð ýòîé ñòðîêè ÿâëÿåòñÿ ïîìåòêîé ðàññìàòðèâàåìîéâåðøèíû. È åñëè ïðîãðàììà A ïåðåõîäèò èç ñòðîêè i â ñòðîêó j, ÷èòàÿ âõîäíîé ñèì-âîë b, òî G(A) ñîäåðæèò îðèåíòèðîâàííóþ äóãó (i, j), ïîìå÷åííóþ òàêèì b. Ïîñêîëüêóíàøè ñïåöèàëüíûå ïðîãðàììû (ïðîãðàììû áåç ïåðåìåííûõ) ñîäåðæàò êîìàíäû gotoäëÿ êàæäîãî ñèìâîëà a ∈ Σ â êàæäîé ñòðîêå5, òî êàæäàÿ âåðøèíà ãðàôà G(A) èìååòâûõîäíóþ ñòåïåíü6, ðàâíóþ |Σ|.Íà ðèñ. 3.2 ïîêàçàí ãðàô G(A), ñîîòâåòñòâóþùèé âûøåïðèâåä¼ííîé ïðîãðàììå A.Âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñòðîêàì 0 è 3 (ïðèíàäëåæàùèì F ), íàðèñîâàíû êàê äâîé-íûå îêðóæíîñòè � äëÿ òîãî, ÷òîáû îòëè÷èòü èõ îò îñòàëüíûõ âåðøèí. À âåðøèíà, ñîîò-âåòñòâóþùàÿ âõîäíîé ñòðîêå 0, îòìå÷åíà ñïåöèàëüíûì óêàçàòåëåì, ìàëåíüêîé âõîäíîéñòðåëêîé.Íà îñíîâå òàêîãî ãðàôè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîãðàììû áåç ïåðåìåííûõ ðàçðàáî-òàåì ñòàíäàðò ïðåäñòàâëåíèÿ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ. Ïðè ýòîì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòüè äàííîå ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå � ïîñêîëüêó îíî äà¼ò ÷¼òêèé, ÿñíûé, è â òî æåâðåìÿ îäíîçíà÷íûé ñïîñîá îïèñàíèÿ àâòîìàòà. Îäíàêî äëÿ èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ êîíå÷-íûõ àâòîìàòîâ � íàïðèìåð, äëÿ áîëåå ïîíÿòíîãî èçëîæåíèÿ íåêîòîðûõ äîêàçàòåëüñòâ� áîëåå óäîáíî îïðåäåëåíèå, ïðèâîäèìîå íèæå. Ìû íåìíîãî èçìåíèì ñòàíäàðòíóþ òåð-ìèíîëîãèþ, èñïîëüçóåìóþ â òåîðèè àâòîìàòîâ. Òåðìèí ¾ñòðîêà ïðîãðàììû¿, èëè, ÷òîòî æå ñàìîå, ¾âåðøèíà ñîîòâåòñòâóþùåãî ãðàôà¿, áóäåò çàìåí¼í íà ¾ñîñòîÿíèå êî-íå÷íîãî àâòîìàòà¿. (Îðèåíòèðîâàííûå) äóãè ãðàôà, ñîîòâåòñòâóþùèå êîìàíäàì goto,áóäóò îïèñûâàòüñÿ òàê íàçûâàåìîé ôóíêöèåé ïåðåõîäîâ � êîòîðàÿ âûáèðàåò íîâîå ñî-ñòîÿíèå íà îñíîâå òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ è ïðî÷èòûâàåìîãî ñèìâîëà.Îáðàòèì âíèìàíèå íà ñëåäóþùèé âàæíûé ôàêò. Èç ïðèâåä¼ííîãî íèæå îïðåäåëå-íèÿ êîíå÷íîãî àâòîìàòà ñëåäóåò îáùàÿ ñõåìà � êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà äëÿîïðåäåëåíèÿ ëþáîé âû÷èñëèòåëüíîé ìîäåëè. Â ýòî ñõåìå îïðåäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðà, êîòî-
3 À ñõåìà îáùèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìîäåëåé äîïîëíèòåëüíî ê ýòîìó ñîäåðæèò ïàìÿòü, à òàêæåîïèñàíèå âîçìîæíîñòåé äîñòóïà ê íåé � äëÿ ÷òåíèÿ, çàïèñè, óäàëåíèÿ è äîáàâëåíèÿ äàííûõ.Êðîìå òîãî, îáùàÿ ìîäåëü ìîæåò òàêæå ñîäåðæàòü ñðåäó âûâîäà.
4 Çäåñü ìû ïðèìåíÿåì òåðìèíîëîãèþ òåîðèè ïðîãðàììíûõ ñõåì.
5 À ëþáóþ ñòðîêó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå êîìàíäû âûáîðà, çàäàííîé äëÿ âñåõñèìâîëîâ âõîäíîãî àëôàâèòà.
6 Âûõîäíàÿ ñòåïåíü âåðøèíû îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G � ýòî ÷èñëî äóã, âûõîäÿùèõ èç íå¼,ò. å. ÷èñëî |{(v, u) | (v, u) � äóãà îðãðàôà G}|.
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PSfrag replacements 0000

0

1

1

1

1

1

2 3Ðèñ. 3.2.ðàÿ îáåñïå÷èâàåò òî÷íîå îïèñàíèå êàæäîãî îáúåêòà ìîäåëèðóåìîãî êëàññà àëãîðèòìîâ.Ñìûñë ýòîé ñòðóêòóðû îáúÿñíÿåòñÿ â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå. Âî-ïåðâûõ, îïðåäåëÿåòñÿêîíôèãóðàöèÿ � ïîëíîå îïèñàíèå òåêóùåé ñèòóàöèè (òåêóùåãî îáîáù¼ííîãî ñîñòîÿ-íèÿ7) ðàññìàòðèâàåìîé ìàøèíû. Çàòåì îïðåäåëÿåòñÿ øàã (âû÷èñëåíèÿ), ò. å. ïåðåõîäèç îäíîé êîíôèãóðàöèè â äðóãóþ � ýòî äåëàåòñÿ íà îñíîâå âûïîëíåíèÿ òåêóùåé êîìàí-äû (ýëåìåíòàðíîé îïåðàöèè) ìàøèíû (ïðîãðàììû). Âñ¼ âû÷èñëåíèå ðàññìàòðèâàåòñÿêàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêèõ øàãîâ. Íàêîíåö, íà îñíîâå ïîíÿòèÿ ¾âû÷èñëåíèå¿ ìûîïðåäåëÿåì ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ ïðîãðàììû äëÿ ëþáîãî çàäàííîãî âõîäà.PSfrag replacements
q p

(a) (b)

aa

Ðèñ. 3.3.Îïðåäåëåíèå 3.1. (Äåòåðìèíèðîâàííûé) êîíå÷íûé àâòîìàò (ÊÀ) � ýòî ïÿò¼ðêà
M = (Q, Σ, δ, q0, F ), ãäå:
• Q � êîíå÷íîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé

{â ðàññìîòðåííîì ïðåäñòàâëåíèè � ìíîæåñòâî âñåõ ñòðîê ïðîãðàììû áåçïåðåìåííûõ};
7 Â îòëè÷èå îò êîíôèãóðàöèé (îáîáù¼ííûõ ñîñòîÿíèé), ¾ïðîñòî¿ ñîñòîÿíèÿ àâòîìàòîâ íèæåèíîãäà áóäóò íàçûâàòüñÿ ¾âíóòðåííèìè ñîñòîÿíèÿìè¿. Òàêàÿ æå òåðìèíîëîãèÿ íèæå áó-äåò ïðèìåíÿòüñÿ è äëÿ ñîñòîÿíèé ìàøèí Òüþðèíãà. Ïî-âèäèìîìó, òàêàÿ òåðìèíîëîãèÿ, íåïðèíÿòàÿ â ëèòåðàòóðå íà ðóññêîì ÿçûêå, ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî óäîáíîé. (Ïðèì. ïåðåâ.)
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• Σ � íåêîòîðûé àëôàâèò, íàçûâàåìûé âõîäíûì àëôàâèòîì ïðîãðàììû M

{ò. å. âîçìîæíûå âõîäû � ýòî âñå ñëîâà íàä àëôàâèòîì Σ };
• q0 ∈ Q � èíèöèàëüíîå (ñòàðòîâîå) ñîñòîÿíèå

{â íàøåì ñëó÷àå � ñòðîêà 0 ïðîãðàììû áåç ïåðåìåííûõ};
• F ⊆ Q � ìíîæåñòâî âñåõ äîïóñêàþùèõ ñîñòîÿíèé8;
• δ � ôóíêöèÿ, äåéñòâóþùàÿ èç Q × Σ â Q, íàçûâàåìàÿ ôóíêöèåé ïåðåõîäîâïðîãðàììû M

{δ(q, a) = p îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ÷òåíèè ñèìâîëà a ïðîãðàììà M ïåðåõîäèò èçñîñòîÿíèÿ q â ñîñòîÿíèå p � ñì. ðèñ. 3.3.}.Êîíôèãóðàöèÿ ïðîãðàììû M � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò âèäà Q × Σ∗.
{Äîñòèæåíèå ïðîãðàììîé M êîíôèãóðàöèè (p, w) ∈ Q × Σ∗ îçíà÷àåò, ÷òî M íà-õîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè p, è ïðè ýòîì åé îñòàëîñü ïðî÷åñòü ñóôôèêñ w íåêîòîðîãîâõîäíîãî ñëîâà. Ò. å. ñ÷èòûâàþùàÿ ãîëîâêà îáîçðåâàåò ïåðâûé ñèìâîë ñëîâà w � ýòîïîêàçàíî íà ðèñ. 3.3.}Êîíôèãóðàöèÿ (q0, x) ∈ {q0}×Σ∗ íàçûâàåòñÿ ñòàðòîâîé êîíôèãóðàöèåé ïðîãðàì-ìû M íàä âõîäîì x.
{Èìåííî â ñòàðòîâîé êîíôèãóðàöèè (q0, x) äîëæíî íà÷èíàòüñÿ âû÷èñëåíèå (ðàáîòà)ïðîãðàììû M íàä âõîäîì x.}Ëþáàÿ êîíôèãóðàöèÿ âèäà Q × {λ} íàçûâàåòñÿ ôèíàëüíîé êîíôèãóðàöèåé.Øàã (âû÷èñëåíèÿ) ïðîãðàììû M � ýòî çàäàííîå íà ìíîæåñòâå êîíôèãóðàöèé áè-íàðíîå îòíîøåíèå âèäà

|−−
M ⊆ (Q × Σ∗) × (Q × Σ∗),îïðåäåë¼ííîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(q, w) |−−M (p, x) ⇔ w = ax, a ∈ Σ è δ(q, a) = p .

{Ò. å. îïðåäåë¼ííûé íàìè øàã âû÷èñëåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ïðèìåíåíèþ ôóíêöèè ïå-ðåõîäîâ ê ðàññìàòðèâàåìîé êîíôèãóðàöèè: ïðîãðàììà M íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè q è÷èòàåò ñî âõîäíîé ëåíòû ñèìâîë a.}Âû÷èñëåíèå C ïðîãðàììû M � ýòî êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíôèãóðàöèé
C = C0, C1, . . . , Cn, òàêàÿ ÷òî äëÿ âñåõ i èç äèàïàçîíà 0 ≤ i ≤ n − 1 âûïîëíåíîîòíîøåíèå Ci |−−M Ci+1.
{Ïîýòîìó âû÷èñëåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåêîòîðóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüøàãîâ ïðîãðàììû M . Èíîãäà íàì äàæå áóäåò óäîáíåå îïèñûâàòü íåêîòîðîå âû÷èñ-ëåíèå êàê C0 |−−M C1 |−−M . . . |−−M Cn � à íå â âèäå áîëåå ïðîñòîé çàïèñè C0, C1, . . . , Cn.}
C íàçûâàåòñÿ âû÷èñëåíèåì ïðîãðàììû M íàä âõîäîì x ∈ Σ∗, åñëè C0 = (q0, x)è Cn ∈ Q × {λ}.
8 Íåêîòîðûå àâòîðû èñïîëüçóþò äðóãîå íàçâàíèå: ¾ôèíàëüíûå ñîñòîÿíèÿ¿ âìåñòî ¾äîïóñêà-þùèå ñîñòîÿíèÿ¿; îäíàêî ýòî íàçâàíèå ìîæåò ââåñòè ÷èòàòåëÿ â çàáëóæäåíèå. Âî-ïåðâûõ,âû÷èñëåíèå ìîæåò çàêîí÷èòüñÿ â ëþáîì ñîñòîÿíèè, ïîýòîìó ïðèëàãàòåëüíîå ¾ôèíàëüíîå¿íå ñîâñåì ñîîòâåòñòâóåò äåéñòâèòåëüíîñòè. Âî-âòîðûõ � è ýòî åù¼ áîëåå âàæíî � çíà÷åíèÿïîíÿòèé ¾äîïóñêàþùåå ñîñòîÿíèå¿ è ¾ôèíàëüíîå ñîñòîÿíèå¿ â áîëåå îáùèõ âû÷èñëèòåëü-íûõ ìîäåëÿõ íå ñîâïàäàþò (äàæå, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, ¾íå ïåðåñåêàþòñÿ¿); îñíîâíàÿ èçòàêèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìîäåëåé � ìàøèíû Òüþðèíãà. Òàêèì îáðàçîì, ïðè èñïîëüçîâàíèèäëÿ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ òåðìèíà ¾ôèíàëüíîå ñîñòîÿíèå¿ ìû ñèëüíî èçìåíÿåì (ìîæíîñêàçàòü � óïðîùàåì) ñìûñë ýòîãî òåðìèíà.
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{Ò. å. âû÷èñëåíèå íàä âõîäîì x äîëæíî íà÷èíàòüñÿ â ñòàðòîâîé êîíôèãóðàöèè (q0, x)ïðîãðàììû M íàä x è ìîæåò çàêàí÷èâàòüñÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðî÷èòàíû âñåñèìâîëû âõîäíîãî ñëîâà.}Åñëè Cn ∈ F × {λ}, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî C ÿâëÿåòñÿ äîïóñêàþùèì âû÷èñëå-íèåì ïðîãðàììû M íàä x, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ÷òî M äîïóñêàåò (ïðèíèìàåò)
x.Åñëè æå Cn ∈ (Q − F ) × {λ}, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî C ÿâëÿåòñÿ îòêëîíÿþùèìâû÷èñëåíèåì ïðîãðàììû M íàä x, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ÷òî M îòêëîíÿåò9 x.
{Çàìåòèì, ÷òî M îïðåäåëÿåò ðîâíî îäíî âû÷èñëåíèå äëÿ ëþáîãî âõîäà x ∈ Σ∗.}ßçûê L(M), äîïóñêàåìûé (ïðèíèìàåìûé) M , îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-çîì:

L(M) = {w ∈ Σ∗ | âû÷èñëåíèå ïðîãðàììû M íàä w çàêàí÷èâàåòñÿâ íåêîòîðîé ôèíàëüíîé êîíôèãóðàöèè (q, λ) ñ q ∈ F}
= {w ∈ Σ∗ | M ïðèíèìàåò w}.Êëàññ ðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ

L(KA) = {L(M) | M � íåêîòîðûé ÊÀ}� ýòî ìíîæåñòâî âñåõ ÿçûêîâ, êîòîðûå äîïóñêàþòñÿ êîíå÷íûìè àâòîìàòàìè. Êàæ-äûé èç ÿçûêîâ L êëàññà L(KA) íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì.Ðàññìîòðèì åù¼ ðàç ïðîãðàììó A � òåïåðü äëÿ èëëþñòðàöèè ïðèâåä¼ííîãî îïðå-äåëåíèÿ êîíå÷íîãî àâòîìàòà. Ôîðìàëüíîå îïèñàíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî êîíå÷íîãî àâòî-ìàòà � ýòî ïÿò¼ðêà M = (Q, Σ, δ, q0, F ), ãäå:
• Q = {q0, q1, q2, q3};
• Σ = {0, 1};
• F = {q0, q3}
• δ(q0, 0) = q2, δ(q0, 1) = q1, δ(q1, 0) = q3, δ(q1, 1) = q0,
• δ(q2, 0) = q0, δ(q2, 1) = q3, δ(q3, 0) = q1, δ(q3, 1) = q2.Íåôîðìàëüíîå îïèñàíèå ôóíêöèè ïåðåõîäîâ δ ïðèâåäåíî â òàáë. 3.1.Òàáëèöà 3.1.Ñîñòîÿíèå Âõîä0 1

q0 q2 q1

q1 q3 q0

q2 q0 q3

q3 q1 q2Äðóãèì íåôîðìàëüíûì îïèñàíèåì ïðîãðàììû A ÿâëÿåòñÿ å¼ ãðàôè÷åñêîå ïðåä-ñòàâëåíèå G(A) � ñì. ðèñ. 3.2. Â äàëüíåéøåì â êà÷åñòâå ñòàíäàðòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
9 Äðóãèå òåðìèíû, èñïîëüçóþùèåñÿ â ðóññêîé ëèòåðàòóðå, � ¾îòâåðãàåò¿, ¾íå äîïóñêàåò¿,¾íå ïðèíèìàåò¿. (Ïðèì. ïåðåâ.)



60 3 Êîíå÷íûå àâòîìàòûñîîòâåòñòâóþùåãî êîíå÷íîãî àâòîìàòà ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü íåìíîãî èçìåí¼ííûéâàðèàíò; åäèíñòâåííàÿ åãî ìîäèôèêàöèÿ � îáîçíà÷åíèå âåðøèí ñ ïîìîùüþ èì¼í ñî-ñòîÿíèé âìåñòî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íóìåðóþùèõ ñòðîêè ïðîãðàììû.10Íàïðèìåð, äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ïðîãðàììû A ìû ïîëó÷àåì ãðàô, ïðèâåä¼ííûéíà ðèñ. 3.4.
PSfrag replacements

q0 q1

q2 q3

0000

1

1

1

1

Ðèñ. 3.4.Âû÷èñëåíèå àâòîìàòà M íàä âõîäîì 1011 òàêîâî:
(q0, 1011) |−−M (q1, 011) |−−M (q3, 11) |−−M (q2, 1) |−−M (q3, λ).Ïîñêîëüêó q3 ∈ F , ìû ïîëó÷àåì, ÷òî 1011 ∈ L(M), ò. å. M äîïóñêàåò ñëîâî 1011.Â ñëåäóþùåì îïðåäåëåíèè ââîäÿòñÿ îáîçíà÷åíèÿ, ïîëåçíûå äëÿ ôîðìàëüíîé ðàáî-òû ñ êîíå÷íûìè àâòîìàòàìè � îñîáåííî äëÿ çàïèñè êîðîòêèõ, ýëåãàíòíûõ ôîðìóëèðî-âîê íåêîòîðûõ äîêàçàòåëüñòâ.Îïðåäåëåíèå 3.2. Ïóñòü M = (Q, Σ, δ, q0, F ) � íåêîòîðûé êîíå÷íûé àâòîìàò.Îïðåäåëèì áèíàðíîå îòíîøåíèå ∗|−−

M êàê ðåôëåêñèâíî-òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå îò-íîøåíèÿ ¾øàã¿ |−−
M ýòîãî àâòîìàòà.Èíûìè ñëîâàìè � óñëîâèå (q, w) ∗|−−

M (p, u) âûïîëíÿåòñÿ â ñëó÷àå, åñëè ëèáî q = p è
w = u, ëèáî ñóùåñòâóåò k ∈ IN, òàêîå ÷òî:
• w = a1a2 . . . aku, ãäå ai ∈ Σ äëÿ i = 1, 2, . . . , k;
• ∃r1, r2, . . . , rk−1 ∈ Q, òàêèå ÷òî

(q, w) |−−M (r1, a2 . . . aku) |−−M (r2, a3 . . . aku) |−−M · · · (rk−1, aku) |−−M (p, u).Äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè δ îïðåäåëèì ôóíêöèþ δ̂ : Q × Σ∗ → Q ñëåäóþùèì îáðàçîì:
10 Ýòîò ñïîñîá îáîçíà÷åíèÿ ÷àñòî ïîâûøàåò ÿñíîñòü èçëîæåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, ðèñ. 3.6 íèæå)� ïîñêîëüêó âûáðàííûå ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì èìåíà ñîñòîÿíèé ìîãóò äàâàòü áîëüøåèíôîðìàöèÿ, ÷åì ëþáîé ëèíåéíûé ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé.
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• δ̂(q, λ) = q äëÿ âñåõ q ∈ Q,
• δ̂(q, wa) = δ(δ̂(q, w), a) äëÿ âñåõ a ∈ Σ, w ∈ Σ∗, q ∈ Q.Ñìûñë çàïèñè

(q, w) ∗|−−
M (p, u)çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Âû÷èñëåíèå ïðîãðàììû M , íà÷èíàþùåå â êîíôèãóðàöèè

(q, w), çàêàí÷èâàåòñÿ â êîíôèãóðàöèè (p, u). Ðàâåíñòâî
δ̂(q, w) = pîçíà÷àåò, ÷òî:

• M íà÷èíàåò ðàáîòó â ñîñòîÿíèè q � ñ öåëüþ ïðî÷åñòü âñ¼ ñëîâî w;
• M çàâåðøàåò ðàáîòó â ñîñòîÿíèè p.Òî åñòü

δ̂(q, w) = p ðàâíîñèëüíî (q, w) ∗|−−
M (p, λ).Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ïîëó÷àåì òàêîå ýêâèâàëåíòíîå îïèñàíèå ÿçûêà L(M):

L(M) = {w ∈ Σ∗ | (q0, w) ∗|−−
M (p, λ), ãäå p ∈ F}

= {w ∈ Σ∗ | δ̂(q0, w) ∈ F}.Òåïåðü íåôîðìàëüíî îïðåäåëèì, êàêîé èìåííî ÿçûê ïðèíèìàåòñÿ êîíå÷íûì àâòî-ìàòîì M , çàäàííûì íà ðèñ. 3.4, � ò. å. ÿçûê L(M). Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî âû÷èñëåíèå
M íàä ñëîâàìè ñ ÷¼òíûì [íå÷¼òíûì] ÷èñëîì ñèìâîëîâ 1 çàêàí÷èâàåòñÿ ëèáî â q0 ëèáîâ q2 [ñîîòâåòñòâåííî, ëèáî â q1 ëèáî â q3]. Àíàëîãè÷íî, åñëè ÷èñëî ñèìâîëîâ 0 âî âõîä-íîì ñëîâå x ÷¼òíî [íå÷¼òíî], òî δ̂(q0, x) ∈ {q0, q1} [δ̂(q0, x) ∈ {q2, q3}]. Ýòî íàáëþäåíèåïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.Ëåììà 3.3. L(M) = {w ∈ {0, 1}∗ | |w|0 + |w|1 ≡ 0 (mod 2)}.Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî êàæäûé êîíå÷íûé àâòîìàò ðàçäåëÿåò ìíîæå-ñòâî âñåõ ñëîâ Σ∗ íà |Q| êëàññîâ

Kl[p] = {w ∈ Σ∗ | δ̂(q0, w) = p},
= {w ∈ Σ∗ | (q0, w) |−−M (p, x)},è î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ âñåõ p, q ∈ Q, p 6= q, âûïîëíåíî ñëåäóþùåå:

⋃

p∈Q

Kl[p] = Σ∗ è Kl[p] ∩ Kl[q] = ∅.Èñïîëüçóÿ ýòó òåðìèíîëîãèþ, ìû çàïèñûâàåì ÿçûê L(M) â âèäå
L(M) =

⋃

p∈F

Kl[p].Èíûìè ñëîâàìè, ñëåäóþùåå áèíàðíîå îòíîøåíèå
xRδy ⇔ δ̂(q0, x) = δ̂(q0, y),



62 3 Êîíå÷íûå àâòîìàòûPSfrag replacements
Kl(q0)

Kl(q1)

Kl(q2)
Kl(q3)

Kl(qn)

...
∗P

...
Ðèñ. 3.5.çàäàííîå íà ìíîæåñòâå Σ∗, ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè � è ïðè ýòîì îïðå-äåëÿåò êîíå÷íîå ÷èñëî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè Kl[p] (ðèñ. 3.5).Èòàê, óäà÷íûé âàðèàíò çàäàíèÿ ÿçûêà L(M) ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü äëÿðàññìàòðèâàåìîãî êîíå÷íîãî àâòîìàòà M ìíîæåñòâà Kl[q0], Kl[q1], Kl[q2] è Kl[q3]. Àäëÿ ýòîãî ìû âûäâèãàåì ñëåäóþùóþ ãèïîòåçó:

Kl[q0] = {w ∈ {0, 1}∗ | |w|0 è |w|1 ÷¼òíûå};
Kl[q1] = {w ∈ {0, 1}∗ | |w|0 ÷¼òíîå, à |w|1 íå÷¼òíîå};
Kl[q2] = {w ∈ {0, 1}∗ | |w|0 íå÷¼òíîå, à |w|1 ÷¼òíîå};
Kl[q3] = {w ∈ {0, 1}∗ | |w|0 è |w|1 íå÷¼òíûå}.À ïîñêîëüêó

Kl[q0] ∪ Kl[q3] = {w ∈ {0, 1}∗ | |w|0 + |w|1 ≡ 0 (mod 2)},óòâåðæäåíèå ëåììû 3.3 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ýòîé ãèïîòåçû. Ïîýòîìó äëÿ çàâåðøå-íèÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 3.3 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñôîðìóëèðîâàííóþ ãèïîòåçó; ìûñäåëàåì ýòî èíäóêöèåé ïî äëèíå âõîäíîãî ñëîâà.Áàçèñ èíäóêöèè. Äîêàæåì ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè äëÿ âñåõ ñëîâ, äëèíà êîòîðûõíå ïðåâûøàåò 2.
δ̂(q0, λ) = q0 ⇒ λ ∈ Kl[q0].

δ̂(q0, 1) = q1 ⇒ 1 ∈ Kl[q1].

δ̂(q0, 0) = q2 ⇒ 0 ∈ Kl[q2].
(q0, 00) |−−M (q2, 0) |−−M (q0, λ) ⇒ 00 ∈ Kl[q0].
(q0, 01) |−−M (q2, 1) |−−M (q3, λ) ⇒ 01 ∈ Kl[q3].
(q0, 10) |−−M (q1, 0) |−−M (q3, λ) ⇒ 10 ∈ Kl[q3].
(q0, 11) |−−M (q1, 1) |−−M (q0, λ) ⇒ 11 ∈ Kl[q0].Èòàê, äëÿ âñåõ ñëîâ äëèíû 0, 1 è 2 ïðåäïîëîæåíèå âûïîëíÿåòñÿ.Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü i ≥ 2 � íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî. Ñ÷èòàåì, ÷òî ïðåäïîëîæåíèåèíäóêöèè âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ x ∈ {0, 1}∗, ãäå |x| ≤ i � è íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿäîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ýòîò æå ôàêò âûïîëíåí è äëÿ âñåõ ñëîâ äëèíû i + 1. Åñëè



3.2 Ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ïðåäñòàâëåíèÿ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ 63ìû äîêàæåì øàã èíäóêöèè äëÿ âñåõ i ≥ 2, òî ìû òåì ñàìûì ïîëó÷èì âûïîëíåíèåïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè äëÿ âñåõ ñëîâ ìíîæåñòâà (Σbool)
∗.Èòàê, ïóñòü w � ïðîèçâîëüíîå ñëîâî ÿçûêà (Σbool)

i+1. Òîãäà w ìîæíî çàïèñàòü ââèäå w = za, ãäå z ∈ Σi è a ∈ Σ. Äëÿ çíà÷åíèé |z|0 è |z|1 ìû áóäåì ðàçëè÷àòü 4âîçìîæíûõ âàðèàíòà.(a) |z|0 è |z|1 � îáà ÷¼òíûå.(b) |z|0 è |z|1 � îáà íå÷¼òíûå.(c) |z|0 ÷¼òíîå, à |z|1 � íå÷¼òíîå.(d) |z|0 íå÷¼òíîå, à |z|1 � ÷¼òíîå.Ðàññìîòðèì êàæäûé èç ýòèõ âàðèàíòîâ.(a) Âñëåäñòâèå âûïîëíåèÿ ñäåëàííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ äëÿ ñëîâà z (çàìåòèì, ÷òî |z| =

i) ìû ïîëó÷àåì, ÷òî δ̂(q0, z) = q0, ò. å. z ∈ Kl[q0]. Ïîýòîìó
δ̂(q0, za) = δ(δ̂(q0, z), a) =(èíä.) δ(q0, a) =

{
q1, åñëè a = 1,
q2, åñëè a = 0.Ïîñêîëüêó |z1|0 � ÷¼òíîå, à |z1|1 � íå÷¼òíîå, ðåçóëüòàò δ̂(q0, z1) = q1 ñîîòâåòñòâóåòïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè z1 ∈ Kl[q1].Ïîñêîëüêó |z0|0 � íå÷¼òíîå, à |z0|1 � ÷¼òíîå, ïîëó÷åííûé âûøå ðåçóëüòàò δ̂(q0, z0) =

q2 ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè z0 ∈ Kl[q2].(b) Ïðèìåíÿÿ ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè äëÿ ñëîâà z, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî δ̂(q0, z) = q3,ò. å. z ∈ Kl[q3].
δ̂(q0, za) = δ(δ̂(q0, z), a) =(èíä.) δ(q3, a) =

{
q2, åñëè a = 1,
q1, åñëè a = 0.Ýòîò ðåçóëüòàò òàêæå ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè � êîòîðîå òðåáóåòâûïîëíåíèÿ óñëîâèé z0 ∈ Kl[q1] è z1 ∈ Kl[q2].Âàðèàíòû (c) è (d) àíàëîãè÷íû, è ìû îñòàâëÿåì çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà ÷èòàòåëþ.

utÓïðàæíåíèå 3.4. Çàâåðøèòå äîêàçàòåëüñòâî ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè â ëåììå 3.3,ò. å. ðàññìîòðèòå âàðèàíòû (c) è (d).Óïðàæíåíèå 3.5. Ïóñòü èñïîëüçîâàíèå îáîçíà÷åíèÿ δ̂ ¾çàïðåùåíî¿. Ïåðåïåøèòå äî-êàçàòåëüñòâî ëåììû 3.3, èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ ∗|−−
M è |−−

M âìåñòî δ̂.Óïðàæíåíèå 3.6. Ïóñòü L = {w ∈ (Σbool)
∗ | |w|0 íå÷¼òíîå}. Îïèøèòå àâòîìàò M ,îïðåäåëÿþùèé ÿçûê L(M) = L, è äîêàæèòå, ÷òî îïèñàííûé àâòîìàò äåéñòâèòåëüíîÿâëÿåòñÿ èñêîìûì.Óïðàæíåíèå 3.7. Îïèøèòå êîíå÷íûå àâòîìàòû äëÿ ÿçûêîâ ∅, Σ∗ è Σ+ � äëÿ ïðî-èçâîëüíîãî àëôàâèòà Σ. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìû êàê ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå, òàê èîïèñàíèå ïÿò¼ðêè ñ ïîìîùüþ îïðåäåë¼ííîãî âûøå ôîðìàëèçìà.Åñëè ïðåäñòàâëåíî äåòàëüíîå îïèñàíèå íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî àâòîìàòà A, òî îáû÷-íî ìîæíî ïðèâåñòè è îïèñàíèå ÿçûêà ýòîãî àâòîìàòà L(A) � ïðè÷¼ì áåç ôîðìàëüíîãîäîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî ÿçûê äåéñòâèòåëüíî îïðåäåëÿåòñÿ çàäàííûì àâòîìàòîì. Ïðè



64 3 Êîíå÷íûå àâòîìàòûýòîì, êàê ïðàâèëî, ìû ðàçäåëÿåì ýòè äâå çàäà÷è � îïèñàíèå àâòîìàòà è ôîðìàëüíîåäîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî îí äåéñòâèòåëüíî îïðåäåëÿåò òðåáóåìûé ÿçûê.11 Îäíàêî ïðèäîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3.3 ìû ðàññìîòðåëè î÷åíü âàæíûå ïðè¼ìû, ïðèìåíÿåìûå â ïðî-öåññå îïèñàíèÿ, â ïðîöåññå ïðîåêòèðîâàíèÿ êîíêðåòíîãî êîíå÷íîãî àâòîìàòà. Õîðîøàÿñòðàòåãèÿ (òåõíîëîãèÿ) ïðîåêòèðîâàíèÿ àâòîìàòà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Âî-ïåðâûõ,ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ âõîäíûõ ñëîâ (ò. å. Σ∗) íåîáõîäèìî ðàçäåëèòü íà êëàññû� â ñîîòâåòñòâèè ñ íåêîòîðûìè ñâîéñòâàìè ñëîâ, ôîðìóëèðóåìûìè íà îñíîâå çàäàí-íîãî ÿçûêà. È, âî-âòîðûõ, íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ïåðåõîäû ìåæäó ýòèìè êëàññàìè� íà îñíîâå ðàññìîòðåíèÿ êîíêàòåíàöèé áóêâ àëôàâèòà Σ, ñîîòâåòñòâóþùèõ òàêèìïåðåõîäàì, è ñëîâ, âõîäÿùèõ â ýòè êëàññû.Ðàññìîòðèì ïîäîáíóþ òåõíîëîãèþ äëÿ ðàçðàáîòêè êîíå÷íîãî àâòîìàòà, çàäàþùåãîÿçûê
U = {w ∈ (Σbool)

∗ | |w|0 = 3 è (|w|1 ≥ 2 èëè |w|1 = 0)}.Îòìåòèì, ÷òî åñëè |w|0 = 3, òî äëÿ ëþáîãî ñëîâà w êàæäûé àâòîìàò B, çàäàþùèéÿçûê L(B) = U , äîëæåí ðàçëè÷àòü ñëó÷àè
|w|0 = 0, |w|0 = 1, |w|0 = 2, |w|0 = 3 è |w|0 ≥ 4� ò. å. B äîëæåí ñ÷èòàòü ÷èñëî ñèìâîëîâ 0 (äî çíà÷åíèÿ 4) â ïðåôèêñàõ âñåõ âõîäíûõñëîâ. Îäíîâðåìåííî ñ ýòèì àâòîìàò äîëæåí ñ÷èòàòü ÷èñëî âõîæäåíèé ñèìâîëà 1 � äëÿòîãî, ÷òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü ðàçëè÷àòü ñëåäóþùèå òðè ñëó÷àÿ:

|w|1 = 0, |w|1 = 1 è |w|1 ≥ 2.Ñëåäîâàòåëüíî, íàäî ðàññìîòðåòü òàêîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé (ò. å. ðàçäåëåíèå ìíîæå-ñòâà ñëîâ {0, 1}∗ íà êëàññû):
Q = {qi,j | i ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, j ∈ {0, 1, 2}}.Ñìûñë ýòèõ ñîñòîÿíèé ñëåäóþùèé. Äëÿ âñåõ i ∈ {0, 1, 2, 3} è j ∈ {0, 1}:

Kl[qi,j ] = {w ∈ (Σbool)
∗ | |w|0 = i è |w|1 = j};

Kl[qi,2] = {w ∈ (Σbool)
∗ | |w|0 = i è |w|1 ≥ 2};

Kl[q4,j ] = {w ∈ (Σbool)
∗ | |w|0 ≥ 4 è |w|1 = j};

Kl[q4,2] = {w ∈ (Σbool)
∗ | |w|0 ≥ 4 è |w|1 ≥ 2}.Î÷åâèäíî, ÷òî èíèöèàëüíûì ñîñòîÿíèåì àâòîìàòà B ÿâëÿåòñÿ q0,0. Ôóíêöèþ ïåðå-õîäîâ B ìîæíî òî÷íî îïðåäåëèòü, îïèðàÿñü íà ñìûñë ñîñòîÿíèé qi,j � êàê ìû äåëàëèðàíåå, ïðè ðàññìîòðåíèè ïðèìåðà íà ðèñ. 3.6.12 Ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

U = Kl[q3,0] ∪ Kl[q3,2],ïîñëå ÷åãî âûáèðàåì F = {q3,0, q3,2}.
11 Çàìåòèì, ÷òî ýòà ñèòóàöèÿ àíàëîãè÷íà ðàçðàáîòêå ¾îáû÷íûõ¿ ïðîãðàìì � ïîñêîëüêó êî-íå÷íûå àâòîìàòû ôàêòè÷åñêè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñïåöèàëüíûé ÿçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ.Äåéñòâèòåëüíî, èç-çà î÷åíü áîëüøîãî îáú¼ìà ñîîòâåòñòâóþùåé ðàáîòû ìû ïðàêòè÷åñêè íè-êîãäà íå ðàññìàòðèâàåì ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíîñòè ñîçäàííîé ïðîãðàììû.
12 Òî÷íåå � îïèðàÿñü íà îïðåäåëåíèÿ êëàññîâ Kl[qi,j ].
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q0,0

q0,1

q0,2

q1,0

q1,1

q1,2

q2,0

q2,1

q2,2

q3,0

q3,1

q3,2

q4,0

q4,1

q4,2

0

0

00 00

00 00

00 00

1 1 1 1

111 11

111 11

0, 1Ðèñ. 3.6.Óïðàæíåíèå 3.8. Ðàññìîòðèì êîíå÷íûé àâòîìàò B, ïðèâåä¼ííûé íà ðèñ. 3.6.
• Äîêàæèòå, ÷òî L(B) = U .
• Îïèøèòå àâòîìàò A, òàêîé ÷òî L(A) = U , è ïðè ýòîì A èìååò ìåíüøå ñîñòîÿíèé,÷åì B. Îïðåäåëèòå Kl[q] äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ q àâòîìàòà A.Óïðàæíåíèå 3.9. Îïðåäåëèòå êîíå÷íûé àâòîìàò äëÿ êàæäîãî èç ñëåäóþùèõ ðåãó-ëÿðíûõ ÿçûêîâ:
• {w ∈ {0, 1, 2}∗ | w = 002122x, x ∈ (Σbool)

∗};
• {w ∈ {a, b, c}∗ | w = xabcabc, x ∈ {a, b, c}∗};
• {w ∈ {a, b, c}∗ | w = xaabby, x, y ∈ {a, b, c}∗;
• {w ∈ {0, 1}∗ | |w|0 ≡ 1 (mod 3) è w = x111y äëÿ x, y ∈ {0, 1}∗};
• {abbxb3y | x, y ∈ {a, b}∗};
• {w ∈ {a, b}∗ | w = abbz è w = ub3v äëÿ íåêîòîðûõ z, u, v ∈ {a, b}∗}.(Äîñòàòî÷íî äàòü ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ýòèõ àâòîìàòîâ.) Îïèøèòå êëàññ Kl[q]äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ q êàæäîãî èç ýòèõ àâòîìàòîâ.3.3 Ìîäåëèðîâàíèå êîíå÷íûõ àâòîìàòîâÒåðìèí ¾ìîäåëèðîâàíèå¿ â òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêå óïîòðåáëÿåòñÿ î÷åíü ÷àñòî.Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà âñþ åãî âàæíîñòü, ñòðîãîå ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå ýòîãî òåð-ìèíà íèêòî äàæå íå ïûòàëñÿ ââåñòè. Ïðè÷èíà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â ïðåäåëàõðàçëè÷íûõ ñòðóêòóð ó ýòîãî òåðìèíà èìåþòñÿ ðàçëè÷íûå èíòåðïðåòàöèè.Ñàìîå äåòàëüíîå îïðåäåëåíèå ìîäåëèðîâàíèÿ âû÷èñëåíèÿ òðåáóåò, ÷òîáû êàæäûé(ýëåìåíòàðíûé) øàã ýòîãî âû÷èñëåíèÿ èìèòèðîâàëñÿ â òî÷íîñòè îäíèì øàãîì ðàáîòûìîäåëè; íåìíîãî îñëàáëåííîå òðåáîâàíèå ðàçðåøàåò íåñêîëüêî øàãîâ ðàáîòû ìîäåëè.Íî ìîæíî òàêæå ìîäåëèðîâàòü âû÷èñëåíèÿ áåç èìèòàöèè êàæäîãî øàãà � íàêëàäûâàÿïðè ýòîì äîïîëíèòåëüíîå òðåáîâàíèå, çàêëþ÷àþùååñÿ â äîñòèæåíèè ìîäåëèðóåìûìâû÷èñëåíèåì íåêîòîðûõ âàæíûõ êîíôèãóðàöèé. À íàèáîëåå îáùåå îïðåäåëåíèå òðå-áóåò ëèøü íåîáõîäèìîé çàâèñèìîñòè ìåæäó âõîäíûìè è âûõîäíûìè äàííûìè � è ïðè



66 3 Êîíå÷íûå àâòîìàòûýòîì íå èìååò çíà÷åíèÿ, êàê èìåííî âû÷èñëåíû ýòè âûõîäíûå äàííûå íà îñíîâå ñîîò-âåòñòâóþùèõ âõîäíûõ.Â ýòîì ðàçäåëå ìû îïèñûâàåì ìîäåëèðîâàíèå â óçêîì ñìûñëå ýòîãî ñëîâà � ïóò¼ìñîçäàíèÿ êîíå÷íîãî àâòîìàòà, êîòîðûé ïîøàãîâî ìîäåëèðóåò îäíîâðåìåííûå âû÷èñëå-íèÿ (îäíîâðåìåííóþ ðàáîòó) äâóõ äðóãèõ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ.PSfrag replacements
x2

x2x2

x1

x1x1

xi

xixiM1 : M2 :

M :

(q, p)

q p

Ðèñ. 3.7.Ëåììà 3.10. Ïóñòü Σ � íåêîòîðûé àëôàâèò, à M1 = (Q1, Σ, δ1, q01, F1) è M2 =
(Q2, Σ, δ2, q02, F2) � íåêîòîðûå êîíå÷íûå àâòîìàòû. Òîãäà äëÿ êàæäîé èç îïåðàöèé
� ∈ {∪,∩,−} ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé àâòîìàò M , òàêîé ÷òî

L(M) = L(M1) � L(M2).Äîêàçàòåëüñòâî. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè òàêîãî àâòîìàòà M , êî-òîðûé ìîäåëèðóåò îäíîâðåìåííóþ ðàáîòó îáîèõ çàäàííûõ àâòîìàòîâ, M1 è M2, íàäîäíèì è òåì æå ñëîâîì.13Ñàìà èäåÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîñòà. Ñîñòîÿíèÿ àâòîìàòà M ñóòü ïàðû (q, p), ãäå q �ñîñòîÿíèå M1, à p � ñîñòîÿíèå M2. Ïåðâûé ýëåìåíò òàêîé ïàðû äîëæåí áûòü ðàâåí qòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M1 íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè q. Àíàëîãè÷íî, âòîðîé ýëåìåíòïàðû (ñîñòîÿíèÿ àâòîìàòà M) äîëæåí áûòü ðàâåí p òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M2íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè p. (Ñì. ðèñ. 3.7).Ïðåäñòàâëåííîå äàëåå ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî � êàê è îáû÷íî â ïîäîáíûõ ñëó-÷àÿõ � ìîæíî ðàçäåëèòü íà ñëåäóþùèå äâà ýòàïà. Ñíà÷àëà ìû äàäèì ôîðìàëüíîåîïèñàíèå àâòîìàòà M � à ïîòîì äîêàæåì, ÷òî M äåéñòâèòåëüíî ìîäåëèðóåò îáà àâòî-ìàòà, M1 è M2.Îïèñàíèå M . Ïîëîæèì M = (Q, Σ, δ, q0, F�), ãäå:
• Q = Q1 × Q2;
13 Áîëåå òîãî, â äàííîé ñèòóàöèè êàêèõ-ëèáî èíûõ âàðèàíòîâ ïðîñòî íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü� ïîñêîëüêó M ìîæåò ñ÷èòûâàòü âõîäíîå ñëîâî ëèøü îäèí ðàç, è, ñëåäîâàòåëüíî, M íåìîæåò ñíà÷àëà ìîäåëèðîâàòü M1, à ïîòîì M2.
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• q0 = (q01, q02);
• äëÿ âñåõ q ∈ Q1, p ∈ Q2 è a ∈ Σ δ((q, p), a) = (δ1(q, a), δ2(p, a));
• åñëè � = ∪, òî F = F1 × Q2 ∪ Q1 × F2

{ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç àâòîìàòîâ, M1 èëè M2, äîïóñêàåò âõîäíîå ñëîâî, ò. å.îñòàíàâëèâàåòñÿ â äîïóñêàþùåì ñîñòîÿíèè};åñëè � = ∩, òî F = F1 × F2

{îáà àâòîìàòà äîïóñêàþò âõîäíîå ñëîâî};åñëè � = −, òî F = F1 × (Q2 − F2)
{M1 äîëæåí äîïóñêàòü âõîäíîå ñëîâî, à M2 äîëæåí åãî íå äîïóñêàòü}.Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ L(M) = L(M1)�L(M2). ×òîáû äîêàçàòü ëåììó äëÿêàæäîé èç îïåðàöèé � ∈ {∪,∩,−}, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà

δ̂((q01, q02), x) = (δ̂1(q01, x), δ̂2(q02, x)) (3.1)äëÿ âñåõ x ∈ Σ∗. Äîêàæåì ýòî ðàâåíñòâî èíäóêöèåé ïî |x|.Áàçèñ èíäóêöèè. Äëÿ x = λ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (3.1) î÷åâèäíî.Øàã èíäóêöèè.Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî i äîêàæåì, ÷òî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (3.1)äëÿ âñåõ ñëîâ x ∈ Σ∗, èìåþùèõ äëèíó |x| ≤ i, âëå÷¼ò âûïîëíåíèå ýòîãî æå óñëîâèÿäëÿ âñåõ ñëîâ w ∈ Σi+1 � ò. å. (3.1) ñ çàìåíîé x íà w.Ïóñòü w � ïðîèçâîëüíîå ñëîâî èç Σi+1. Ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü w êàê
w = za, ãäå z ∈ Σi è a ∈ Σ.Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ δ̂, ïîëó÷àåì

δ̂((q01, q02), w) = δ̂((q01, q02), za)

= δ(δ̂((q01, q02), z), a)

=
(3.1)

δ((δ̂1(q01, z), δ̂2(q02, z)), a)

=Îïð.δ (δ1(δ̂1(q01, z), a), δ2(δ̂2(q02, z), a))

= (δ̂(q01, za), δ̂(q02, za))

= (δ̂(q01, w), δ̂(q02, w)).

utÓïðàæíåíèå 3.11. Ïóñòü L ⊆ Σ∗ � íåêîòîðûé ðåãóëÿðíûé ÿçûê. Äîêàæèòå, ÷òî L{ =
Σ∗ − L � òàêæå ðåãóëÿðíûé ÿçûê.3.4 Äîêàçàòåëüñòâà íåðàçðåøèìîñòèÄëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî ôàêòà, ÷òî íåêîòîðûé êîíêðåòíûé ÿçûê L íå ÿâëÿåòñÿ ðåãó-ëÿðíûì, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò íè îäíîãî êîíå÷íîãî àâòîìàòà, äîïóñ-êàþùåãî L. Îáû÷íî äîêàçàòåëüñòâî íåðàçðåøèìîñòè íåêîòîðîé çàäàííîé ïðîáëåìû âîïðåäåë¼ííîì êëàññå àëãîðèòìîâ � ò. å. äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî íèêàêàÿ ïðîãðàììàèç ýòîãî êëàññà íå ðåøàåò äàííóþ ïðîáëåìó � îòíîñèòñÿ ê ñàìûì òðóäíûì çàäà÷àìòåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè.



68 3 Êîíå÷íûå àâòîìàòûÒàêèå äîêàçàòåëüñòâà íàçûâàþò äîêàçàòåëüñòâàìè íåðàçðåøèìîñòè (íåñóùåñòâî-âàíèÿ).14 Â îòëè÷èå îò êîíñòðóêòèâíûõ äîêàçàòåëüñòâ � â êîòîðûõ ìû äîêàçûâàåìñóùåñòâîâàíèå íåêîòîðîãî îáúåêòà ñ íóæíûìè íàì ñâîéñòâàìè, ïðîñòî ñîçäàâàÿ, êîí-ñòðóèðóÿ, ÿâíî óêàçûâàÿ òàêîé îáúåêò (íàïðèìåð, ìû ñîçäà¼ì êîíå÷íûé àâòîìàò Mñ ÷åòûðüìÿ ñîñòîÿíèÿìè äëÿ íåêîòîðîãî çàäàííîãî ðåãóëÿðíîãî ÿçûêà) � ìû íå ìî-æåì äîêàçûâàòü ôàêò íåñóùåñòâîâàíèÿ îáúåêòà ñ íåîáõîäèìûìè ñâîéñòâàìè ñðåäèáåñêîíå÷íîãî íàáîðà êàíäèäàòîâ (íàïðèìåð, ñðåäè âñåõ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ), ïðîñòîïðîâåðÿÿ âûïîëíåíèå íåîáõîäèìîãî ñâîéñòâà äëÿ êàæäîãî èç íèõ. Äîêàçûâàÿ íåñóùå-ñòâîâàíèå îáúåêòà ñ äàííûìè ñâîéñòâàìè â áåñêîíå÷íîì êëàññå êàíäèäàòîâ, ìû äîëæ-íû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ñâî¼ ãëóáîêîå ïîíèìàíèå òåõ ñâîéñòâ êàæäîãî êàíäèäàòà èçýòîãî êëàññà, êîòîðûå ïðîòèâîðå÷àò íåîáõîäèìûì ñâîéñòâàì òðåáóåìîãî îáúåêòà.Ïîñêîëüêó êëàññ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ � ýòî êëàññ ïðîãðàìì ñ î÷åíü ñèëüíûìè îãðà-íè÷åíèÿìè, äîêàçàòåëüñòâà íåñóùåñòâîâàíèÿ òèïà ¾íå ñóùåñòâóåò íè îäíîãî êîíå÷íîãîàâòîìàòà, äîïóñêàþùåãî çàäàííûé ÿçûê L¿ ÿâëÿþòñÿ îòíîñèòåëüíî ïðîñòûìè. Âîñ-ïîëüçóåìñÿ ýòèì ôàêòîì äëÿ íåñëîæíîãî ââåäåíèÿ â ìåòîäîëîãèþ ñîçäàíèÿ ïîäîáíûõäîêàçàòåëüñòâ íåðàçðåøèìîñòè (íåñóùåñòâîâàíèÿ).Èòàê, ìû çíàåì, ÷òî êîíå÷íûå àâòîìàòû ïîëó÷èëè ñâî¼ íàçâàíèå ïîòîìó, ÷òî èõåäèíñòâåííî âîçìîæíàÿ ïàìÿòü15 � ýòî òåêóùååå ñîñòîÿíèå (ò. å. íîìåð òåêóùåé ñòðîêèïðîãðàììû). Îòñþäà ñëåäóåò âûâîä: åñëè àâòîìàò A, ïðî÷èòàâ äâà ðàçíûõ ñëîâà x è
y, äîñòèãàåò îäíîãî è òîãî æå ñîñòîÿíèÿ (ò. å. åñëè δ̂(q0, x) = δ̂(q0, y)), òî A áîëüøå íåìîæåò îòëè÷èòü x îò y. Ôîðìàëüíî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàâåíñòâî

δ̂(q0, x) = δ̂(q0, y)ïîäðàçóìåâàåò äëÿ âñåõ z ∈ Σ∗ âûïîëíåíèå è äðóãîãî ðàâåíñòâà:
δ̂A(q0, xz) = δ̂A(q0, yz).Ñôîðìóëèðóåì ýòî âàæíîå ñâîéñòâî êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ â âèäå ñëåäóþùåé ëåììû.Ëåììà 3.12. Ïóñòü A = (Q, Σ, δA, q0, F ) � íåêîòîðûé êîíå÷íûé àâòîìàò. Ïóñòüòàêæå äëÿ íåêîòîðûõ x, y ∈ Σ∗, òàêèõ ÷òî x 6= y, è äëÿ íåêîòîðîãî ñîñòîÿíèÿ

p ∈ Q âûïîëíåíû óñëîâèÿ
(q0, x) ∗|−−

A (p, λ) è (q0, y) ∗|−−
A (p, λ)(ò. å. δ̂A(q0, x) = δ̂A(q0, y) = p, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, x, y ∈ Kl[p]). Òîãäà äëÿ êàæ-äîãî z ∈ Σ∗ ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå ñîñòîÿíèå r ∈ Q, òàêîå ÷òî xz, yz ∈ Kl[r], è,ñîîòâåòñòâåííî,

xz ∈ L(M) ⇐⇒ yz ∈ L(M).Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå âû÷èñëåíèé
(q0, x) ∗|−−

A (p, λ) è (q0, y) ∗|−−
A (p, λ)àâòîìàòà A íàä âõîäíûìè ñëîâàìè x è y ïîäðàçóìåâàåò äëÿ êàæäîãî z ∈ Σ∗ ñóùåñòâî-âàíèå ñëåäóþùèõ åãî âû÷èñëåíèé íàä ñëîâàìè xz è yz:

14 Â àíãëèéñêîì âàðèàíòå ¾nonexistence¿ � ÷òî ìîæåò áûòü âîñïðèíÿòî êàê èãðà ñëîâ, ïî-ñêîëüêó îäíèì èç âàæíåéøèõ çíà÷åíèé ñëîâà ¾existence¿ ÿâëÿåòñÿ ôèëîñîôñêîå ïîíÿòèå¾áûòèå¿. (Ïðèì. ïåðåâ.)
15 Èëè � åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü õðàíåíèÿ èíôîðìàöèè.
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(q0, xz) ∗|−−

A (p, z) è (q0, yz) ∗|−−
A (p, z).Åñëè r = δ̂A(p, z) (ò. å. åñëè (p, z) ∗|−−

A (r, λ) � âû÷èñëåíèå àâòîìàòà A íàä ñëîâîì z,íà÷èíàþùååñÿ â ñîñòîÿíèè p), òî âû÷èñëåíèå àâòîìàòà A íàä ñëîâîì xz � ñëåäóþùåå:
(q0, xz) ∗|−−

A (p, z) ∗|−−
A (r, λ),à âû÷èñëåíèå A íàä yz �

(q0, yz) ∗|−−
A (p, z) ∗|−−

A (r, λ).Åñëè r ∈ F , òî îáà ñëîâà, xz è yz, ïðèíàäëåæàò ÿçûêó L(A). À åñëè r /∈ F � òî íàîáîðîò,îáà ýòèõ ñëîâà íå ïðèíàäëåæàò L(A). utËåììà 3.12 ôîðìóëèðóåò òàêîå îáùåå ñâîéñòâî âñåõ äåòåðìèíèðîâàííûõ âû÷èñëè-òåëüíûõ ìîäåëåé. Åñëè äåòåðìèíèðîâàííàÿ ìàøèíà (äåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì)äîñòèãàåò îäíîé è òîé æå êîíôèãóðàöèè16 ïðè âû÷èñëåíèÿõ íàä äâóìÿ ðàçëè÷íûìèâõîäàìè, òî ëþáûå âîçìîæíûå îñòàâøèåñÿ âû÷èñëåíèÿ â îáîèõ ñëó÷àÿõ èäåíòè÷íû.Ñëåäñòâèåì ýòîãî ôàêòà â ñëó÷àå ïðîáëåìû ïðèíàäëåæíîñòè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îáà âõî-äà èëè îäíîâðåìåííî ïðèíèìàþòñÿ, èëè îäíîâðåìåííî îòêëîíÿþòñÿ.Ìû ìîæåì ëåãêî ïðèìåíèòü ëåììó 3.12 äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî ôàêòà, ÷òî íåêîòî-ðûå êîíêðåòíûå ÿçûêè íå ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè. Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî íà ïðèìåðåÿçûêà
L = {0n1n | n ∈ IN0}.Èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî ÿçûê L ¾ñëèøêîì ñëîæåí¿ äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî àâòîìàòà �ïîñêîëüêó äëÿ òîãî, ÷òîáû ñðàâíèòü ÷èñëî íóëåé ñ ÷èñëîì åäèíèö, íåîáõîäèìî ïðåæäåâñåãî çàïîìèíàòü ÷èñëî íóëåé (ò. å. ôàêòè÷åñêè ïîñ÷èòàòü èõ). Îäíàêî ÷èñëî íóëåé âïðåôèêñå 0n ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèì � à ïîñêîëüêó ëþáîé êîíå÷íûé àâòî-ìàò èìååò îãðàíè÷åííûé ðàçìåð (ò. å. êîíå÷íîå ÷èñëî ñîñòîÿíèé), òî íèêàêîé àâòîìàòíå ìîæåò ïîñ÷èòàòü ÷èñëî íóëåé âî âõîäíûõ ñëîâàõ. Îñòàëîñü ïðèâåñòè ôîðìàëüíîåäîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî òàêîé ïîäñ÷¼ò íåîáõîäèì äëÿ ïðèíÿòèÿ ÿçûêà L. Èòàê, äîêà-æåì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî L /∈ L(KA).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî L ∈ L(KA). Ïóñòü A = (Q, Σbool, δA, q0, F ) � íåêîòîðûé êîíå÷-íûé àâòîìàò, òàêîé ÷òî L(A) = L. Ðàññìîòðèì ñëîâà

01, 02, 03, . . . , 0|Q|+1.Ïîñêîëüêó ÷èñëî ýòèõ ñëîâ ðàâíî |Q| + 1, ñóùåñòâóþò ÷èñëà i, j ∈ {1, 2, . . . , |Q| + 1},òàêèå ÷òî i < j è
δ̂A(q0, 0

i) = δ̂A(q0, 0
j).Ñîãëàñíî ëåììå 3.12,

0iz ∈ L ⇔ 0jz ∈ Läëÿ âñåõ z ∈ (Σbool)
∗. Îäíàêî ïîñëåäíåå íåâåðíî � ïîñêîëüêó äëÿ z = 1i

0i1i ∈ L, íî 0j1i /∈ L.
16 Ïðè ýòîì êîíôèãóðàöèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïîëíîå, îáîáù¼ííîå îïèñàíèå ñîñòîÿíèÿ ìà-øèíû, âêëþ÷àþùåå íå òîëüêî ñàìî ñîñòîÿíèå, íî è äîñòóïíóþ ê òåêóùåìó ìîìåíòó ÷àñòüââîäà.



70 3 Êîíå÷íûå àâòîìàòûÓïðàæíåíèå 3.13. Äîêàæèòå íà îñíîâå ëåììû 3.12, ÷òî ñëåäóþùèå ÿçûêè íå ïðè-íàäëåæàò êëàññó L(KA):
• {w ∈ {a, b}∗ | |w|a = |w|b};
• {anbmcn | n, m ∈ IN0};
• {w ∈ {0, 1, #}∗ | w = x#x äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ {0, 1}∗};
• {x1y ∈ {0, 1}∗ | |x| = |y|}.Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü åù¼ îäèí � òîæå íåñëîæíûé � ìåòîä äîêà-çàòåëüñòâà íåðåãóëÿðíîñòè êîíêðåòíûõ ÿçûêîâ, ìîæíî íàéòè íåêîòîðûå ïîääàþùèå-ñÿ ïðîñòîé ïðîâåðêå ñâîéñòâà (óñëîâèÿ), êîòîðûì óäîâëåòâîðÿåò êàæäûé ðåãóëÿðíûéÿçûê. È åñëè íåêîòîðûé ÿçûê íå óäîâëåòâîðÿåò êàêîìó-ëèáî èç ýòèõ óñëîâèé � òîìîæíî ñðàçó çàêëþ÷èòü, ÷òî ýòîò ÿçûê íåðåãóëÿðåí. Äàëåå ìû ïðèâîäèì äâà ìåòîäàïðîâåðêè óñëîâèé âèäà L /∈ L(KA).Ïåðâûé èç íèõ íàçûâàåòñÿ îñíîâàí íà ò. í. ¾ðàçðàñòàíèè¿17 � ò. å. íà ñëåäóþùåéèäåå. Åñëè

(p, x) ∗|−−
A (p, λ),äëÿ íåêîòîðûõ ñîñòîÿíèÿ p è ñëîâà x, òî

(p, xi) ∗|−−
A (p, λ)äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ i (ðèñ. 3.8). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî àâòîìàò A íå ìîæåò çàïîìíèòü,êàê ìíîãî ðàç îí óæå ïðî÷¼ë ñëîâî x � è, ñëåäîâàòåëüíî, A íå ìîæåò ñäåëàòü ðàçè÷èåìåæäó ñëîâàìè ñ ðàçëè÷íûì ÷èñëîì ïîâòîðåíèé x. Ïîýòîìó åñëè δ̂A(q0, y) = p äëÿíåêîòîðîãî y ∈ Σ∗, è ïðè ýòîì δ̂A(p, z) = r äëÿ íåêîòîðîãî z ∈ Σ∗ (ðèñ. 3.8), òî

(q0, yxiz) ∗|−−
A (p, xiz) ∗|−−

A (p, z) ∗|−−
A (r, λ)� âû÷èñëåíèå àâòîìàòà A íàä ñëîâîì yxiz äëÿ âñåõ i ∈ IN0, ò. å.

{yxiz | i ∈ IN0} ⊆ Kl[r]äëÿ íåêîòîðîãî r ∈ Q. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî A ëèáî ïðèíèìàåò âñå ñëîâà òèïà yxiz äëÿëþáîãî i ∈ IN0 (åñëè r ∈ F ), ëèáî íå ïðèíèìàåò íè îäíîãî òàêîãî ñëîâà (åñëè r ∈ Q−F ).Ëåììà 3.14 (î ðàçðàñòàíèè äëÿ ðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ).Äëÿ êàæäîãî ðåãóëÿðíîãî ÿçûêà L ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà n0 ∈ IN, òàêàÿ ÷òîêàæäîå ñëîâî w ∈ Σ∗ ñ |w| ≥ n0 ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå
w = yxz,ïðè÷¼ì:(a) |yx| ≤ n0;(b) |x| ≥ 1;(c) ëèáî {yxkz | k ∈ IN0} ⊆ L, ëèáî {yxkz | k ∈ IN0} ∩ L = ∅.

17 Èëè, â äðóãèõ ïåðåâîäàõ � ¾íàêà÷èâàíèè¿. Ñîîòâåòñòâåííî, ïðèâîäèìàÿ äàëåå ëåììà 3.14íàçûâàåòñÿ ¾ëåììîé î ðàçðàñòàíèè¿ èëè ¾ëåììîé î íàêà÷êå¿. (Ïðèì. ïåðåâ.)
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rÐèñ. 3.8.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L ⊆ Σ∗ � íåêîòîðûé ðåãóëÿðíûé ÿçûê. Òîãäà ñóùåñòâóåòêîíå÷íûé àâòîìàò A = (Q, Σ, δA, q0, F ), òàêîé ÷òî L(A) = L. Ïîëîæèì
n0 = |Q|.Ïóñòü w � ïðîèçâîëüíîå ñëîâî íàä àëôàâèòîì Σ, èìåþùåå äëèíó |w| ≥ n0. Ýòîñëîâî ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

w = w1w2 . . . wn0u,ãäå wi ∈ Σ äëÿ i = 1, . . . , n0 è u ∈ Σ∗.Ðàññìîòðèì òàêîå âû÷èñëåíèå àâòîìàòà A íàä ñëîâîì w1w2 . . . wn0 :
(q0, w1w2w3 . . . wn0) |−−A (q1, w2w3 . . . wn0)

|−−
A (q2, w3 . . . wn0) |−−A · · · |−−A (qn0−1, wn0) |−−A (qn0 , λ). (3.2)Âñåãî èìååòñÿ n0 + 1 ñîñòîÿíèé q0, q1, q2, . . . , qn0 � â n0 + 1 êîíôèãóðàöèÿõ ýòîãî âû-÷èñëåíèÿ. Ïîñêîëüêó |Q| = n0, ñóùåñòâóþò òàêèå i, j ∈ {0, 1, . . . , n0}, i < j, ÷òî qi = qj .Ñëåäîâàòåëüíî, âû÷èñëåíèå (3.2) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

(q0, w1 . . . wn0)
∗|−−
A (qi, wi+1 . . . wn0)

∗|−−
A (qi, wj+1 . . . wn0)

∗|−−
A (qn0 , λ). (3.3)Ïîëîæèì

y = w1 . . . wi, x = wi+1 . . . wj è z = wj+1 . . . wn0u.Î÷åâèäíî, ÷òî w = yxz. Ïðîâåðèì, ÷òî óñëîâèÿ (a), (b) è (c) âûïîëíèíû äëÿ óêàçàííîãîíàìè ðàçäåëåíèÿ ñëîâà w íà òðè ïîäñëîâà y, x, è z.(a) yx = w1 . . . wiwi+1 . . . wj � è, ñëåäîâàòåëüíî, |yx| = j ≤ n0.(b) Âñëåäñòâèå i < j è |x| = j − i ìû ïîëó÷àåì, ÷òî x 6= λ (ò. å. |x| ≥ 1).(c) Åñëè ìû â âû÷èñëåíèè (3.3) çàìåíèì îáîçíà÷åíèå y íà w1 . . . wi, à x íà wi+1 . . . wj , òîâû÷èñëåíèå àâòîìàòà A íàä ñëîâîì yx ìîæåò áûòü çàïèñàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:
(q0, yx) ∗|−−

A (qi, x) ∗|−−
A (qi, λ). (3.4)Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâîâàíèå âû÷èñëåíèÿ (3.3) ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî k ∈

IN0
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(qi, x

k) ∗|−−
A (qi, λ).Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî k ∈ IN0

(q0, yxkz) ∗|−−
A (qi, x

kz) ∗|−−
A (qi, z) ∗|−−

A (δ̂A(qi, z), λ)ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèåì àâòîìàòà A íàä ñëîâîì yxkz. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî
k ∈ IN0 äàííîå âû÷èñëåíèå çàêàí÷èâàåòñÿ â îäíîì è òîì æå ñîñòîÿíèè δ̂A(qi, z).Åñëè δ̂A(qi, z) ∈ F , òî A ïðèíèìàåò âñå ñëîâà ÿçûêà {yxkz | k ∈ IN0}.À åñëè δ̂A(qi, z) /∈ F , òî A íå ïðèíèìàåò íè îäíîãî ñëîâà ýòîãî ÿçûêà.Ïîñëåäíèé ôàêò çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.14. utÊàê ïðèìåíèòü ëåììó 3.14 äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî íåêîòîðûé êîíêðåò-íûé ÿçûê íå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì? Äëÿ ýòîãî ìû ñíîâà áóäåì èñïîëüçîâàòü ÿçûê

L = {0n1n | n ∈ IN0}. Íàøà öåëü � ïîêàçàòü, ÷òî ýòîò ÿçûê íå îáëàäàåò ñâîéñòâîìðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ, ñôîðìóëèðîâàííûì â ëåììå î ðàçðàñòàíèè. Ñäåëàåì ýòî ïóò¼ìäîêàçàòåëüñòâà îò ïðîòèâíîãî.Èòàê, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÿçûê L ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿêîíñòàíòà n0, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâàìè, ñôîðìóëèðîâàííûìè â ëåììå 3.14. Ýòî îçíà-÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî ñëîâà w äëèíû íå ìåíåå n0 äîëæíî ñóùåñòâîâàòü ðàçáèåíèåýòîãî ñëîâà íà ÷àñòè ñî ñâîéñòâàìè (a), (b) è (c). Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óñëîâèÿ
L /∈ L(KA) äîñòàòî÷íî íàéòè ñëîâî w ñ äëèíîé |w| ≥ n0, òàêîå ÷òî íè îäíî èç åãîðàçáèåíèé íà 3 ÷àñòè íå îáëàäàåò îäíîâðåìåííî âñåìè òðåìÿ ñâîéñòâàìè (a), (b) è (c).Â íàøåì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî âûáðàòü ñëîâî

w = 0n01n0 .Îòìåòèì, ÷òî |w| = 2n0 ≥ n0, è ïîýòîìó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïðåäñòàâëåíèå ñëîâà
w â âèäå w = yxz; ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíî îáëàäàåò òðåáóåìûìè òðåìÿ ñâîéñòâàìè.Ñîãëàñíî (a), ìû ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî |yx| ≤ n0 � è ïîýòîìó y = 0l è x = 0m äëÿíåêîòîðûõ l, m ∈ IN0. Âñëåäñòâèå (b), m 6= 0. Ïîñêîëüêó

w = 0n01n0 = yxz ∈ L è yxz ∈ {yxkz | k ∈ IN0},ñâîéñòâî (c) âëå÷¼ò
{yxkz | k ∈ IN0} = {0n0−m+km1n0 | k ∈ IN0} ⊆ L.À ýòî ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîðå÷èåì � ïîñêîëüêó

yx0z = yz = 0n0−m1n0 /∈ L.(Áîëåå òîãî, 0n01n0 � ýòî åäèíñòâåííîå ñëîâî ÿçûêà {yxkz | k ∈ IN0}, êîòîðîå ïðèíàä-ëåæèò è ÿçûêó L.) Òàêèì îáðàçîì, ÿçûê L íå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì.Î÷åíü âàæíûé ìîìåíò ïðè èñïîëüçîâàíèè ëåììû î ðàçðàñòàíèè ñîñòîèò â òîì, ÷òîìû èìååì âîçìîæíîñòü âûáîðà äëèííîãî ñëîâà w � ïîñêîëüêó ýòà ëåììà âûïîëíÿåòñÿäëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî äëèííûõ ñëîâ. Òàêîé âûáîð îñîáåííî âàæåí ïî ñëåäóþùèì äâóìïðè÷èíàì.Âî-ïåðâûõ, ñíà÷àëà ìû ìîæåì ñäåëàòü ¾ïëîõîé¿ âûáîð � êîòîðûé â êîíå÷íîì èòîãåäëÿ äîêàçàòåëüñòâà óñëîâèÿ L /∈ L(KA) îêàæåòñÿ áåñïîëåçíûì. Äëÿ ÿçûêà L = {0n1n |
n ∈ IN0} ïðèìåðîì òàêîãî ïëîõîãî âûáîðà ÿâëÿåòñÿ ñëîâî
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w = 0n0 /∈ L :ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü ñëîâî w êàê

w = yxz ñ y = 0, x = 0 è z = 0n0−2.Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ýòîãî ñëîâà w ëåììà î ðàçðàñòàíèè âûïîëíÿåòñÿ � ïîñêîëüêó âñåñëîâà ÿçûêà
{yxkz | k ∈ IN0} = {0n0−1+k | k ∈ IN0}íå ïðèíàäëåæàò L. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå òðè ñâîéñòâà (a), (b) è (c) äëÿ ñëîâà w = yxzâûïîëíåíû.Âî-âòîðûõ, âûáîð äåéñòâèòåëüíî ìîæåò ïîìî÷ü äîêàçàòü, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ÿçûêà

L óñëîâèå L /∈ L(KA) âûïîëíåíî � íî ïðè ýòîì ìîæåò îêàçàòüñÿ âñ¼ æå íå ñòîëüóäà÷íûì, êàê äðóãèå âîçìîæíûå âàðèàíòû: à èìåííî, èíîãäà ìû äîëæíû âûïîëíèòüçíà÷èòåëüíî áîëüøå ðàáîòû äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî ôàêòà, ÷òî êàæäîå ðàçäåëåíèåâûáðàííîãî íàìè ñëîâà äåéñòâèòåëüíî íå óäîâëåòâîðÿåò êàêîìó-ëèáî èç óñëîâèé (a),(b) è (c), ÷åì â ñëó÷àå êàêîãî-ëèáî áîëåå óäà÷íîãî âûáîðà. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèìñëîâî
w = 0dn0/2e1dn0/2e.Ýòî ñëîâî äåéñòâèòåëüíî ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî ÿçûê

L = {0n1n | n ∈ IN0} íå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì � îäíàêî, ðàññìàòðèâàÿ âñå âîçìîæíûåðàçáèåíèÿ yxz ñëîâà w, ìû äîëæíû ïðîâåðèòü òðè ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿ.18(A) y = 0i, x = 0m, z = 0dn0/2e−m−i1dn0/2e äëÿ ëþáîãî i ∈ IN0 è ëþáîãî m ∈ IN � ò. å. xñîñòîèò òîëüêî èç ñèìâîëîâ 0.{Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåâûïîëíåíèÿ ñâîéñòâà (c) èñïîëüçóåòñÿ ïðî-ñòîé àðãóìåíò � àíàëîãè÷íûé ðàññìîòðåííîìó âûøå äëÿ âûáîðà w = 0n01n0 .}(B) y = 0dn0/2e−m, x = 0m1j , z = 1dn0/2e−j äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõm è j � ò. å. x âêëþ÷àåòïî êðàéíåé ìåðå îäèí ñèìâîë 0 è îäèí ñèìâîë 1.{Â ýòîì ñëó÷àå ñâîéñòâî (c) íå âûïîëíåíî, ò. ê. x = yxz ∈ L, à yx2z /∈ L � ïîñêîëüêóñëîâî yx2z íåëüçÿ çàïèñàòü â âèäå a∗b∗.}(C) y = 0dn0/2e1i, x = 1m, z = 1dn0/2e−i−m äëÿ ëþáûõ i ∈ IN0 è m ∈ IN.{Â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ¾ðàçðàñòàíèå¿ åäèíèö áåç óâåëè÷åíèÿ ÷èñëàíóëåé � ïîýòîìó, àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ (A), ñâîéñòâî (c) íå âûïîëíåíî.}Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå ñëîâà 0dn0/2e1dn0/2e äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óñëîâèÿ L /∈
L(KA) ñ ïîìîùüþ ëåììû î ðàçðàñòàíèè ¾òðåáóåò áîëüøå ðàáîòû¿, ÷åì èñïîëüçîâàíèåñëîâà 0n01n0 .Óïðàæíåíèå 3.15. Äîêàæèòå ñ ïîìîùüþ ëåììû î ðàçðàñòàíèè, ÷òî ñëåäóþùèå ÿçû-êè íå ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè:
• {ww | w ∈ {0, 1}∗};
• {anbncn | n ∈ IN0};
• {w ∈ {0, 1}∗ | |w|0 = |w|1};
• {an2 | n ∈ IN0};
• {a2n | n ∈ IN0};
18 Äëÿ ñëîâà 0n01n0 ñâîéñòâî (a) ãàðàíòèðóåò, ÷òî x ñîñòîèò òîëüêî èç ñèìâîëîâ 0. Îäíàêî ïðèðàññìîòðåíèè ñëîâà w = 0dn0/2e1dn0/2e ìû ïîëó÷àåì, ÷òî x ìîæåò áûòü ïîäñëîâîì ñëîâà w.
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• {w ∈ {0, 1}∗ | |w|0 = 2|w|1};
• {x1y | x, y ∈ {0, 1}∗, |x| = |y|}.Óïðàæíåíèå 3.16. Äëÿ êàæäîãî ÿçûêà íàä àëôàâèòîì Σbool èç óïðàæíåíèÿ 3.15íàéäèòå òàêîå ñëîâî, ÷òî ëþáîå åãî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå yxz óäîâëåòâîðÿåò âñåì òð¼ìóñëîâèÿì (a), (b) è (c) ëåììû î ðàçðàñòàíèè.Óïðàæíåíèå 3.17. Äîêàæèòå ñëåäóþùóþ âåðñèþ ëåììû î ðàçðàñòàíèè.Äëÿ êàæäîãî ðåãóëÿðíîãî ÿçûêà L ⊆ Σ∗ ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà n0 ∈ IN0,òàêàÿ ÷òî ëþáîå ñëîâî w ∈ Σ∗ ñ äëèíîé |w| ≥ n0 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå
w = yxz, ãäå:
• |xz| ≤ n0;
• |x| ≥ 1;
• ëèáî {yxkz | k ∈ IN0} ⊆ L, ëèáî {yxkz | k ∈ IN0} ∩ L = ∅.Óïðàæíåíèå 3.18.∗ Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå îáîáù¼ííóþ ôîðìó ëåììû î ðàç-ðàñòàíèè, êîòîðàÿ âêëþ÷àëà áû ñàìó ëåììó 3.14 è ëåììó î ðàçðàñòàíèè èç óïðàæíåíèÿ3.17 êàê ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè.À äðóãîé ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà óñëîâèÿ L /∈ L(KA) áàçèðóåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèèñëîæíîñòè ïî Êîëìîãîðîâó. Ýòîò ìåòîä èñïîëüçóåò ñïåöèàëüíûé êîìáèíàòîðíûé ïà-ðàìåòð è ñ åãî ïîìîùüþ ïîêàçûâàåò, ÷òî êîíå÷íûå àâòîìàòû íå ìîãóò ñ÷èòàòü ïðîèç-âîëüíî äàëåêî � èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, íå ìîãóò ñîõðàíÿòü ñëèøêîì ìíîãî èíôîðìàöèèî ÷èòàåìîì ñëîâå. Ìåòîä îñíîâàí íà ñôîðìóëèðîâàííîé äàëåå òåîðåìå 3.19 � î òîì, ÷òîâñå ñóôôèêñû âñåõ ñëîâ ïðîèçâîëüíîãî ðåãóëÿðíîãî ÿçûêà èìåþò íåáîëüøîå çíà÷åíèåñëîæíîñòè ïî Êîëìîãîðîâó.Òåîðåìà 3.19.∗ Ïóñòü L ⊆ (Σbool)

∗ � íåêîòîðûé ðåãóëÿðíûé ÿçûê. Äëÿ êàæäîãî
x ∈ Σ∗ ïîëîæèì

Lx = {y ∈ Σ∗ | xy ∈ L}.Òîãäà ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà const, òàêàÿ ÷òî äëÿ âñåõ x, y ∈ Σ∗ âûïîë-íåíî íåðàâåíñòâî
K (y) ≤ dlog2(n + 1)e + const .(Çäåñü ìû ñ÷èòàåì, ÷òî y � n-å ïî ïîðÿäêó ñëîâî ÿçûêà Lx.)Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ÿçûê L ðåãóëÿðåí, ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé êîíå÷íûé àâ-òîìàò M , òàêîé ÷òî L(M) = L. Èäåÿ íàøåãî äîêàçàòåëüñòâà â ÷¼ì-òî àíàëîãè÷íà äî-êàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.57 � õîòÿ äàëåêî íå ïîëíîñòüþ åãî ïîâòîðÿåò. Åñëè â òî÷íîñòèñëåäîâàòü äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.57, òî ìû äîëæíû ãåíåðèðîâàòü âñå ñëîâà z ∈ Σ∗â êàíîíè÷åñêîì ïîðÿäêå è ìîäåëèðîâàòü âû÷èñëåíèÿ àâòîìàòà M äëÿ êàæäîãî ñëîâà

xz � ÷òîáû îïðåäåëèòü, âûïîëíåíî ëè óñëîâèå xz ∈ L = L(M).19 Îáíàðóæåíèå n-ãîñëîâà xz ñ ôèêñèðîâàííûì ïðåôèêñîì x ñîîòâåòñòâóåò òîìó ôàêòó, ÷òî z � n-å ñëîâîÿçûêà Lx; òàêèì îáðàçîì, ìû ôàêòè÷åñêè ïîëó÷àåì ïðîãðàììó äëÿ ãåíåðàöèè ñëîâà
z. Íåêîòîðûé íåäîñòàòîê ýòîãî ïîäõîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî òàêàÿ ïðîãðàììà, ãåíåðèðó-þùàÿ n-å ñëîâî y ÿçûêà Lx, äîëæíà èìåòü íà âõîäå íå òîëüêî n è M , íî è x � îäíàêîñëîâî x ìîæåò èìåòü ñêîëü óãîäíî áîëüøîå çíà÷åíèå ñëîæíîñòè ïî Êîëìîãîðîâó K (x)ïî ñðàâíåíèþ ñî çíà÷åíèåì K (y).
19 Èíûìè ñëîâàìè, ìû äîëæíû îòâåòèòü íà âîïðîñ, âûïîëíÿåòñÿ ëè âêëþ÷åíèå z ∈ Lx



3.4 Äîêàçàòåëüñòâà íåðàçðåøèìîñòè 75Î÷åíü âàæíûé ìîìåíò çäåñü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðîãðàììà, ãåíåðèðóþùàÿ ñëî-âî y, íå íóæäàåòñÿ â ïîëíîé èíôîðìàöèè î ñëîâå x; ïîÿñíèì ýòî. Äîñòàòî÷íî âêëþ÷èòüâ ïðîãðàììó M ñîñòîÿíèå δ̂(q0, x), à çàòåì ìîäåëèðîâàòü âû÷èñëåíèÿ íàä ãåíåðèðóå-ìûì ñëîâîì z, âñåãäà íà÷èíàÿ ïðè ýòîì ñ ñîñòîÿíèÿ δ̂(q0, x) � âìåñòî ìîäåëèðîâàíèÿðàáîòû ïðîãðàììû M íàä âñåì ñëîâîì xz (äëÿ êàæäîãî ãåíåðèðóåìîãî ñëîâà z), íà-÷èíàÿ ñî ñòàðòîâîãî ñîñòîÿíèÿ q0.Èòàê, ïóñòü y � n-å ñëîâî ÿçûêà Lx äëÿ x ∈ Σ∗. Ïðîãðàììà Ax,y, ãåíåðèðóþùàÿ y,ìîæåò áûòü îïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Ax,y: begin

z := λ; i := 0;while i < n do beginÌîäåëèðîâàòü ðàáîòó àâòîìàòà M ,íà÷èíàÿ ñ ñîñòîÿíèÿ δ̂(q0, x), íàä ñëîâîì z;if δ̂(δ̂(q0, x), z) ∈ F thenbegin i := i + 1;
y := zend;

z := ñëîâî, ñëåäóþùåå çà ñëîâîì zâ êàíîíè÷åñêîì ïîðÿäêå.end;write(y);endÄëÿ âñåõ x, y ∈ Σ∗ ïðîãðàììà Ax,y îäíà è òà æå � çà èñêëþ÷åíèåì çíà÷åíèÿ n èñîñòîÿíèÿ δ̂(q0, x). Îñîáàÿ ðîëü ýòîãî ñîñòîÿíèÿ ìîæåò áûòü îòìå÷åíà ïðè îïèñàíèèàâòîìàòà M ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîãî óêàçàòåëÿ íà ñîñòîÿíèå δ̂(q0, x). Ïîñêîëüêó âîç-ìîæíû òîëüêî |Q| ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ äëÿ ýòîãî óêàçàòåëÿ, ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà
constM , ÿâëÿþùàÿñÿ âåðõíåé ãðàíèöåé äâîè÷íîé äëèíû ïðåäñòàâëåíèÿ àâòîìàòà M ñäîïîëíèòåëüíûì óêàçàòåëåì íà ñïåöèàëüíîå ñîñòîÿíèå (ïðè÷¼ì íå èìååò çíà÷åíèÿ, íàêàêîå èìåííî). Äëèíà äâîè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîãðàììû Ax,y, èñêëþ÷àÿ ïàðàìåò-ðû n, M è δ̂(q0, x), åñòü íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà d � ïðè÷¼ì ýòà êîíñòàíòà íå çàâèñèò îò xè y. Ïîñêîëüêó ÷èñëî n ìîæåò áûòü çàêîäèðîâàíî â äâîè÷íîì âèäå ñ èñïîëüçîâàíèåì
dlog2(n + 1)e áèò, ìû ïîëó÷àåì òàêóþ îöåíêó:

K (y) ≤ dlog2(n + 1)e + constM + d.Èòàê, òåîðåìà 3.19 äîêàçàíà. utÏðèâåä¼ì åù¼ îäíî äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî
L = {0n1n | n ∈ IN0} /∈ L(KA).� è äëÿ ýòîãî ïðèìåíèì òåîðåìó 3.19. Äîêàçàòåëüñòâî, êàê îáû÷íî, ïðîâåä¼ì îò ïðî-òèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÿçûê L ðåãóëÿðåí. Äëÿ êàæäîãî m ∈ IN0 ñëîâî 1m � ïåðâîåñëîâî â ÿçûêå

L0m = {y | 0my ∈ L} = {0j1m+j | j ∈ IN0}.Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.19, ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c, íå çàâèñÿùàÿ îò m (ò. å. íå çàâèñÿùàÿîò ñëîâà 1m), òàêàÿ ÷òî
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K (1m) ≤ K (1) + c.Ïîñêîëüêó K (1) � òîæå êîíñòàíòà, ìû ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

K (1m) ≤ d (3.5)� äëÿ êîíñòàíòû d = K (1) + c è âñåõ m ∈ IN. Íî âñ¼ ýòî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ ñîñëåäóþùèìè äâóìÿ ôàêòàìè:
• ÷èñëî âîçìîæíûõ ïðîãðàìì, äëèíà êîòîðûõ íå ïðåâûøàåò d, êîíå÷íî,20
• ìíîæåñòâî {1m | m ∈ IN0} áåñêîíå÷íî.Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ óòâåðæäåíèåì î òîì,÷òî êîíå÷íîå ÷èñëî ïðîãðàìì íå ìîãóò ãåíåðèðîâàòü áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõñëîâ, íî ìîæåì èñïîëüçîâàòü è äðóãîé àðãóìåíò � ïðèìåíèòü óòâåðæäåíèå, äîêàçàííîåâ óïðàæíåíèè 2.29. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå áåñêîíå÷íîãî÷èñëà íàòóðàëüíûõ m, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

K (m) ≥ dlog2(m + 1)e − 1. (3.6)È, ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà b ∈ IN0, òàêàÿ ÷òî äëÿ âñåõ m ∈ IN0 âû-ïîëíåíî íåðàâåíñòâî |K (1m)−K (m)| ≤ b, íåðàâåíñòâî (3.6) ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó(3.5) äëÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà çíà÷åíèé m ∈ IN0.Óïðàæíåíèå 3.20. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà b, òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáîãîm ∈
IN0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|K (1m) − K (m)| ≤ b.Óïðàæíåíèå 3.21. Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 3.19 äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ÿçûêè íå ÿâ-ëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè:
• {0n2 | n ∈ IN0};
• {022n | n ∈ IN0};
• {w ∈ {0, 1}∗ | |w|0 = 2 · |w|1};
• {w ∈ {0, 1}∗ | w = xx äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ {0, 1}∗}.3.5 ÍåäåòåðìèíèçìÎáû÷íûå ïðîãðàììû � òàê æå, êàê è ââåä¼ííûå íàìè êîíå÷íûå àâòîìàòû � ÿâëÿþòñÿìîäåëüþ äåòåðìèíèðîâàííûõ âû÷èñëåíèé. Äåòåðìèíèçì ïðè ýòîì îçíà÷àåò, ÷òî êàæ-äàÿ êîíôèãóðàöèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò, ÷òî èìåííî áóäåò ïðîèñõîäèòü íà ñëåäóþ-ùåì øàãå âû÷èñëåíèÿ. Ïîýòîìó (äåòåðìèíèðîâàííàÿ) ïðîãðàììà è å¼ âõîä îäíîçíà÷íîîïðåäåëÿþò å¼ âû÷èñëåíèå íàä ýòèì âõîäîì.Â îòëè÷èå îò äåòåðìèíèçìà, íåäåòåðìèíèçì ðàçðåøàåò â êàæäîé êîíôèãóðàöèèâûáîð îäíîãî èç íåñêîëüêèõ (èç êîíå÷íîãî ÷èñëà) âîçìîæíûõ äåéñòâèé.21 Âñëåäñòâèåýòîãî íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ïðîãðàììà ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ âû÷èñëå-íèé äëÿ îäíîãî è òîãî æå âõîäà. Åäèíñòâåííîå òðåáîâàíèå çäåñü òàêîâî: ïî êðàéíåé
20 À èìåííî, íå ïðåâîñõîäèò 2d.
21 Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåñêîëüêî âîçìîæíîñòåé äëÿ äàëüíåéøåãî ïðî-äîëæåíèÿ âû÷èñëåíèé.



3.5 Íåäåòåðìèíèçì 77ìåðå îäíà èç ýòèõ âîçìîæíîñòåé äîëæíà ïðèâîäèòü ê ïðàâèëüíîìó ðåçóëüòàòó. Ýòîòðåáîâàíèå ìîæåò ïîêàçàòüñÿ íååñòåñòâåííûì � ïîñêîëüêó îíî ñîîòâåòñòâóåò ïðåäïî-ëîæåíèþ, ÷òî íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ïðîãðàììà âñåãäà âûáèðàåò ïðàâèëüíîå âû÷èñëå-íèå; òàêîé âûáîð èç íåñêîëüêèõ âîçìîæíîñòåé íàçûâàåòñÿ íåäåòåðìèíèðîâàííûìðåøåíèåì. Äëÿ ïðîáëåìû ïðèíàäëåæíîñòè (Σ, L) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íåäåòåðìèíèðî-âàííàÿ ïðîãðàììà (íåäåòåðìèíèðîâàííûé êîíå÷íûé àâòîìàò) A ïðèíèìàåò ÿçûê L,åñëè äëÿ êàæäîãî x ∈ L èìååòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíî äîïóñêàþùåå âû÷èñëåíèå àâ-òîìàòà A íàä ñëîâîì x � è íàîáîðîò, äëÿ êàæäîãî y ∈ Σ∗ − L íè îäíî èç âû÷èñëåíèé
A íàä y íå ÿâëÿåòñÿ äîïóñêàþùèì. Õîòÿ íà ïåðâûé âçãëÿä ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òîíåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ïðîãðàììà äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé áåñïîëåçíà,22,23 èññëåäîâà-íèå íåäåòåðìèíèçìà è íåäåòåðìèíèðîâàííûõ âû÷èñëåíèé âíåñëî ñóùåñòâåííûé âêëàäâ íàøå ïîíèìàíèå äåòåðìèíèðîâàííûõ âû÷èñëåíèé, è îñîáåííî � â îïðåäåëåíèå âîç-ìîæíûõ ïðåäåëîâ äëÿ àëãîðèòìè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïðîáëåì. Êàê ìû óâèäåì ïîçæå,íåäåòåðìèíèçì ñòàë î÷åíü ìîùíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ èññëåäîâàíèÿ êîëè÷åñòâåííûõçàêîíîâ âû÷èñëåíèé � è ýòî ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ãëàâíûõ ïðè÷èí äëÿ ðàññìîòðåíèÿ åãîâ íàøåé êíèãå è èçó÷åíèÿ ìåòîäîâ ðàáîòû ñ íèì.Èòàê, öåëü äàííîãî ðàçäåëà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ââåñòè è èçó÷èòü íåäåòåðìèíèçìäëÿ íàøåãî ñëó÷àÿ � ìîäåëè êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ. Ïðè ýòîì ìû õîòèì îòâåòèòü íàñëåäóþùèå âîïðîñû. Ìîæíî ëè ìîäåëèðîâàòü íåäåòåðìèíèðîâàííûå âû÷èñëåíèÿ, èñ-ïîëüçóÿ äåòåðìèíèðîâàííûå? Åñëè äà � òî ¾êàêóþ öåíó24 íàäî çà ýòî çàïëàòèòü¿?Äëÿ ïðîãðàìì ìîæíî ââåñòè íåäåòåðìèíèçì, ïðîñòî ðàçðåøèâ äîïîëíèòåëüíóþ âîç-ìîæíîñòü � êîìàíäû òèïà ¾choose goto i or goto j¿.Â ñëó÷àå êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ ýòà âîçìîæíîñòü ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî ìû ðàçðåøàåìíåñêîëüêî âîçìîæíûõ ïåðåõîäîâ èç íåêîòîðîãî ñîñòîÿíèÿ ïðè ÷òåíèè îäíîãî è òîãî æåñàìîãî âõîäíîãî ñèìâîëà � òî åñòü ðàçðåøàåì íåñêîëüêî âîçìîæíûõ äóã, âûõîäÿùèõ èçîäíîãî è òîãî æå ñîñòîÿíèÿ è ïîìå÷åííûõ îäíèì è òåì æå ñèìâîëîì âõîäíîãî àëôàâèòà(ðèñ. 3.9).Îïðåäåëåíèå 3.22. Íåäåòåðìèíèðîâàííûé êîíå÷íûé àâòîìàò (HKA) � ýòîïÿò¼ðêà M = (Q, Σ, δ, q0, F ), ãäå:
• Q � íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, íàçûâàåìîå ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé,
• Σ � àëôàâèò, íàçûâàåìûé âõîäíûì àëôàâèòîì,
• q0 ∈ Q � èíèöèàëüíîå (ñòàðòîâîå) ñîñòîÿíèå,
• F ⊆ Q � ìíîæåñòâî äîïóñêàþùèõ ñîñòîÿíèé,
22 Ïîòîìó ÷òî ó íàñ íåò ò. í. ¾îðàêóëà¿ êîòîðûé ïîìîãàë áû íàì ïðèíèìàòü ïðàâèëüíûåðåøåíèÿ.
23 Âïðî÷åì, â êíèãå [Ô.Íîâèêîâ. ¾Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà äëÿ ïðîãðàììèñòîâ¿, ÑÏá, Ïè-òåð, 2002], ñòàâøåé â ïîñëåäíèå ãîäû â ðîññèéñêèõ ÂÓÇàõ îäíèì èç îñíîâíûõ ó÷åáíèêîâ,÷àñòî ïðèâîäèòñÿ çàïèñü èìåííî íåäåòåðìèíèðîâàííûõ ïðîãðàìì.Ñòîèò åù¼ îòìåòèòü, ÷òî òåðìèí ¾âû÷èñëåíèÿ ñ îðàêóëîì¿ è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìåòîäèêàïîñòðîåíèÿ íåäåòåðìèíèðîâàííûõ ïðîãðàìì ÷àñòî ïðèìåíÿþòñÿ â òåîðèè íåäåòåðìèíèðî-âàííûõ âû÷èñëåíèé. Ïîäîáíàÿ ìåòîäèêà áóäåò èñïîëüçîâàíà è â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ �ïðè÷¼ì îáû÷íî áåç ÿâíîãî óêàçàíèÿ íà ýòîò òåðìèí. Ïðàêòè÷åñêè â òàêîì æå ñìûñëå (êàê¾îðàêóë¿) óïîòðåáëÿåòñÿ è òåðìèí ¾íàâèãàòîð¿. (Ïðèì. ïåðåâ.)
24 Îáú¼ì äîïîëíèòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñðåäñòâ è ò.ï.
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a

a

Ðèñ. 3.9.
• δ � ôóíêöèÿ, äåéñòâóþùàÿ èç Q × Σ â P(Q), íàçûâàåìàÿ ôóíêöèåé ïåðåõî-äîâ.25,26
{Çàìåòèì, ÷òî Q, Σ, q0 è F èìåþò òîò æå ñàìûé ñìûñë, ÷òî è äëÿ (äåòåðìèíè-ðîâàííîãî) êîíå÷íîãî àâòîìàòà. Íî, ïðèìåíÿÿ ôóíêöèþ δ äëÿ òåêóùèõ ñîñòîÿíèÿ qè ÷èòàåìîãî ñèìâîëà b, íåêîòîðûé HKA ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî (â òîì ÷èñëå 0)ïîñëåäóþùèõ ñîñòîÿíèé, ò. å. δ(q, b) ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé (âîçìîæíûõäåéñòâèé) � â îòëè÷èå îò íåîáõîäèìîñòè èìåòü ðîâíî îäíî ñîñòîÿíèå (äåéñòâèå) âñëó÷àå äåòåðìèíèðîâàííûõ àâòîìàòîâ.}Êîíôèãóðàöèÿ íåäåòåðìèíèðîâàííîãî êîíå÷íîãî àâòîìàòà M � ýëåìåíò ìíîæå-ñòâà Q × Σ∗. Êîíôèãóðàöèÿ (q0, x) ÿâëÿåòñÿ èíèöèàëüíîé êîíôèãóðàöèåé äëÿâõîäíîãî ñëîâà x.Øàã àâòîìàòà M � ýòî îòíîøåíèå

|−−
M ⊆ (Q × Σ∗) × (Q × Σ∗),îïðåäåë¼ííîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(q, w) |−−M (p, x) ⇔ w = ax äëÿ íåêîòîðûõ a ∈ Σ è p ∈ δ(q, a).Âû÷èñëåíèå M � ýòî êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíôèãóðàöèé D1, D2, . . . , Dk,òàêàÿ ÷òî äëÿ i = 1, . . . , k − 1 âûïîëíåíî îòíîøåíèå Di |−−M Di+1.Âû÷èñëåíèå íàä ñëîâîì x � ýòî âû÷èñëåíèå C0, C1, . . . , Cm àâòîìàòà M , â êîòî-ðîì:
• C0 = (q0, x), ò. å. C0 � èíèöèàëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ M äëÿ x,
• ëèáî Cm ∈ Q × {λ};ëèáî Cm = (q, ax) äëÿ íåêîòîðûõ a ∈ Σ è q ∈ Q, òàêèõ ÷òî δ(q, a) = ∅.
{Âû÷èñëåíèå àâòîìàòà M íàä x îñòàíàâëèâàåòñÿ ëèáî êîãäà ïðî÷òåíî âñ¼ âõîäíîåñëîâî, ëèáî � â îòëè÷èå îò (äåòåðìèíèðîâàííûõ) êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ � åñëè íå
25 Ìû ìîæåì îïðåäåëèòü δ àëüòåðíàòèâíûì îáðàçîì � êàê íåêîòîðîå îòíîøåíèå íà (Q×Σ)×Q.
26 Èìåþòñÿ è äðóãèå ïîäõîäû ê îïðåäåëåíèþ äåòåðìèíèðîâàííûõ è íåäåòåðìèíèðîâàííûõêîíå÷íûõ àâòîìàòîâ. Ïî-âèäèìîìó, íàèáîëåå âàæíûé ¾êðèòåðèé¿, ðàçäåëÿþùèé ýòè ïîä-õîäû íà ãðóïïû, òàêîâ: ÿâëÿþòñÿ ëè äåòåðìèíèðîâàííûå êîíå÷íûå àâòîìàòû (ñîáñòâåí-íûì) ïîäìíîæåñòâîì íåäåòåðìèíèðîâàííûõ � èëè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èíîé ôîðìàëèçì?(Ïðèì. ïåðåâ.)



3.5 Íåäåòåðìèíèçì 79ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòè ïðîäîëæèòü âû÷èñëåíèÿ äëÿ íåêîòîðîé òåêóùåé ïàðûàðãóìåíòîâ (q, a).}
C0, C1, . . . , Cm � íåêîòîðîå äîïóñêàþùåå âû÷èñëåíèå M íàä x, åñëè Cm = (p, λ)äëÿ íåêîòîðîãî ñîñòîÿíèÿ p ∈ F .
{M äîïóñêàåò x â âû÷èñëåíèè C òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà, âî-ïåðâûõ, ñëîâî xïðî÷èòàíî ïîëíîñòüþ, è, âî-âòîðûõ, âû÷èñëåíèå çàêàí÷èâàåòñÿ â íåêîòîðîì äîïóñ-êàþùåì ñîñòîÿíèè.}Åñëè ñóùåñòâóåò äîïóñêàþùåå âû÷èñëåíèå M íàä x, òî ìû ãîâîðèì, ÷òî M äîïóñ-êàåò ñëîâî x.Îòíîøåíèå ∗|−−

M îáîçíà÷àåò ðåôëåêñèâíî-òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå27 îòíîøåíèÿ
|−−
M .ßçûê, äîïóñêàåìûé M åñòü

L(M) = {w ∈ Σ∗ | (q0, w) ∗|−−
M (p, λ) äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ F}.Äëÿ ôóíêöèè ïåðåõîäîâ δ ôóíêöèþ δ̂, äåéñòâóþùóþ èç Q×Σ∗ â P(Q), îïðåäåëèì äëÿâñåõ q ∈ Q, a ∈ Σ è w ∈ Σ∗ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• δ̂(q, λ) = {q},
• δ̂(q, wa) = {p | ñóùåñòâóåò r ∈ δ̂(q, w), òàêîå ÷òî p ∈ δ(r, a)}

=
⋃

r∈δ̂(q,w) δ(r, a).Ìû âèäèì, ÷òî íåêîòîðîå ñëîâî x ïðèíàäëåæèò ÿçûêó L(M) òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà ó àâòîìàòà M èìååòñÿ õîòÿ áû îäíî äîïóñêàþùåå âû÷èñëåíèå íàä âõîäîì x.Äëÿ ëþáîãî äîïóñêàþùåãî âû÷èñëåíèÿ òðåáóåòñÿ, âî-ïåðâûõ, ÷òîáû áûëè ïðî÷èòàíûâñå ñèìâîëû âõîäíîãî ñëîâà, è, âî-âòîðûõ, ÷òîáû M íåïîñðåäñòâåííî ïîñëå ïðî÷òå-íèÿ ïîñëåäíåãî ñèìâîëà ýòîãî ñëîâà ïîïàäàë â íåêîòîðîå äîïóñêàþùåå ñîñòîÿíèå.28Íî, â îòëè÷èå îò (äåòåðìèíèðîâàííûõ) êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ, îòêëîíÿþùåå âû÷èñëå-íèå ìîæåò çàêàí÷èâàòüñÿ è áåç ïðî÷òåíèÿ âñåãî âõîäíîãî ñëîâà. Ýòî ïðîèñõîäèò, åñëèäëÿ íåêîòîðîé òåêóùåé ïàðû àðãóìåíòîâ íå ñóùåñòâóåò íè îäíîãî ïåðåõîäà � ò. å. åñëè
δ(q, a) = ∅ äëÿ òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ q è ÷èòàåìîãî ñèìâîëà a.Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ δ̂, ìíîæåñòâî δ̂(q0, w) � ýòî ïîäìíîæåñòâî òàêèõ ñîñòîÿíèéìíîæåñòâà Q, êîòîðûå äîñòèãàþòñÿ ïîñëå ïðî÷òåíèÿ âñåãî âõîäíîãî ñëîâà w èç ñîñòî-ÿíèÿ q0, ò. å.

δ̂(q0, w) = {p ∈ Q | (q0, w) ∗|−−
M (p, λ)}.Ñëåäîâàòåëüíî,

L(M) = {w ∈ Σ∗ | δ̂(q0, w) ∩ F 6= ∅}� ýòî ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå ÿçûêà, äîïóñêàåìîãî íåäåòåðìèíèðîâàííûì êîíå÷-íûì àâòîìàòîì M .Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð íåäåòåðìèíèðîâàííîãî àâòîìàòà. Ïóñòü M =
(Q, Σ, δ, q0, F ), ãäå:

Q = {q0, q1, q2},
Σ = {0, 1},
F = {q2},

27 Â òî÷íîñòè êàê è â îïðåäåëåíèè (äåòåðìèíèðîâàííûõ) êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ.
28 Âòîðîå òðåáîâàíèå ñîâïàäàåò ñ àíàëîãè÷íûì â ñëó÷àå (äåòåðìèíèðîâàííûõ) êîíå÷íûõ àâ-òîìàòîâ.



80 3 Êîíå÷íûå àâòîìàòûPSfrag replacements
q0 q1 q2

0, 10, 1

11cost Ðèñ. 3.10.
δ(q0, 0) = {q0}, δ(q0, 1) = {q0, q1},
δ(q1, 0) = ∅, δ(q1, 1) = {q2},
δ(q2, 0) = {q2}, δ(q2, 1) = {q2}.Èñïîëüçóÿ òó æå ñàìóþ ïðîöåäóðó, ÷òî è äëÿ (äåòåðìèíèðîâàííûõ) êîíå÷íûõ àâòîìà-òîâ, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå íåäåòåðìèíèðîâàííûõ. Ðàññìîò-ðåííûé âûøå HKA M èçîáðàæ¼í íà ðèñ. 3.10.ßçûêó L(M) ïðèíàäëåæèò, íàïðèìåð, ñëîâî 10110 � ïîñêîëüêó
(q0, 10110) |−−M (q0, 0110) |−−M (q0, 110) |−−M (q1, 10) |−−M (q2, 0) |−−M (q2, λ)ÿâëÿåòñÿ äîïóñêàþùèì âû÷èñëåíèåì M íàä ñëîâîì 10110.×òîáû îòâåòèòü íà âîïðîñ, ïðèíèìàåò ëè HKA M ñëîâî x, ìû äîëæíû ñëåäîâàòüâñåì âîçìîæíûì âû÷èñëåíèÿì M íàä x. Îïèñàíèå âñåõ ýòèõ âû÷èñëåíèé ìîæåò áûòüïðåäñòàâëåíî ñ ïîìîùüþ ò. í. äåðåâà âû÷èñëåíèé BM (x) àâòîìàòà M íàä x. Âåð-øèíû ýòîãî äåðåâà ñóòü êîíôèãóðàöèè àâòîìàòàM . Êîðíåì BM (x) ÿâëÿåòñÿ èíèöèàëü-íàÿ êîíôèãóðàöèÿ M íàä x. Äî÷åðíèå âåðøèíû äëÿ (q, α) îïèñûâàþò êîíôèãóðàöèè,êîòîðûå ìîãóò áûòü äîñòèãíóòû çà îäèí øàã âû÷èñëåíèé èç ðàññìàòðèâàåìîé êîíôè-ãóðàöèè (q, α) � ò. å. âñå êîíôèãóðàöèè (p, β), òàêèå ÷òî (q, α) |−−M (p, β). Ëþáîé ëèñòäåðåâà BM (x) � ýòî ëèáî ôèíàëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ (r, λ), ëèáî êîíôèãóðàöèÿ (s, aβ) ñíåêîòîðûì a ∈ Σ, òàêàÿ ÷òî δ(s, a) = ∅. Ñëåäîâàòåëüíî, ëèñòüÿ � ýòî òàêèå êîíôèãó-ðàöèè, â êîòîðûõ äàëüíåéøèå øàãè âû÷èñëåíèé íåâîçìîæíû. Â ýòîì ïðåäñòàâëåíèèëþáîé ïóòü äåðåâà BM (x) îò êîðíÿ äî ëèñòà ñîîòâåòñòâóåò âû÷èñëåíèþ àâòîìàòà Míàä x, è íàîáîðîò. Ïîýòîìó ÷èñëî ëèñòüåâ äåðåâà BM (x) â òî÷íîñòè ðàâíî ÷èñëó ðàç-ëè÷íûõ âû÷èñëåíèé M íàä x.Óïðàæíåíèå 3.23. Ïðèâåäèòå ïðèìåð HKA, êîòîðûé èìååò â òî÷íîñòè 2|x| ðàçëè÷-íûõ âû÷èñëåíèé íà êàæäîì âõîäå x ∈ (Σbool)

∗.ÏóñòüM � àâòîìàò, èçîáðàæ¼ííûé íà ðèñ. 3.10. Äåðåâî âû÷èñëåíèé BM (x) àâòîìàòà
M íàä âõîäîì x = 10110 ïðèâåäåíî íà ðèñ. 3.11. Ó äåðåâà BM (10110) èìååòñÿ ÷åòûðåëèñòà. Äâà èç íèõ � ò. å. (q1, 0110) è (q1, 0) � ñîîòâåòñòâóþò âû÷èñëåíèÿì, äëÿ êîòîðûõ
M íå äî÷èòûâàåò âõîäíîå ñëîâî äî êîíöà (ïîñêîëüêó δ(q1, 0) = ∅). Ñëåäîâàòåëüíî, ýòèäâà âû÷èñëåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ äîïóñêàþùèìè. À ëèñòüÿ (q0, λ) è (q2, λ) ñîîòâåòñòâóþòäâóì âû÷èñëåíèÿì, â êîòîðûõ ñëîâî 10110 ïðî÷èòûâàåòñÿ ïîëíîñòüþ. Ïîñêîëüêó q2 ∈
F , ñîîòâåòñòâóþùåå âû÷èñëåíèå29 ÿâëÿåòñÿ äîïóñêàþùèì � è, ñëåäîâàòåëüíî, 10110 ∈
L(M).Ïîñêîëüêó q2 � åäèíñòâåííîå äîïóñêàþùåå ñîñòîÿíèå àâòîìàòà M , à åäèíñòâåííàÿâîçìîæíîñòü äîñòèãíóòü q2 èç q0 � ýòî ïðî÷èòàòü ïîäñëîâî 11, òî ìîæíî ïðåäïîëîæèòü,
29 Âû÷èñëåíèå, êîòîðîå êîí÷àåòñÿ â êîíôèãóðàöèè (q2, λ).



3.5 Íåäåòåðìèíèçì 81PSfrag replacements
|−−
M

|−−
M

|−−
M

|−−M

|−−M

|−−M

|−−M|−−M

|−−M

|−−M

(q0, 10110)

(q1, 0110) (q0, 0110)

(q0, 110)

(q0, 10) (q1, 10)

(q1, 0) (q0, 0) (q2, 0)

(qo, λ) (q2, λ)

{q0}

{q0}

{q0, q1}

{q0, q1}

{q0, q2}

{q0, q1, q2}

Ðèñ. 3.11.÷òî ÿçûê L(M) � ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ âèäà x11y, ãäå x è y � ïðîèçâîëüíûå ñëîâà èç
(Σbool)

∗. Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîäòâåðæäàåò ýòó ãèïîòåçó.Ëåììà 3.24. Ïóñòü M � àâòîìàò, èçîáðàæ¼ííûé íà ðèñ. 3.10. Òîãäà
L(M) = {x11y | x, y ∈ (Σbool)

∗}.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ðàâåíñòâî ýòèõ ìíîæåñòâ ïóò¼ì äîêàçàòåëüñòâà äâóõ ñî-îòâåòñòâóþùèõ âêëþ÷åíèé.
⊇ Âî-ïåðâûõ, ïîêàæåì, ÷òî {x11y | x, y ∈ (Σbool)

∗} ⊆ L(M).Ïóñòü w ∈ {x11y | x, y ∈ (Σbool)
∗}, ò. å. w = x11y äëÿ íåêîòîðûõ x, y ∈ (Σbool)

∗.Íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå äîïóñêàþùåãî âû÷èñëåíèÿ àâòîìàòà Míàä ñëîâîì w.Âñëåäñòâèå q0 ∈ δ(q0, 0) ∩ δ(q0, 1) èìååòñÿ ñëåäóþùåå âû÷èñëåíèå àâòîìàòà M íàäëþáûì ñëîâîì x ∈ (Σbool)
∗:

(q0, x) ∗|−−
M (q0, λ). (3.7)À ïîñêîëüêó q2 ∈ δ(q2, 0)∩ δ(q2, 1), ñóùåñòâóåò ñëåäóþùåå âû÷èñëåíèå àâòîìàòà Míàä ëþáûì y ∈ (Σbool)

∗:
(q2, y) ∗|−−

M (q2, λ). (3.8)Ñëåäîâàòåëüíî, âû÷èñëåíèå
(q0, x11y) ∗|−−

M (q0, 11y) |−−M (q1, 1y) |−−M (q2, y) ∗|−−
M (q2, λ)àâòîìàòà M íàä ñëîâîì x11y ÿâëÿåòñÿ äîïóñêàþùèì.

⊆ Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî L(M) ⊆ {x11y | x, y ∈ (Σbool)
∗}.Ïóñòü w ∈ L(M). Òîãäà ñóùåñòâóåò äîïóñêàþùåå âû÷èñëåíèå C àâòîìàòà M íàäñëîâîì w. Ïîñêîëüêó ýòî äîïóñêàþùåå âû÷èñëåíèå C íàä w äîëæíî íà÷èíàòüñÿ



82 3 Êîíå÷íûå àâòîìàòûâ èíèöèàëüíîì ñîñòîÿíèè q0 è çàêàí÷èâàòüñÿ â åäèíñòâåííîì äîïóñêàþùåì ñîñòî-ÿíèè q2, à åäèíñòâåííûé ïóòü èç q0 â q2 ïðîõîäèò ÷åðåç q1, âû÷èñëåíèå C èìååòñëåäóþùèé âèä:
(q0, w) ∗|−−

M (q1, z) ∗|−−
M (q2, λ). (3.9)Êàæäîå âû÷èñëåíèå àâòîìàòà M ìîæåò ñîäåðæàòü íå áîëåå îäíîé êîíôèãóðàöèèñ ñîñòîÿíèåì q1, ïîñêîëüêó:

• q1 /∈ δ(q1, a) äëÿ ëþáîãî a ∈ Σbool;
• åñëè àâòîìàò M ïðîõîäèò ñîñòîÿíèå q1, òî îí íå ìîæåò áîëüøå ïîïàñòü â ýòîæå ñîñòîÿíèå q1.Ïîýòîìó ìîæíî ïðåäñòàâèòü äîïóñêàþùåå âû÷èñëåíèå C ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(q0, w) ∗|−−
M (q0, abu) |−−M (q1, bu) |−−M (q2, u) ∗|−−

M (q2, λ), (3.10)ãäå a, b ∈ Σbool, à u ∈ Σ∗
bool. Åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü äîñòèãíóòü ñîñòîÿíèÿ q1 �ýòî ïðèìåíèòü ïåðåõîä q1 ∈ δ(q0, 1), ò. å. â ñîñòîÿíèè q0 íóæíî ïðî÷èòàòü ñèìâîë

1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â âû÷èñëåíèè (3.10) a = 1. Ïîñêîëüêó (q1, 0) = ∅ è δ(q1, 1) =
{q2}, åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü âûïîëíèòü øàã âû÷èñëåíèé èç ñîñòîÿíèÿ q1 � ýòîïðî÷èòàòü ñèìâîë 1, è, ñëåäîâàòåëüíî, b = 1. Ïåðåïèñûâàÿ âû÷èñëåíèå (3.10),30 ìûïîëó÷àåì, ÷òî C äîëæíî èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

(q0, w) ∗|−−
M (q0, 11u) |−−M (q1, 1u) |−−M (q2, u) ∗|−−

M (q2, λ).Âñëåäñòâèå ýòîãî ñëîâî w äîëæíî âêëþ÷àòü ïîäñëîâî 11, è ïîýòîìó
w ∈ {x11y | x, y ∈ (Σbool)

∗}.

utÓïðàæíåíèå 3.25. Ïðèâåäèòå îïèñàíèå íåäåòåðìèíèðîâàííûõ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâäëÿ ñëåäóþùèõ ÿçûêîâ:(a) {1011x00y | x, y ∈ (Σbool)
∗};(b) {01, 101}∗;(c) {x ∈ (Σbool)

∗ | x ñîäåðæèò ïîäñëîâà 01011 è 01100};(d) {x ∈ (Σ10)
∗ | Number10(x) äåëèòñÿ íà 3}.Ïðè ýòîì ïîñòàðàéòåñü ñêîíñòðóèðîâàòü HKA êàê ìîæíî áîëåå ïðîñòûì � ò. å. ìèíè-ìèçèðîâèòü êàê ÷èñëî ñîñòîÿíèé (âåðøèí), òàê è ÷èñëî ïåðåõîäîâ (äóã).Ïóñòü

L(HKA) = {L(M) | M � íåêîòîðûé HKA}.Ãëàâíûé âîïðîñ ýòîãî ðàçäåëà � âåðíî ëè ðàâåíñòâî L(HKA) = L(KA); ýòîò âîïðîñìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: âåðíî ëè, ÷òî (äåòåðìèíèðîâàííûå) êî-íå÷íûå àâòîìàòû ìîãóò ìîäåëèðîâàòü ðàáîòó íåäåòåðìèíèðîâàííûõ. Ïîäîáíûé âîïðîñÿâëÿåòñÿ âàæíåéøèì è äëÿ áîëåå îáùèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìîäåëåé. Íà îñíîâå áîëü-øîãî íàó÷íîãî îïûòà ìû çíàåì, ÷òî ìîäåëèðîâàíèå íåäåòåðìèíèçìà äåòåðìèíèçìîì
30 Ò. å. çàìåíÿÿ â âû÷èñëåíèè (3.10) a è b íà 1.



3.5 Íåäåòåðìèíèçì 83âûïîëíèìî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà åñòü âîçìîæíîñòü èìèòàöèè îäíèì äåòåðìè-íèðîâàííûì âû÷èñëåíèåì âñåõ âû÷èñëåíèé äàííîé íåäåòåðìèíèðîâàííîé ìîäåëè íàëþáîì çàäàííîì âõîäå. Äëÿ ñëó÷àÿ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ ýòî âîçìîæíî.Èäåÿ ìîäåëèðîâàíèÿ íåêîòîðîãî íåäåòåðìèíèðîâàííîãî êîíå÷íîãî àâòîìàòà M ñïîìîùüþ (äåòåðìèíèðîâàííîãî) àâòîìàòà A áàçèðóåòñÿ íà ïîèñêå â øèðèíó â äåðå-âüÿõ âû÷èñëåíèé M . Âàæíîå ïðåäïîëîæåíèå äëÿ ýòîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òàêîâî: ó âñåõêîíôèãóðàöèé äåðåâà âû÷èñëåíèé, íàõîäÿùèõñÿ íà îäíîì è òîì æå ðàññòîÿíèè i îòêîðíÿ, ñîâïàäàþò âòîðûå ýëåìåíòû � ïîòîìó ÷òî îíè äîñòèãàþòñÿ ïîñëå ÷òåíèÿ ïåðâûõ
i ñèìâîëîâ âõîäíîãî ñëîâà. Èòàê, ýòè êîíôèãóðàöèè íà îäíîì è òîì æå ðàññòîÿíèè îòêîðíÿ ìîãóò îòëè÷àòüñÿ òîëüêî ñâîèìè ñîñòîÿíèÿìè. È, õîòÿ ÷èñëî êîíôèãóðàöèé íàðàññòîÿíèè i îò êîðíÿ ìîæåò ýêñïîíåíöèàëüíî çàâèñåòü îò i � ýòîò ôàêò íå îçíà÷àåò,÷òî ìû äîëæíû ìîäåëèðîâàòü ýêñïîíåíöèàëüíî ìíîãî ðàçëè÷íûõ âû÷èñëåíèé. Ó àâòî-ìàòà M èìååòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî ñîñòîÿíèé � è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî âîçìîæíîãî
i ∈ IN0 íà ðàññòîÿíèè i îò êîðíÿ èìååòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ âîçìîæíûõ êîí-ôèãóðàöèé. Åñëè äâå ðàçíûå âåðøèíû u è v äåðåâà âû÷èñëåíèé ïîìå÷åíû îäíîé è òîéæå êîíôèãóðàöèåé, òî ïîääåðåâüÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå u è v, èäåíòè÷íû � è, ñëåäîâà-òåëüíî, íàì äîñòàòî÷íî íàéòè äîïóñêàþùóþ êîíôèãóðàöèþ òîëüêî â îäíîì èç ýòèõäâóõ ïîääåðåâüåâ (ðèñ. 3.12). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàáîòû HKA Míàä âõîäíûì ñëîâîì x äîñòàòî÷íî äëÿ êàæäîãî i ∈ {0, 1, . . . , |x|} îïðåäåëèòü ìíîæå-ñòâî âñåõ ñîñòîÿíèé, äîñòèæèìûõ ïîñëå i øàãîâ âû÷èñëåíèé M íàä x. Äëÿ ëþáîãîòàêîãî i ýòî ìíîæåñòâî â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ δ̂(q0, z), ãäå z � ïðåôèêñ ñëîâà x äëè-íû i. Íà ðèñ. 3.11 ñïðàâà îòìå÷åíû ìíîæåñòâà δ̂(q0, 10) = {q0}, δ̂(q0, 101) = {q0, q1},
δ̂(q0, 1011) = {q0, q1, q2} è δ̂(q0, 10110) = {q0, q2} � êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ìíîæåñòâàìäîñòèæèìûõ ñîñòîÿíèé ïîñëå i = 0, 1, . . . , 5 øàãîâ (ò. å. ïîñëå ïðî÷òåíèÿ ïðåôèêñà äëè-íû i).

PSfrag replacements
i

qq

BM (x) :

TqTq Ðèñ. 3.12.Ýòî íàáëþäåíèå äà¼ò òàêóþ èäåþ: âçÿòü ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé Qçàäàííîãî HKA M = (Q, Σ, δ, q0, F ) â êà÷åñòâå ñîñòîÿíèé ìîäåëèðóþùåãî (äåòåðìèíè-ðîâàííîãî) êîíå÷íîãî àâòîìàòà A. Ïîýòîìó ñëåäóþùàÿ êîíñòðóêöèÿ àâòîìàòà A â òåî-ðèè àâòîìàòîâ íàçûâàåòñÿ ñóïåðìíîæåñòâåííîé êîíñòðóêöèåé (powerset construction).



84 3 Êîíå÷íûå àâòîìàòûÑîñòîÿíèå 〈P 〉 àâòîìàòà A äëÿ ìíîæåñòâà P ⊆ Q èìååò ñëåäóþùóþ èíòåðïðåòàöèþ:ýòî � â òî÷íîñòè òå ñîñòîÿíèÿ ìíîæåñòâà P , êîòîðûå äîñòèæèìû31 â âû÷èñëåíèè àâ-òîìàòà M íà âõîäå z, ò. å. P = δ̂(q0, z). Øàã âû÷èñëåíèÿ àâòîìàòà A èç ñîñòîÿíèÿ 〈P 〉ïðè ÷òåíèè ñèìâîëà a îïðåäåëÿåòñÿ êàê
⋃

p∈P

δ(p, a)� ò. å. êàê ìíîæåñòâî âñåõ ñîñòîÿíèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü äîñòèãíóòû ïðè ÷òåíèè ñèì-âîëà a àâòîìàòîìM , íàõîäÿùåìñÿ â íåêîòîðîì ñîñòîÿíèè ìíîæåñòâà P . Ôîðìàëèçàöèÿýòîé èäåè ïðèâîäèòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.Òåîðåìà 3.26. Äëÿ êàæäîãî HKA M ñóùåñòâóåò (äåòåðìèíèðîâàííûé) êîíå÷íûéàâòîìàò A, òàêîé ÷òî
L(M) = L(A).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M = (Q, Σ, δM , q0, F ) � íåêîòîðûé HKA. Ìû ñòðîèì ýêâèâà-ëåíòíûé32 àâòîìàò A = (QA, ΣA, δA, q0A, FA) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• QA = {〈P 〉 | P ⊆ Q},
• ΣA = Σ,
• q0A = 〈{q0}〉,
• FA = {〈P 〉 | P ⊆ Q è P ∩ F 6= ∅},
• δA � ôóíêöèÿ, äåéñòâóþùàÿ èç QA × ΣA â QA, òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáûõ 〈P 〉 ∈ QA è

a ∈ ΣA âûïîëíåíî ñëåäóþùåå:
δA(〈P 〉 , a) =

〈
⋃

p∈P

δM (p, a)

〉

= 〈{q ∈ Q | ∃p ∈ P, òàêîå ÷òî q ∈ δM (p, a)}〉 .Î÷åâèäíî, ÷òî àâòîìàò A � äåòåðìèíèðîâàííûé. Íàïðèìåð, íà ðèñ. 3.13 ïðèâåä¼íàâòîìàò A, ñîçäàííûé ñ ïîìîùüþ ñóïåðìíîæåñòâåííîé êîíñòðóêöèè33 íà îñíîâå HKA
M , ïðèâåä¼ííîãî íà ðèñ. 3.10. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî àâòîìàò A äåéñòâèòåëüíîýêâèâàëåíòåí HKA M , äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ Σ∗ âûïîëíåíî ñëåäóþ-ùåå:

δ̂M (q0, x) = P ⇐⇒ δ̂A(q0A, x) = 〈P 〉 . (3.11)Äîêàæåì ýêâèâàëåíòíîñòü (3.11) èíäóêöèåé ïî |x|.1. Áàçèñ èíäóêöèè.Ïóñòü |x| = 0, ò. å. x = λ. Ïîñêîëüêó δ̂M (q0, λ) = {q0} è q0A = 〈{q0}〉, òî óòâåðæäåíèå(3.11) äëÿ x = λ âûïîëíåíî.
31 Ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå 〈P 〉 âìåñòî P äëÿ ïîÿñíåíèÿ ðàçíèöû ìåæäó îäíèì ñîñòîÿíèåì

〈P 〉 àâòîìàòà A, ñîîòâåòñòâóþùèì ìíîæåñòâó P äîñòèæèìûõ ñîñòîÿíèé àâòîìàòà M � èýòèì ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé P .
32 Ò. å. îïðåäåëÿþùèé òîò æå ñàìûé ðåãóëÿðíûé ÿçûê.
33 Çàìåòèì, ÷òî ñîñòîÿíèÿ 〈∅〉, 〈{q1}〉, 〈{q2}〉 è 〈{q1, q2}〉 àâòîìàòà A, ïðèâåä¼ííîãî íà ðèñ. 3.10,íå ÿâëÿþòñÿ äîñòèæèìûìè èç èíèöèàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ 〈{q0}〉 � ò. å. íå ñóùåñòâóåò íè îä-íîãî ñëîâà, ïîñëå ÷òåíèÿ êîòîðîãî àâòîìàò A ôèíèøèðîâàë áû â êàêîì-ëèáî èç ýòèõ ñî-ñòîÿíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, óäàëåíèå ýòèõ ñîñòîÿíèé (íàçûâàþùèõñÿ íåäîñòèæèìûìè) íå èç-ìåíÿåò ÿçûê, äîïóñêàåìûé àâòîìàòîì A.
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PSfrag replacements

〈{q0}〉

〈{q1}〉

〈{q2}〉

〈∅〉

〈{q0, q1}〉

〈{q0, q2}〉

〈{q1, q2}〉

〈{q0, q1, q2}〉

0

0
0

0

0

0, 1

0, 1

0, 1

1

1

1

1

1

Ðèñ. 3.13.2. Øàã èíäóêöèè.Ïóñòü ýêâèâàëåíòíîñòü (3.11) âûïîëíåíà äëÿ íåêîòîðîãî m ∈ IN0 � ò. å. äëÿ âñåõñëîâ z ∈ Σ∗, òàêèõ ÷òî |z| ≤ m. Äîêàæåì, ÷òî òàêîå æå óñëîâèå âûïîëíåíî è äëÿâñåõ ñëîâ ìíîæåñòâà Σm+1.Ïóñòü y � ïðîèçâîëüíîå ñëîâî ìíîæåñòâà Σm+1. Òîãäà y = xa äëÿ íåêîòîðûõ x ∈
Σm è a ∈ Σ. Ñëåäóÿ îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè δ̂A, ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

δ̂A(q0A, xa) = δA(δ̂A(q0A, x), a). (3.12)Ïðèìåíÿÿ ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè (3.11) äëÿ ñëîâà x, ìû èìååì
δ̂A(q0A, x) = 〈R〉 ⇔ δ̂M (q0, x) = R� è, ñëåäîâàòåëüíî,

δ̂A(q0A, x) =
〈
δ̂M (q0, x)

〉
. (3.13)Ñîãëàñíî ñïîñîáó ïîñòðîåíèÿ àâòîìàòàA (åãî ôóíêöèè ïåðåõîäîâ δA) ìû ïîëó÷àåì,÷òî äëÿ âñåõ R ⊆ Q è a ∈ Σ âûïîëíåíî ñëåäóþùåå:

δA(〈R〉 , a) =

〈
⋃

p∈R

δM (p, a)

〉
. (3.14)Èòàê,
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δA(q0A, xa) =

(3.12)

δA(δ̂A(q0A, x), a)

=
(3.13)

δA(
〈
δ̂M (q0, x)

〉
, a)

=
(3.14)

〈
⋃

p∈δ̂M (q0,x)

δM (p, a)

〉

=
〈
δ̂M (q0, xa)

〉
.Ýòèì çàêàí÷èâàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî óñëîâèÿ (3.11) � è âñåé òåîðåìû. utÂ äàëüíåéøåì ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâà àâòîìàòà A è B ýêâèâàëåíòíû, åñëè

L(A) = L(B).Óïðàæíåíèå 3.27. Ïðèìåíèòå ñóïåðìíîæåñòâåííóþ êîíñòðóêöèþ òåîðåìû 3.26 äëÿîïèñàíèÿ äåòåðìèíèðîâàííîãî àâòîìàòà, ýêâèâàëåíòíîãî HKA, ïðèâåä¼ííîìó íàðèñ. 3.14.PSfrag replacements
q0 q1 q2 qk−1 qk

0, 1

000 0

111

1

1
. . .

. . .Ðèñ. 3.14.Óïðàæíåíèå 3.28. Ïðèìåíèòå ñóïåðìíîæåñòâåííóþ êîíñòðóêöèþ äëÿ êîíñòðóèðî-âàíèÿ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ, êîòîðûå ýêâèâàëåíòíû íåäåòåðìèíèðîâàííûì êîíå÷íûìàâòîìàòàì, ñîçäàííûì ðàíåå â ïóíêòàõ (b) è (d) óïðàæíåíèÿ 3.25.Ñëåäñòâèåì òåîðåìû 3.26 ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî
L(KA) = L(HKA)� ò. å. ñ òî÷êè çðåíèÿ ìíîæåñòâà äîïóñêàåìûõ ÿçûêîâ (äåòåðìèíèðîâàííûå) êîíå÷-íûå àâòîìàòû ñòîëü æå ìîùíû, êàê è íåäåòåðìèíèðîâàííûå. Îäíàêî ñòîèò îòìåòèòü,÷òî êîíå÷íûå àâòîìàòû, ïîñòðîåííûå ñ ïîìîùüþ ñóïåðìíîæåñòâåííîé êîíñòðóêöèè,èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíî ìíîãî ñîñòîÿíèé ïî ñðàâíåíèþ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè íåäåòåð-ìèíèðîâàííûìè.Äàëåå ðàññìîòðèì òàêîé âîïðîñ. Ñóùåñòâóåò ëè àëüòåðíàòèâíûé âàðèàíò ìîäå-ëèðîâàíèÿ HKA ñ ïîìîùüþ (äåòåðìèíèðîâàííûõ) àâòîìàòîâ, ãàðàíòèðóþùèé ñóùå-ñòâîâàíèå òàêîãî àâòîìàòà, ÷èñëî ñîñòîÿíèé êîòîðîãî íå áîëüøå, ÷åì ÷èñëî ñîñòîÿíèéèñõîäíîãî? Èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóþò ëè ðåãóëÿðíûå ÿçûêè, äëÿ êîòîðûõ ìî-äåëèðîâàíèå íåäåòåðìèíèçìà äåòåðìèíèçìîì íåèçáåæíî ïðèâîäèò ê ïîêàçàòåëüíîìóðîñòó ÷èñëà ñîñòîÿíèé? Ìû îòâåòèì íà ýòîò âîïðîñ, ïîêàçàâ, ÷òî ñóïåðìíîæåñòâåííóþêîíñòðóêöèþ íåëüçÿ óëó÷øèòü.



3.5 Íåäåòåðìèíèçì 87Äëÿ ýòîãî ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì k ðàññìîòðèì ðåãóëÿðíûé ÿçûê
Lk = {x1y | x ∈ (Σbool)

∗, y ∈ (Σbool)
k−1}.Íåäåòåðìèíèðîâàííûé êîíå÷íûé àâòîìàò Ak, ïðèâåä¼ííûé íà ðèñ. 3.14, ïðèíèìàåòÿçûê Lk � îòâå÷àÿ â ñîñòîÿíèè q0 äëÿ êàæäîãî ñèìâîëà 1 âõîäíîãî ñëîâà íà âîïðîñ,ÿâëÿåòñÿ ëè ýòîò ñèìâîë k-ì ñèìâîëîì ñ êîíöà. Ïðè ýòîì Ak îïðåäåëÿåò � ïðè÷¼ìäåòåðìèíèðîâàííûì îáðàçîì � áûëî ëè ýòî ïðåäïîëîæåíèå èñòèííûì.Óïðàæíåíèå 3.29. Äàéòå ôîðìàëüíîå îïèñàíèå àâòîìàòà Ak, ïðèâåä¼ííîãî íàðèñ. 3.14, è äîêàæèòå, ÷òî Ak äîïóñêàåò ÿçûê Lk. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî k ïðèâå-äèòå îïèñàíèå àâòîìàòà Bk, òàêîãî ÷òî Lk = L(Bk).×èñëî ñîñòîÿíèé àâòîìàòà Ak ðàâíî k +1. Ìû ïîêàæåì, ÷òî (äåòåðìèíèðîâàííûé)êîíå÷íûé àâòîìàò, äîïóñêàþùèé ÿçûê Lk, èìååò ÷èñëî ñîñòîÿíèé, ýêñïîíåíöèàëüíîçàâèñÿùåå îò ðàçìåðà àâòîìàòà Ak (÷èñëà åãî ñîñòîÿíèé).Ëåììà 3.30. Äëÿ ëþáîãî k ∈ IN ëþáîé (äåòåðìèíèðîâàííûé) êîíå÷íûé àâòîìàò,äîïóñêàþùèé ÿçûê Lk, èìååò íå ìåíåå 2k ñîñòîÿíèé.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Bk = (Qk, Σbool, δk, q0k, Fk) � íåêîòîðûé êîíå÷íûé àâòîìàò,äîïóñêàþùèé ÿçûê L(Bk) = Lk. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî Bk èìååò ïî êðàéíåéìåðå 2k ñîñòîÿíèé, ïðèìåíèì òàêóþ æå òåõíèêó äîêàçàòåëüñòâà, êîòîðàÿ â ðàçäåëå 3.4áûëà èñïîëüçîâàíà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ, äîïóñ-êàþùèõ íåêîòîðûå êîíêðåòíûå ðåãóëÿðíûå ÿçûêè.34Èòàê, åñëè

δ̂k(q0k, x) = δ̂k(q0k, y) (3.15)äëÿ íåêîòîðûõ ñëîâ x è y íàä Σbool, òî äëÿ âñåõ ñëîâ z ∈ (Σbool)
∗ âûïîëíåíî óñëîâèå

xz ∈ L(Bk) ⇐⇒ yz ∈ L(Bk). (3.16)Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû óêàçàòü äîñòàòî÷íî áîëüøîå ìíîæåñòâîñëîâ Sk, îáëàäàþùåå ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ ñëîâ x, y ∈ Skíå âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (3.15) � ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå ñëîâî z, òàêîå ÷òî
xz ∈ L(Bk) è yz /∈ L(Bk).Âûïîëíåíèå ýòîãî ñâîéñòâà âëå÷¼ò ñóùåñòâîâàíèå ó àâòîìàòà Bk ïî êðàéíåé ìåðå |Sk|ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé.35Âûáåðåì

Sk = (Σbool)
kè äîêàæåì ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî äëÿ âñåõ u ∈ Sk ñîñòîÿíèÿ δ̂k(q0k, u) äîëæíûïîïàðíî ðàçëè÷àòüñÿ. Ïóñòü

34 Ýòî íå äîëæíî ÿâëÿòüñÿ íåîæèäàííîñòüþ � ïîñêîëüêó ìû è â äàííîì ñëó÷àå ôàêòè÷å-ñêè äîêàçûâàåì íåñóùåñòâîâàíèå. Òî÷íåå � ìû äîêàçûâàåì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò êîíå÷íîãîàâòîìàòà, êîòîðûé äîïóñêàë áû ÿçûê Lk è èìåë áû ìåíåå 2k ñîñòîÿíèé.
35 Îòìåòèì åù¼ îäèí âîçìîæíûé ïðè¼ì ðàáîòû ñ êîíå÷íûìè àâòîìàòàìè. Åñëè áû çíà÷åíèå

|Sk| áûëî áû ðàâíî áåñêîíå÷íîñòè, òî îòñþäà ñëåäîâàëî áû íåñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íûõàâòîìàòîâ, äîïóñêàþùèõ ðàññìàòðèâàåìûå ÿçûêè.
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x = x1x2 . . . xk è y = y1y2 . . . yk,� äâà ðàçëè÷íûõ ñëîâà ìíîæåñòâà Sk = (Σbool)

k, ãäå xi, yi ∈ Σbool äëÿ i = 1, . . . , k.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
δ̂k(q0k, x) = δ̂k(q0k, y).Ïîñêîëüêó x 6= y, ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå j ∈ {1, . . . , k}, òàêîå ÷òî xj 6= yj . Áåç îãðàíè-÷åíèÿ îáùíîñòè ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî

xj = 1 è yj = 0.Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëîâî z = 0j−1. Äëÿ íåãî
xz = x1 . . . xj−11xj+1 . . . xk0j−1, yz = y1 . . . yj−10yj+1 . . . yk0j−1� è ïîýòîìó

xz ∈ Lk, íî yz /∈ Lk.Ýòî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ óñëîâèåì (3.16) � ò. å. ñîñòîÿíèÿ δ̂k(q0k, x) è δ̂k(q0k, y)äîëæíû ðàçëè÷àòüñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, Bk èìååò ïî êðàéíåé ìåðå |Sk| = 2k ñîñòîÿíèé.
ut Ëåììà 3.30 îïðåäåëÿåò ïðîñòóþ òåõíèêó ïîëó÷åíèÿ íèæíåé ãðàíèöû ðàçìåðà êî-íå÷íîãî àâòîìàòà, äîïóñêàþùåãî êîíêðåòíûé ðåãóëÿðíûé ÿçûê. ×òîáû ïîêàçàòü, êàêíà ïðàêòèêå èñïîëüçîâàòü ýòó òåõíèêó, ìû ïîëó÷èì íèæíþþ ãðàíèöó ÷èñëà ñîñòîÿíèéàâòîìàòà, îïðåäåëÿþùåãî ðåãóëÿðíûé ÿçûê

L = {x11y | x, y ∈ {0, 1}∗},èñïîëüçîâàâøèéñÿ ðàíåå ïðè ðàññìîòðåíèè ñóïåðìíîæåñòâåííîé êîíñòðóêöèè(ðèñ. 3.10).Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî êàæäûé êîíå÷íûé àâòîìàò, äîïóñêàþùèé L, èìååòïî êðàéíåé ìåðå 3 ñîñòîÿíèÿ, ðàññìîòðèì 3 ñëåäóþùèõ ñëîâà:
λ, 1, 11.Äëÿ êàæäîé èç òð¼õ ïàð (x, y) ðàçëè÷íûõ ñëîâ ÿçûêà S = {λ, 1, 11} ìû äîëæíû ïîêà-çàòü ñóùåñòâîâàíèå íåêîòîðîãî ñëîâà z � òàêîãî ÷òî ðîâíî îäíî èç ñëîâ xz è yz âõîäèòâ ÿçûê L (ò. å. ÷òî x è y íå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (3.16)).Äëÿ x = λ è y = 1 âûáèðàåì z = 1. Òîãäà

xz = 1 /∈ L, íî yz = 11 ∈ L� è ïîýòîìó δ̂(q0, x) 6= δ̂(q0, y) äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî àâòîìàòà, äîïóñêàþùåãî L.Äëÿ x = λ è y = 11 âûáèðàåì z = 0. Òîãäà
xz = 0 /∈ L, íî yz = 110 ∈ L.À äëÿ x = 1 è y = 11 âûáèðàåì z = λ. Òîãäà
xz = 1 /∈ L, íî yz = 11 ∈ L.Èòàê, ñîñòîÿíèÿ
δ̂(q0, λ), δ̂(q0, 1) è δ̂(q0, 11)äëÿ ëþáîãî àâòîìàòà A = (Q, Σbool, δ, q0, F ), äîïóñêàþùåãî ÿçûê L, äîëæíû ïîïàðíîðàçëè÷àòüñÿ.



3.6 Çàêëþ÷åíèå 89Óïðàæíåíèå 3.31. Ðàññìîòðèòå ÿçûêè L = {x11y | x, y ∈ {0, 1}∗} è S = {λ, 1, 11}.Äëÿ ëþáîé ïàðû x, y ðàçëè÷íûõ ñëîâ ÿçûêà S ïîñòðîéòå ìíîæåñòâî Z(x, y) ⊆ (Σbool)
∗� òàêîå ÷òî äëÿ ëþáîãî ñëîâà z ∈ Z(x, y) âûïîëíåíî ñëåäóþùåå:

(xz /∈ L è yz ∈ L) èëè (xz ∈ L è yz /∈ L).Óïðàæíåíèå 3.32. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé êîíå÷íûé àâòîìàò, äîïóñêàþùèé ÿçûê L =
{x11y | x, y ∈ {0, 1}∗}, èìååò ïî êðàéíåé ìåðå 3 ñîñòîÿíèÿ � ïðè ýòîì âûáðàâ 3 ñëîâà,îòëè÷íûå îò λ, 1, è 11.Óïðàæíåíèå 3.33. Ïóñòü L = {x011y | x, y ∈ {0, 1}∗}.
• Îïèøèòå íåäåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò M , äîïóñêàþùèé L è èìåþùèé 4 ñîñòîÿ-íèÿ, è äîêàæèòå, ÷òî L = L(M).
• Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò êîíå÷íîãî àâòîìàòà M ñ 3 ñîñòîÿíèÿìè, òàêîãî ÷òî

L(M) = L.
• Ïðèìåíèòå ñóïåðìíîæåñòâåííóþ êîíñòðóêöèþ äëÿ îïèñàíèÿ êîíå÷íîãî àâòîìàòà,äîïóñêàþùåãî L.Óïðàæíåíèå 3.34.∗ Íåêîòîðûé êîíå÷íûé àâòîìàò A íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûìäëÿ çàäàííîãî ðåãóëÿðíîãî ÿçûêà L(A), åñëè íå ñóùåñòâóåò ìåíüøåãî (ñ òî÷êè çðåíèÿ÷èñëà ñîñòîÿíèé) êîíå÷íîãî àâòîìàòà, òàêæå äîïóñêàþùåãî L(A). Îïèøèòå ìèíèìàëü-íûå êîíå÷íûå àâòîìàòû äëÿ ÿçûêîâ èç óïð. 3.25 � è äîêàæèòå èõ ìèíèìàëüíîñòü.Óïðàæíåíèå 3.35. Îïèøèòå HKA, èìåþùèé íå áîëåå 6 ñîñòîÿíèé, òàêîé ÷òî L(M) =
{0x | x ∈ {0, 1}∗, ïðè÷¼ì x ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ñëîâ 11 è 100 êàêïîäñëîâî} .3.6 Çàêëþ÷åíèåÈòàê, â ýòîé ãëàâå ìû ââåëè êîíå÷íûå àâòîìàòû êàê ìîäåëü ïðîñòûõ âû÷èñëåíèé � ìî-äåëü, êîòîðàÿ íå èñïîëüçóåò íèêàêèõ âñïîìîãàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ, è, ñëåäîâàòåëüíî,íå èìååò ïàìÿòè. Îñíîâíîé öåëüþ ðàññìîòðåíèÿ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ áûëî íå èõ ïî-äðîáíîå èññëåäîâàíèå, íå èçó÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ � à ïðîñòîåè ÿñíîå, íî â òî æå âðåìÿ ñòðîãîå, ââåäåíèå â ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà âû÷èñëåíèé.Ñòàíäàðòíîå îïðåäåëåíèå âû÷èñëèòåëüíîé ìîäåëè íà÷èíàåòñÿ ñ îïèñàíèÿ êîìïî-íåíòîâ ýòîé ìîäåëè è å¼ âîçìîæíûõ êîìàíä (ýëåìåíòàðíûõ äåéñòâèé). Ïðè ýòîì îïðå-äåëÿåòñÿ ïîíÿòèå ¾êîíôèãóðàöèÿ¿, ÿâëÿþùååñÿ îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ ¾ñîñòîÿíèå¿ �ò. å. ôîðìèðóåòñÿ ñâÿçü ñîñòîÿíèÿ ñ âðåìåíí�ûìè åäèíèöàìè. Âûïîëíåíèå îäíîãî øà-ãà (îäíîãî ýòàïà ïðîöåññà âû÷èñëåíèÿ) ñîîòâåòñòâóåò âûïîëíåíèþ ðàññìàòðèâàåìîéêîìàíäû (ýëåìåíòàðíîé îïåðàöèè ìîäåëè) íà òåêóùåé êîíôèãóðàöèè. Ñëåäîâàòåëüíî,øàã � ýòî ïåðåõîä îò îäíîé êîíôèãóðàöèè C ê äðóãîé êîíôèãóðàöèè D, è ðàçëè÷èåìåæäó C è D äîñòèãàåòñÿ èìåííî â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ ýëåìåíòàðíîé îïåðàöèè.Âû÷èñëåíèå íàä âõîäîì x íà÷èíàåòñÿ â íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè (âêëþ÷àþùåé ýòîñëîâî x êàê ââîä); çàêëþ÷èòåëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ îïðåäåëÿåò âûõîä (âûâîä, ðåçóëü-òàò).Êîíå÷íûå àâòîìàòû ñîîòâåòñòâóþò ïîäêëàññó ïðîñòûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ðåøåíèÿïðîáëåìû ðàñïîçíàâàíèÿ ÿçûêîâ. Êîíå÷íûé àâòîìàò íå èñïîëüçóåò íèêàêèõ ïåðåìåí-íûõ � ò. å. íèêàêîé ïàìÿòè. Ðàáîòó êîíå÷íîãî àâòîìàòà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äâè-æåíèå ñðåäè êîíå÷íîãî ÷èñëà ñîñòîÿíèé (ñòðîê ïðîãðàììû) � è ïðèíÿòèå âõîäíîãî



90 3 Êîíå÷íûå àâòîìàòûñëîâà ïðîèñõîäèò â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïîñëå ïðî÷òåíèÿ âñåãî âõîäíîãî ñëîâà ýòà ðàáîòàçàâåðøàåòñÿ â îäíîì èç äîïóñêàþùèõ ñîñòîÿíèé.Òî, ÷òî íåêîòîðàÿ ïðîáëåìà íå ðåøàåòñÿ íè îäíèì àëãîðèòìîì, ïðèíàäëåæàùèìñïåöèàëüíîìó ïîäêëàññó, ÿâëÿåòñÿ ò. í. ïðîáëåìîé íåðàçðåøèìîñòè (íåñóùåñòâîâàíèÿ).Ïîäîáíûå äîêàçàòåëüñòâà îáû÷íî òðåáóþò ãëóáîêîãî ïîíèìàíèÿ ïðèðîäû ñîîòâåòñòâó-þùåãî ïîäêëàññà àëãîðèòìîâ. Â ñëó÷àå êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî
L /∈ L(KA), îñíîâàíî íà ñëåäóþùåé èäåå: ñòðóêòóðà ÿçûêà L ñëèøêîì ñëîæíà äëÿ òî-ãî, ÷òîáû áûòü îïèñàííîé êîíå÷íûì îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå Σ∗.Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ õðàíåíèÿ âñåõ âàæíûõ õàðàêòåðèñòèê ïðåôèêñîâ âõîäíûõ ñëîâíåäîñòàòî÷íî êîíå÷íîãî ÷èñëà êëàññîâ ýòîãî îòíîøåíèÿ (ò. å. êîíå÷íîãî ÷èñëà ñîñòî-ÿíèé àâòîìàòà). Òà æå ñàìàÿ ìåòîäèêà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà è äëÿ ïîëó÷åíèÿíèæíåé ãðàíèöû ÷èñëà ñîñòîÿíèé ëþáîãî êîíå÷íîãî àâòîìàòà, äîïóñêàþùåãî íåêîòî-ðûé çàäàííûé ðåãóëÿðíûé ÿçûê L.Â îòëè÷èå îò ñâîèõ äåòåðìèíèðîâàííûõ àíàëîãîâ, íåäåòåðìèíèðîâàííûå âû÷èñëè-òåëüíûå ìîäåëè (àëãîðèòìû)36 ïîçâîëÿþò íà ëþáîì øàãå âû÷èñëåíèé âûáèðàòü îäíîèç íåñêîëüêèõ âîçìîæíûõ äåéñòâèé.37 Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íåêîòîðîãî çàäàííîãî âõî-äà íåäåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì ìîæåò èìåòü ýêñïîíåíöèàëüíî ìíîãî âû÷èñëåíèé� îòíîñèòåëüíî äëèíû ýòîãî âõîäà.Íåñìîòðÿ íà êàæóùóþñÿ ñëîæíîñòü, ó íåäåòåðìèíèçìà ¾îïòèìèñòè÷åñêàÿ ðåïóòà-öèÿ¿: ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íåäåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì âñåãäà ñäåëàåò ïðàâèëü-íûé âûáîð � åñëè, êîíå÷íî, òàêîé âûáîð âîîáùå ñóùåñòâóåò. Òî åñòü íåäåòåðìèíèðî-âàííûé àëãîðèòì ñ÷èòàåòñÿ óñïåøíî ðåøàþùèì íåêîòîðóþ çàäàííóþ ïðîáëåìó â òîìñëó÷àå, êîãäà äëÿ êàæäîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ x ðàññìàòðèâàåìîé ïðîáëåìû ñóùåñòâó-åò âû÷èñëåíèå, äàþùåå ïðàâèëüíûé ðåçóëüòàò. Äëÿ ïðîáëåìû ïðèíàäëåæíîñòè (Σ, L)ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íåäåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì A, ðåøàþùèé (Σ, L), äîëæåí èìåòüõîòÿ áû îäíî äîïóñêàþùåå âû÷èñëåíèå äëÿ êàæäîãî x ∈ L � è íàîáîðîò, äëÿ ëþáîãî
y /∈ L íè îäíî èç âû÷èñëåíèé A íàä âõîäîì y äîïóñêàþùèì áûòü íå äîëæíî.Âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñóùåñòâóåò áîëåå ýôôåêòèâíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íåäåòåðìèíèðî-âàííîãî àëãîðèòìà A äåòåðìèíèðîâàííûì àëãîðèòìîì B êàêèì-ëèáî èíûì ñïîñîáîì,÷åì ïðîñòûì âûïîëíåíèåì àëãîðèòìîì B âñåõ âîçìîæíûõ âû÷èñëåíèé A. Ýòî èìååòìåñòî è äëÿ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ � ãäå B äëÿ çàäàííîãî âõîäíîãî ñëîâà ôàêòè÷åñêèïðîèçâîäèò ïîèñê â øèðèíó â äåðåâå âûâîäà (äåðåâå âû÷èñëåíèé) àëãîðèòìà A. Ïî-ñêîëüêó B ïðè ÷òåíèè ñëîâà z ñîõðàíÿåò íàáîð âñåõ òåõ ñîñòîÿíèé àëãîðèòìà A, âêîòîðûõ ìîæåò áûòü ïðî÷èòàíî ýòî z, ïîñòðîåíèå (äåòåðìèíèðîâàííîãî) êîíå÷íîãîàâòîìàòà B ïî çàäàííîìó íåäåòåðìèíèðîâàííîìó àâòîìàòó A íàçûâàåòñÿ ñóïåðìíî-æåñòâåííîé êîíñòðóêöèåé.Èòàê, ýòà ãëàâà áûëà ïîñâÿùåíà òîëüêî íåêîòîðûì ýëåìåíòàðíûì àñïåêòàì òåîðèèàâòîìàòîâ � è íå äîëæíà ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê èñ÷åðïûâàþùåå ââåäåíèå â ýòó îáëàñòü.Îñîáåííî � êîãäà ìû ãîâîðèì î ðåãóëÿðíûõ ÿçûêàõ: â äàííîé ãëàâå ïðèâåäåíî ëèøüî÷åíü êðàòêîå ââåäåíèå â ýòó òåìó. Ðåãóëÿðíûå ÿçûêè ìîãóò áûòü îïèñàíû è ïðåäñòàâ-ëåíû íå òîëüêî êîíå÷íûìè àâòîìàòàìè, íî è íåêîòîðûìè äðóãèìè ôîðìàëèçìàìè �
36 Çäåñü è âñþäó íèæå ïîä òåðìèíîì ¾äåòåðìèíèðîâàííûå àíàëîãè àëãîðèòìîâ¿ ïîäðàçó-ìåâàþòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûå àëãîðèòìû, êîòîðûå äëÿ êàæäîãî âîçìîæíîãî âõîäà äàþòòàêîé æå ðåçóëüòàò ðàáîòû. Ïðè ýòîì íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû äåéñòâèÿ àëãîðèòìîâ áûëè òåìèæå ñàìûìè. (Ïðèì. ïåðåâ.)
37 Îòìåòèì, ÷òî ÷èñëî ýòèõ âîçìîæíûõ äåéñòâèé âñåãäà êîíå÷íî � è, âîçìîæíî, ðàâíî 0.



3.6 Çàêëþ÷åíèå 91êîòîðûå, â îòëè÷èå îò êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ, íå îñíîâàíû íà âû÷èñëèòåëüíûõ ìîäåëÿõ.Ñàìûå âàæíûå èç ýòèõ ôîðìàëèçìîâ ñëåäóþùèå38:
• ðåãóëÿðíûå (ïðàâîëèíåéíûå) ãðàììàòèêè � êàê ìåõàíèçì ãåíåðàöèè ñëîâ çàäàííîãîðåãóëÿðíîãî ÿçûêà;
• ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ � êàê àëãåáðàè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ÿçûêà.Áîëåå ïîëíóþ èíôîðìàöèÿ î êëàññå ðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ ìîæíî íàéòè â ó÷åáíèêå Õîï-êðîôòà, Ìîòâàíè è Óëüìàíà [27].

38 Îòìåòèì, ÷òî âñå ýòè ôîðìàëèçìû, â òîì ÷èñëå êîíå÷íûå àâòîìàòû, èìåþò àíàëîãè è â áî-ëåå øèðîêèõ êëàññàõ ÿçûêîâ. Íàïðèìåð � â êëàññå êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûõ ÿçûêîâ, êîòîðûåíàèáîëåå áëèçêè ê îïèñàíèþ ¾ðåàëüíûõ¿ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ. (Ïðèì. ïåðåâ.)





Òîëüêî òîò, ó êîãî åñòü òåðïåíèåäîâîäèòü äî êîíöà ïðîñòûå äåëà,ñìîæåò îâëàäåòü èñêóññòâîìëåãêî äåëàòü ñëîæíûå.Ô. Øèëëåð4Ìàøèíû Òüþðèíãà
4.1 Öåëè è çàäà÷è ãëàâûÑ äàâíèõ ïîð âñ¼ ïðîèñõîäèëî òàê: åñëè êàêîé-íèáóäü ìàòåìàòèê õîòåë îáúÿñíèòüñâîé ïîäõîä ê ðåøåíèþ íåêîòîðîé ïðîáëåìû, òî îí äîëæåí áûë îïèñàòü ýòîò ïîä-õîä ôîðìàëüíî � êàê ñïåöèàëüíûé ìàòåìàòè÷åñêèé ìåòîä. Ïðåèìóùåñòâî ïîäðîáíîãîôîðìàëüíîãî îïèñàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ¾ïîëüçîâàòåëþ¿ äëÿ óñïåøíîãî ïðè-ìåíåíèÿ ìåòîäà ê ÷àñòíûì ñëó÷àÿì ïðîáëåìû íå îáÿçàòåëüíî ïîíèìàòü, êàê è ïî÷åìóýòîò ìåòîä ðàáîòàåò. Åäèíñòâåííûì òðåáîâàíèåì äëÿ óñïåøíîãî ïðèìåíåíèÿ ÿâëÿåò-ñÿ ïîíèìàíèå ôîðìàëüíîãî ÿçûêà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ïðåäñòàâëåí ñàì ìåòîä. È íåóäèâèòåëüíî, ÷òî çàäîëãî äî ïîÿâëåíèÿ êîìïüþòåðîâ ó÷¼íûå-ìàòåìàòèêè ñâÿçûâàëèðàçðåøèìîñòü ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðîáëåì ñ ñóùåñòâîâàíèåì îáùèõ ìåòîäîâ èõ àâòîìà-òè÷åñêîãî1 ðåøåíèÿ.À ñîçäàíèå è ðàçâèòèå êîìïüþòåðîâ ïðèâåëî ê îïèñàíèþ ïîäîáíûõ ìåòîäîâ ðåøå-íèÿ ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàìì. Òåïåðü â êà÷åñòâå ôîðìàëèçìà äëÿ îïèñàíèÿìåòîäîâ ðåøåíèÿ îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ ÿçûêè ïðîãðàììèðîâàíèÿ � íî ïðè ýòîì ìîãóò¾îñòàòüñÿ çà êàäðîì¿ íàèáîëåå âàæíûå îñîáåííîñòè ïåðâîíà÷àëüíîãî îïèñàíèÿ ìåòî-äà. Íî êîìïüþòåð íå îáëàäàåò èíòåëëåêòîì � è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ìîæåò ïîíèìàòü íèñàìîé ïðîáëåìû, íè ìåòîäîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ å¼ ðåøåíèÿ. Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà ýòî,êîìïüþòåð ìîæåò âûïîëíèòü ïðîãðàììó2 äëÿ íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ âõîäíûõ äàí-íûõ � ðåøàÿ òåì ñàìûì ñîîòâåòñòâóþùèé ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðîáëåìû. Èìåííî ïîýòîìóìîæíî ãîâîðèòü îá àâòîìàòè÷åñêîé � èëè àëãîðèòìè÷åñêîé � ðàçðåøèìîñòè ïðîáëåì.×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî íåêîòîðàÿ ïðîáëåìà àâòîìàòè÷åñêè ðàçðåøèìà, äîñòàòî÷íî íàé-òè ìåòîä, ðåøàþùèé ýòó ïðîáëåìó � è çàïèñàòü ýòîò ìåòîä â âèäå ïðîãðàììû (èëèàëãîðèòìà). Èìåííî ïîýòîìó íàì íå íóæíî äàâàòü ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå òåðìèíà¾àëãîðèòì¿ (¾ïðîãðàììà¿) äëÿ ôîðìóëèðîâêè ïîëîæèòåëüíûõ óòâåðæäåíèé îá àëãî-ðèòìè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè ïðîáëåì: äîñòàòî÷íî äàòü ãðóáîå, îáû÷íî íåôîðìàëüíîåîïèñàíèå àëãîðèòìà � ïîñëå ÷åãî îí ìîæåò áûòü ëåãêî ðåàëèçîâàí â âèäå êîìïüþòåðíîéïðîãðàììû.Ïîòðåáíîñòü äàòü òî÷íîå, ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ ¾àëãîðèòì¿ � êàê ìå-òîäà ðåøåíèÿ ïðîáëåì � íå âîçíèêàëà äî òåõ ïîð, ïîêà ìàòåìàòèêè íå íà÷àëè ðàñ-
1 Ñåãîäíÿ ìû ñêàçàëè áû � ¾àëãîðèòìè÷åñêîãî¿.
2 Ïðåäíàçíà÷åííóþ äëÿ àâòîìàòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïðîáëå-ìû.



94 4 Ìàøèíû Òüþðèíãàñìàòðèâàòü äîêàçàòåëüñòâà íåðàçðåøèìîñòè íåêîòîðûõ èç íèõ.3 Â ñâÿçè ñ ýòèì áûëèïðåäëîæåíû è ðàçðàáîòàíû íåñêîëüêî ôîðìàëüíûõ îïðåäåëåíèé ýòîãî ïîíÿòèÿ � ïðè-÷¼ì âñêîðå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âñå ýòè îïðåäåëåíèÿ ýêâèâàëåíòíû. Êðîìå òîãî, ëþáîéÿçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âûïîëíèìóþ ôîðìàëèçàöèþ ýòîéàëãîðèòìè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè. Íî òàêàÿ ôîðìàëèçàöèÿ íå î÷åíü óäîáíà äëÿ äîêà-çàòåëüñòâà íåñóùåñòâîâàíèÿ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ ïðîáëåì � ïîòîìó ÷òîÿçûêè ïðîãðàììèðîâàíèÿ, îáëàäàþùèå ò. í. ¾äðóæåñòâåííûì èíòåðôåéñîì¿ (ò. å. óäîá-ñòâîì äëÿ ïîëüçîâàòåëÿ), ñîäåðæàò ñëèøêîì ñëîæíûå êîìàíäû. Ïîýòîìó íàì íóæíûáîëåå ïðîñòûå ìîäåëè àëãîðèòìîâ � òå, êîòîðûå èñïîëüçóþò òîëüêî ýëåìåíòàðíûå êî-ìàíäû, íî ïðè ýòîì îáëàäàþò ïîëíîé âû÷èñëèòåëüíîé ìîùüþ ïðîãðàìì, íàïèñàííûõíà ëþáîì ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ âûñîêîãî óðîâíÿ.Èìåííî òàêîé ìîäåëüþ ÿâëÿåòñÿ ìàøèíà Òüþðèíãà; îíà è ñòàëà ñòàíäàðòîì â òåî-ðèè âû÷èñëèìîñòè4. Öåëü äàííîé ãëàâû � ââåäåíèå ýòîé ìîäåëè è ôîðìóëèðîâêà òåõå¼ ñâîéñòâ, êîòîðûå íåîáõîäèìû äëÿ ðàññìîòðåíèÿ â ñëåäóþùèõ ãëàâàõ îñíîâ òåîðèèâû÷èñëèìîñòè è òåîðèè ñëîæíîñòè.Ãëàâà îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçäåëå 4.2 ìû ââîäèì ôîðìàëüíóþìîäåëü ìàøèíû Òüþðèíãà è ðàññìàòðèâàåì ïðàêòè÷åñêèå ïðè¼ìû ðàáîòû ñ íåé.5 Ðàç-äåë 4.3 ïîñâÿù¼í ìíîãîëåíòî÷íûì âåðñèÿì ìàøèíû Òüþðèíãà, ÿâëÿþùèìñÿ îñíîâíîéâû÷èñëèòåëüíîé ìîäåëüþ òåîðèè ñëîæíîñòè. Â ýòîì æå ðàçäåëå ìû îáñóæäàåì ýêâè-âàëåíòíîñòü ìàøèí Òüþðèíãà è ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â ðàçäåëå 4.4 ââîäÿòñÿíåäåòåðìèíèðîâàííûå ìàøèíû Òüþðèíãà è èññëåäóåòñÿ âîçìîæíîñòü ìîäåëèðîâàíèÿíåäåòåðìèíèðîâàííûõ ìàøèí äåòåðìèíèðîâàííûìè. Êîäèðîâàíèþ ìàøèí Òüþðèíãàâ àëôàâèòå Σbool ïîñâÿù¼í ðàçäåë 4.5.4.2 Ôîðìàëüíàÿ ìîäåëü ìàøèí ÒüþðèíãàÌàøèíó Òüþðèíãà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèå êîíå÷íîãî àâòîìàòà. Îíà ñî-ñòîèò èç (ðèñ. 4.1):
• êîíå÷íîãî óñòðîéñòâà óïðàâëåíèÿ, ñîäåðæàùåãî ïðîãðàììó;
• ëåíòû, êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ îäíîâðåìåííî êàê âõîäíîå óñòðîéñòâî è êàê ïàìÿòü;
• ÷èòàþùå-ïèøóùåé ãîëîâêè, êîòîðàÿ ìîæåò äâèãàòüñÿ â îáîèõ íàïðàâëåíèÿõ.Ñõîäñòâî ìàøèíû Òüþðèíãà è êîíå÷íîãî àâòîìàòà çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèèêîíå÷íîãî íàáîðà ñîñòîÿíèé (ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ïðîãðàììó) è â ëåíòå, ñîäåðæà-ùåé â íà÷àëå âû÷èñëåíèé âõîäíîå ñëîâî. Ãëàâíîå æå ðàçëè÷èå ìåæäó ìàøèíîé Òüþ-ðèíãà è êîíå÷íûì àâòîìàòîì çàêëþ÷àåòñÿ â ñàìîì èñïîëüçîâàíèè ëåíòû. Â òî âðåìÿêàê êîíå÷íûé àâòîìàò ìîæåò òîëüêî ÷èòàòü ëåíòó, ìàøèíà Òüþðèíãà ìîæåò èñïîëüçî-âàòü ëåíòó êàê ïàìÿòü, çàïèñûâàÿ íà íåé íåîáõîäèìûå ñèìâîëû. Ýòà ëåíòà ðàññìàòðè-âàåòñÿ êàê áåñêîíå÷íàÿ � â òîì ñìûñëå, ÷òî ìàøèíà Òüþðèíãà â ëþáîì ñâî¼ì âû÷èñ-ëåíèè ìîæåò èñïîëüçîâàòü ïðîèçâîëüíî áîëüøóþ (íî êîíå÷íóþ) ÷àñòü ýòîé ëåíòû.6 Ñ
3 Ò. å. ôîðìóëèðîâàòü îòðèöàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ îá àëãîðèòìè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè ïðî-áëåì. (Ïðèì. ïåðåâ.)
4 Íàçûâàåìîé òàêæå òåîðèåé àëãîðèòìè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè.
5 Èíûìè ñëîâàìè � òåõíîëîãèþ ñîçäàíèÿ ïðîãðàìì íà òàêîì íåîáû÷íîì (äëÿ ïðîãðàììèñòà-ïðàêòèêà) ÿçûêå. (Ïðèì. ïåðåâ.)
6 Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìàøèíà Òüþðèíãà ìîæåò èñïîëüçîâàòü ñòîëü ìíîãî ýëåìåíòîâ ëåíòû(ÿ÷ååê ïàìÿòè), ñêîëüêî ýòî íåîáõîäèìî. Âñ¼ ýòî ïîäîáíî ðåàëüíûì êîìïüþòåðíûì ïðî-



4.2 Ôîðìàëüíàÿ ìîäåëü ìàøèí Òüþðèíãà 95òåõíè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî ðàçëè÷èå äîñòèãàåòñÿ ïóò¼ì çàìåíû ÷èòàþùåé ãîëîâ-êè êîíå÷íîãî àâòîìàòà íà ¾÷èòàþùå-ïèøóùóþ¿ ãîëîâêó ìàøèíû Òüþðèíãà � ñ äî-ïîëíèòåëüíîé âîçìîæíîñòüþ äâèãàòüñÿ íàëåâî. Èíñòðóêöèÿ (ýëåìåíòàðíàÿ îïåðàöèÿ)ìàøèíû Òüþðèíãà ìîæåò áûòü îïèñàíà êàê äåéñòâèå ñî ñëåäóþùèìè àðãóìåíòàìè:
• òåêóùèì ñîñòîÿíèåì ìàøèíû;
• ñèìâîëîì ÿ÷åéêè ëåíòû, êîòîðûé â äàííûé ìîìåíò îáîçðåâàåò ÷èòàþùå-ïèøóùàÿãîëîâêà.Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ýòèõ àðãóìåíòîâ ìàøèíà Òüþðèíãà âûïîëíÿåò ñëåäóþùèåäåéñòâèÿ:
• èçìåíÿåò ñâî¼ ñîñòîÿíèå (ò. å. ïåðåõîäèò â íîâîå ñîñòîÿíèå);
• çàïèñûâàåò ñèìâîë â òó ÿ÷åéêó ëåíòû, ãäå íàõîäèòñÿ ÷èòàþùå-ïèøóùàÿ ãîëîâêà(ýòî äåéñòâèå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê çàìåíà ÷èòàåìîãî ñèìâîëà íà íîâûé);
• ïåðåìåùàåò ãîëîâêó íà îäíó ÿ÷åéêó íàïðàâî èëè íàëåâî � ëèáî íå âûïîëÿåò òàêîãîïåðåìåùåíèÿ (îñòàâëÿåò ãîëîâêó íà ìåñòå).Ïðè ýòîì íóæíî èìåòü â âèäó òàêèå âàæíûå òåõíè÷åñêèå îñîáåííîñòè:
• Êðàéíèé ëåâûé ñèìâîë ëåíòû � òàê íàçûâàåìûé ëåâûé ãðàíè÷íûé ìàðêåð ¢.Ýòîò ñèìâîë íå ìîæåò áûòü çàìåí¼í ìàøèíîé Òüþðèíãà íà êàêîé-ëèáî èíîé, è,êðîìå òîãî, ãîëîâêà ìàøèíû Òüþðèíãà ïîñëå ïðî÷òåíèÿ ýòîãî ñèìâîëà íå ìîæåòïåðåäâèíóòüñÿ íàëåâî. Èñïîëüçîâàíèå ëåâîãî ãðàíè÷íîãî ìàðêåðà ¢ ïîçâîëÿåò îñó-ùåñòâëÿòü ïåðåáîð ÿ÷ååê ëåíòû ñëåâà íàïðàâî � ïåðåáîð, íà÷èíàþùèéñÿ ñ íóëåâîéÿ÷åéêè ëåíòû, êîòîðàÿ ñîäåðæèò ñèìâîë ¢.
• Â ïðàâîì íàïðàâëåíèè ëåíòà ñ÷èàåòñÿ áåñêîíå÷íîé.7

PSfrag replacements

0 1 2 3 i i + 1i − 1 n n + 1 n + 2

x1 x2 x3 xi xnxi−1 xi+1 tt· · · · · ·· · ·¢ êîíå÷íîåóñòðîéñòâîóïðàâëåíèÿ
áåñêîíå÷íàÿëåíòà ÷èòàþùå-ïèøóùàÿ ãîëîâêà

Ðèñ. 4.1.ãðàììàì � ãäå ìîæíî èñïîëüçîâàòü íåîáõîäèìîå ÷èñëî ïåðåìåííûõ, êîòîðîå ìîæåò óâåëè-÷èâàòüñÿ â çàâèñèìîñòè îò äëèíû âõîäà.
7 Çàìåòèì, ÷òî â ïðåäåëàõ êîíå÷íîãî îòðåçêà âðåìåíè ìàøèíà Òüþðèíãà ìîæåò ïîñåòèòü íåáîëåå ÷åì êîíå÷íîå ÷èñëî ÿ÷ååê � è, òàêèì îáðàçîì, ôàêòè÷åñêèé ðàçìåð å¼ ïàìÿòè (ò. å.÷èñëî ÿ÷ååê, êîòîðûå ñîäåðæàò ñèìâîëû, îòëè÷íûå îò t), âñåãäà êîíå÷åí. Ñìûñë ðàññìîò-ðåíèÿ ïàìÿòè íåîãðàíè÷åííîãî îáú¼ìà (ò. å. áåñêîíå÷íîé ëåíòû) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáûâñåãäà èìåòü ñòîëü ìíîãî ïàìÿòè, ñêîëü ýòî íåîáõîäèìî äëÿ êîíêðåòíîé ïðîãðàììû.



96 4 Ìàøèíû ÒüþðèíãàÒåïåðü äàäèì ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå ìàøèíû Òüþðèíãà � ñäåëàåì ýòî òåì æåñïîñîáîì, êîòîðûé ìû èñïîëüçîâàëè äëÿ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ. Ñíà÷àëà îïèøåì ãëàâ-íûå êîìïîíåíòû è íàáîð èíñòðóêöèé (êîìàíä, ýëåìåíòàðíûõ äåéñòâèé). Äàëåå âûáåðåìïðåäñòàâëåíèå êîíôèãóðàöèé è îïðåäåëèì øàã âû÷èñëåíèÿ � êàê áèíàðíîå îòíîøåíèåíà ìíîæåñòâå ââåä¼ííûõ êîíôèãóðàöèé. È, íàêîíåö, äàäèì îïðåäåëåíèÿ âû÷èñëåíèÿè ÿçûêà, ïðèíèìàåìîãî íåêîòîðîé çàäàííîé ìàøèíîé Òüþðèíãà.Îïðåäåëåíèå 4.1. Ìàøèíà Òüþðèíãà (ñîêðàù¼ííî � MT) � ýòî ñåì¼ðêà M =
(Q, Σ, Γ, δ, q0, qaccept, qreject), ãäå
• Q � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, íàçûâàåìîå ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé ìàøèíû M ;
• Σ � âõîäíîé àëôàâèò, ïðè÷¼ì ¢ è ñèìâîë ïðîáåëà t íå âõîäÿò â Σ

{Σ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ âõîäíûõ ñëîâ � òåì æå ñïîñîáîì, ÷òî è âñëó÷àå êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ};
• Γ � àëôàâèò, íàçûâàåìûé ðàáî÷èì àëôàâèòîì, ãäå Σ ⊆ Γ , ¢, t ∈ Γ

{Γ ñîäåðæèò âñå ñèìâîëû, êîòîðûå ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ â ÿ÷åéêàõ ïàìÿòè ëåíòû,ò. å. âñå ñèìâîëû, èñïîëüçóåìûå â ïàìÿòè êàê çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ};
• δ : (Q − {qaccept, qreject}) × Γ → Q × Γ × {L, R, N} � îòîáðàæåíèå, íàçûâàåìîåôóíêöèåé ïåðåõîäîâ ìàøèíû M , îáëàäàþùåé ñâîéñòâîì

δ(q, ¢) ∈ Q × {¢} × {R, N}äëÿ âñåõ q ∈ Q − {qaccept, qreject}
{δ îïðåäåëÿåò êîìàíäû ìàøèíû M . M ìîæåò âûïîëíèòü êîìàíäó (q, X, Z) ∈
Q×Γ ×{L, R, N}, åñëè M íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè p, ÷èòàåò ñèìâîë Y ∈ Γ , è ïðèýòîì δ(p, Y ) = (q, X, Z). Âûïîëíåíèå ýòîé êîìàíäû ïîäðàçóìåâàåò ïåðåõîä èç ñî-ñòîÿíèÿ p â ñîñòîÿíèå q, çàìåíó íà ëåíòå ñèìâîëà Y íà X, à òàêæå ïåðåìåùåíèå÷èòàþùå-ïèøóùåé ãîëîâêè ñîãëàñíî Z. Åñëè Z = L, òî ãîëîâêà M äîëæíà ïåðåìå-ñòèòüñÿ íà îäíó ÿ÷åéêó íàëåâî, åñëè Z = R � òî íà îäíó ÿ÷åéêó íàïðàâî, à Z = Nîçíà÷àåò, ÷òî ãîëîâêà îñòà¼òñÿ íà ìåñòå. Ñâîéñòâî δ(q, ¢) ∈ Q × {¢} × {R, N}îçíà÷àåò, ÷òî M íèêîãäà íå ïåðåçàïèñûâàåò ëåâûé ãðàíè÷íûé ìàðêåð ¢, à òàêæåíå ïåðåìåùàåòñÿ íàëåâî îòíîñèòåëüíî íåãî};

• q0 ∈ Q � èíèöèàëüíîå ñîòîÿíèå;
• qaccept ∈ Q � äîïóñêàþùåå ñîñòîÿíèå

{M ñîäåðæèò â òî÷íîñòè îäíî äîïóñêàþùåå ñîñòîÿíèå. Äîñòèæåíèå ìàøèíîé
M ñîñòîÿíèÿ qaccept îçíà÷àåò ïðèíÿòèå âõîäà � ïðè÷¼ì íåçàâèñèìî îò ïîëîæåíèÿãîëîâêè íà ëåíòå. Ïîñëå äîñòèæåíèÿ qaccept âû÷èñëåíèÿ ïðåðûâàþòñÿ.8};

• qreject ∈ Q − {qaccept} � îòêëîíÿþùåå ñîñòîÿíèå
{Åñëè M äîñòèãàåò ñîñòîÿíèÿ qreject, òî M îñòàíàâëèâàåòcÿ è îòêëîíÿåò (íåïðèíèìàåò) âõîäíîå ñëîâî.}.Êîíôèãóðàöèÿ C ìàøèíû M � ýëåìåíò ìíîæåñòâà

conf(M) = {¢} · Γ ∗ · Q · Γ+ ∪ Q · {¢} · Γ ∗.

{Êîíôèãóðàöèÿ w1qaw2, w1 ∈ {¢}Γ ∗, w2 ∈ Γ ∗, a ∈ Γ , q ∈ Q (ðèñ. 4.2) � ýòî ïîëíîåîïèñàíèå ñëåäóþùåé ñèòóàöèè: ìàøèíà M íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè q, ñîäåðæàíèå
8 Ñðåäè ïðî÷åãî, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî � â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ � ìàøèíàÒüþðèíãà M íå îáÿçàíà ïðî÷åñòü âåñü âõîä ïåðåä òåì, êàê ðåøèòü, ïðèíÿòü åãî èëè îòêëî-íèòü.



4.2 Ôîðìàëüíàÿ ìîäåëü ìàøèí Òüþðèíãà 97ëåíòû � ¢w1aw2ttt . . ., à ãîëîâêà óêàçûâàåò íà (|w1|+1)-þ ÿ÷åéêó ëåíòû, â êîòîðîéíàõîäèòñÿ ñèìâîë a. Êîíôèãóðàöèÿ p¢w, p ∈ Q, w ∈ Γ ∗ îïèñûâàåò ñèòóàöèþ, âêîòîðîé ñîäåðæàíèå ëåíòû � ¢wttt . . ., à ãîëîâêà íàõîäèòñÿ â 0-é ÿ÷åéêå ëåíòû,íà ëåâîì ãðàíè÷íîì ìàðêåðå ¢.}9PSfrag replacements
¢ w1 w2 t . . .t

q

a

Ðèñ. 4.2.Ñòàðòîâàÿ êîíôèãóðàöèÿ ìàøèíû M äëÿ âõîäíîãî ñëîâà x åñòü q0¢x.Øàã M � áèíàðíîå îòíîøåíèå |−−
M íà ìíîæåñòâå êîíôèãóðàöèé (ò. å. |−−

M ⊆
conf(M) × conf(M)), îïðåäåë¼ííîå ñëåäóþùèì îáðàçîì.
• x1x2 . . . xi−1qxixi+1 . . . xn |−−

M x1x2 . . . xi−1pyxi+1 . . . xn,åñëè δ(q, xi) = (p, y, N) (ðèñ. 4.3 a);
• x1x2 . . . xi−1qxixi+1 . . . xn |−−

M x1x2 . . . xi−2pxi−1yxi+1 . . . xn,åñëè δ(q, xi) = (p, y, L) (ðèñ. 4.3 b);
• x1x2 . . . xi−1qxixi+1 . . . xn |−−

M x1x2 . . . xi−1ypxi+1 . . . xn,åñëè δ(q, xi) = (p, y, R) äëÿ i < n (ðèñ. 4.3 c);
• x1x2 . . . xn−1qxn |−−

M x1x2 . . . xn−1ypt,åñëè δ(q, xn) = (p, y, R) (ðèñ. 4.3 d).Âû÷èñëåíèå ìàøèíû M � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíôèãóðàöèé (âîçìîæíî, áåñêî-íå÷íàÿ) C0, C1, C2, . . ., òàêàÿ ÷òî Ci |−−M Ci+1 äëÿ âñåõ i = 0, 1, 2, . . . Åñëè
C0 |−−M C1 |−−M · · · |−−M Ciäëÿ íåêîòîðîãî i ∈ IN0, òî ìû áóäåì ïèñàòü

C0
∗|−−
M Ci.Âû÷èñëåíèå ìàøèíû M íàä âõîäîì x � ýòî òàêîå âû÷èñëåíèå, êîòîðîå íà÷è-íàåòñÿ ñ èíèöèàëüíîé êîíôèãóðàöèè C0 = q0¢x, ïðè÷¼ì ëèáî ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì,ëèáî îñòàíàâëèâàåòñÿ â íåêîòîðîé êîíôèãóðàöèè w1qw2, ãäå q ∈ {qaccept, qreject}.Âû÷èñëåíèå ìàøèíû M íàä x íàçûâàåòñÿ äîïóñêàþùèì, åñëè îíî çàêàí÷èâàåò-ñÿ â íåêîòîðîé äîïóñêàþùåé êîíôèãóðàöèè w1qacceptw2. Âû÷èñëåíèå M íàä x íà-çûâàåòñÿ îòêëîíÿþùèì, åñëè îíî çàêàí÷èâàåòñÿ â íåêîòîðîé îòêëîíÿþùåé êîí-ôèãóðàöèè w1qrejectw2. Åñëè âû÷èñëåíèå ìàøèíû M íàä x ÿâëÿåòñÿ äîïóñêàþùèì

9 Âîîáùå ãîâîðÿ, èìååòñÿ âûáîð ìåæäó íåñêîëüêèìè àëüòåðíàòèâíûìè ïóòÿìè ïðåäñòàâ-ëåíèÿ êîíôèãóðàöèè ìàøèíû Òüþðèíãà; êðîìå ïðèâåä¼ííîãî çäåñü, ìîæíî âûáðàòü, íà-ïðèìåð, òàêîå ïðåäñòàâëåíèå � êàæóùååñÿ íà ïåðâûé âçãëÿä áîëåå ïðîñòûì. Òðîéêà
(q, w, i) ∈ Q × Γ ∗ × IN0 îïèñûâàåò îáîáù¼ííîå ñîñòîÿíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì: M íàõî-äèòñÿ âî (âíóòðåííåì) ñîñòîÿíèè q, wttt . . . � ñîäåðæàíèå ëåíòû, à ãîëîâêà óêàçûâàåò íà
i-þ ÿ÷åéêó ëåíòû.
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(a) δ(q, xi) = (p, y, N)

(b) δ(q, xi) = (p, y,L)

(c) δ(q, xi) = (p, y, R)

(d) δ(q, xn) = (p, y, R)Ðèñ. 4.3.
[îòêëîíÿþùèì], òî ìû ãîâîðèì, ÷òî M äîïóñêàåò [îòêëîíÿåò] x. Åñëè âû÷èñëå-íèå ìàøèíû M íàä x � îòêëîíÿþùåå èëè áåñêîíå÷íîå, òî ìû ãîâîðèì, ÷òî M íåïðèíèìàåò10 ñëîâî x.ßçûê L(M), äîïóñêàåìûé ìàøèíîé M , îïðåäåëÿåòñÿ êàê

L(M) = {w ∈ Σ∗ | q0¢w ∗|−−
M yqacceptz, äëÿ íåêîòîðûõ y, z ∈ Γ ∗}

= {w ∈ Σ∗ | M ïðèíèìàåò w }.Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî M âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ F : Σ∗ → Γ ∗, åñëèäëÿ âñåõ x ∈ Σ∗ âûïîëíåíî óñëîâèå q0¢x
∗|−−
M qaccept¢F (x).ßçûê íàçûâàåòñÿ ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûì, åñëè ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ ìàøè-íà Òüþðèíãà M , òàêàÿ ÷òî L = L(M).Ìíîæåñòâî

LRE = {L(M) | M � íåêîòîðàÿ MT}íàçûâàåòñÿ êëàññîì ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûõ ÿçûêîâ.
10 Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ìû ðàçëè÷àåì ïîíÿòèÿ ¾îòêëîíÿåò¿ è ¾íå ïðèíèìàåò¿. Òî÷-íåå, îòêëîíåíèå � ÷àñòíûé ñëó÷àé íåïðèíÿòèÿ.



4.2 Ôîðìàëüíàÿ ìîäåëü ìàøèí Òüþðèíãà 99ßçûê L ⊆ Σ∗ íàçûâàåòñÿ ðåêóðñèâíûì � à ïðîáëåìà ïðèíàäëåæíîñòè (Σ, L) íàçû-âàåòñÿ ðàçðåøèìîé � åñëè L = L(M) äëÿ íåêîòîðîé ìàøèíû Òüþðèíãà M , òàêîé÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ Σ∗:
• q0¢x

∗|−−
M yqacceptz, y, z ∈ Γ ∗, åñëè x ∈ L;

• q0¢x
∗|−−
M uqrejectv, u, v ∈ Γ ∗, åñëè x /∈ L.

{Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ó ìàøèíû M íåò áåñêîíå÷íûõ âû÷èñëåíèé.}Äðóãèìè ñëîâàìè � åñëè âûïîëíåíû ýòè äâà óñëîâèÿ, òî ìû ãîâîðèì, ÷òî M îñòà-íàâëèâàåòñÿ äëÿ ëþáîãî âõîäà, èëè M âñåãäà îñòàíàâëèâàåòñÿ.
{Ìàøèíà Òüþðèíãà, êîòîðàÿ âñåãäà îñòàíàâëèâàåòñÿ, � ýòî ôîðìàëüíàÿ ìîäåëü ïî-íÿòèÿ ¾àëãîðèòì¿.}Ìíîæåñòâî

LR = {L(M) | M � íåêîòîðàÿ MT, êîòîðàÿ âñåãäà îñòàíàâëèâàåòñÿ}� ýòî êëàññ ðåêóðñèâíûõ (àëãîðèòìè÷åñêè ðàñïîçíàâàåìûõ) ÿçûêîâ.Äëÿ äâóõ çàäàííûõ àëôàâèòîâ Σ1 è Σ2 íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ F : Σ∗
1 → Σ∗

2 íàçûâàåòñÿâû÷èñëèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà, êîòîðàÿ âû÷èñëÿåò
F , è ïðè ýòîì âñåãäà îñòàíàâëèâàåòñÿ.Ìàøèíà Òüþðèíãà, êîòîðàÿ âñåãäà îñòàíàâëèâàåòñÿ, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àëãîðèòì� ò. å. ïðîãðàììó, êîòîðàÿ âñåãäà çàâåðøàåò ðàáîòó è âûäà¼ò ïðàâèëüíûé îòâåò.Óïðàæíåíèå 4.2. Ïðèâåäèòå àëüòåðíàòèâíóþ ôîðìóëèðîâêó îïðåäåëåíèÿ ìàøèíûÒüþðèíãà � ñ èñïîëüçîâàíèåì òðîéêè (q, ¢w, i) ∈ Q×{¢}Γ ∗× IN0 äëÿ îïèñàíèÿ êîíôè-ãóðàöèè. Òðîéêà (q, ¢w, i) îïèñûâàåò ñèòóàöèþ, â êîòîðîé ìàøèíà Òüþðèíãà íàõîäèòñÿâ ñîñòîÿíèè q, ñîäåðæàíèå ëåíòû � ¢wttt . . ., à ãîëîâêà íàõîäèòñÿ â i-é ÿ÷åéêå ëåíòû.Äàéòå îïðåäåëåíèå øàãà (âû÷èñëåíèÿ) è âñåãî âû÷èñëåíèÿ, èñïîëüçóÿ ýòî ïðåäñòàâëå-íèå äàííûõ.Äàëåå ïðèâåä¼ì îïèñàíèÿ íåñêîëüêèõ êîíêðåòíûõ ìàøèí Òüþðèíãà � è, àíàëîãè÷íîñëó÷àþ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ, íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü èõ ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå.Èòàê, ïóñòü

Lmiddle = {w ∈ (Σbool)
∗ | w = x1y, ãäå |x| = |y|}.(Ñëåäîâàòåëüíî, Lmiddle ñîäåðæèò âñå ñëîâà íå÷¼òíîé äëèíû ñ ñèìâîëîì 1 ïîñåðåäèíå.)Óïðàæíåíèå 4.3. Äîêàæèòå, ÷òî Lmiddle /∈ L(KA).Òåïåðü îïèøåì ìàøèíó M , òàêóþ ÷òî L(M) = Lmiddle. Èäåÿ ïîñòðîåíèÿ çàêëþ÷à-åòñÿ â òîì, ÷òîáû ñíà÷àëà ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè äëèíà âõîäà íå÷¼òíîé, à çàòåì íàéòèñðåäíèé ñèìâîë âõîäîãî ñëîâà è ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ýòîò ñèìâîë åäèíèöåé. Èòàê,ïîëîæèì M = (Q, Σ, Γ, δ, q0, qaccept, qreject), ãäå:

Q = {q0, qeven, qodd, qaccept, qreject, qA, qB, q1, qleft, qright, qmiddle};
Σ = {0, 1};
Γ = Σ ∪ {¢, t} ∪ (Σ × {A, B}) = {0, 1, ¢, t,(0

A

),( 0
B

),(1
A

),( 1
B

)};
δ(q0, ¢) = (qeven, ¢, R),

δ(q0, a) = (qreject, a, N) äëÿ âñåõ a ∈ {0, 1, t},
δ(qeven, b) = (qodd, b, R) äëÿ âñåõ b ∈ Σ,
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δ(qeven, t) = (qreject, t, N),

δ(qodd, b) = (qeven, b, R) äëÿ âñåõ b ∈ Σ,

δ(qodd, t) = (qB, t, L).Ìû âèäèì, ÷òî ïîñëå ÷òåíèÿ ëþáîãî ïðåôèêñà ÷¼òíîé [íå÷¼òíîé] äëèíû M ïåðåõî-äèò â ñîñòîÿíèå qeven [qodd]. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè M ÷èòàåò ñèìâîë t â ñîñòîÿíèè qeven,òî âõîäíîå ñëîâî èìååò ÷¼òíóþ äëèíó è äîëæíî áûòü îòêëîíåíî. Åñëè æå M ÷èòàåòñèìâîë t â ñîñòîÿíèè qodd, òî M ïåðåìåùàåòñÿ â ñîñòîÿíèå qB � â êîòîðîì çàïóñêàåòñÿâòîðàÿ ñòàäèÿ âû÷èñëåíèÿ.Íà ýòîé âòîðîé ñòàäèè M îïðåäåëÿåò ñåðåäèíó âõîäíîãî ñëîâà, îäíîâðåìåííî çàìå-íÿÿ (ïåðåïèñûâàÿ) êðàéíèé ëåâûé ñèìâîë a ∈ {0, 1} íà (
a
B

) è êðàéíèé ïðàâûé ñèìâîë
b ∈ Σ íà (

b
A

). Âñ¼ ýòî ìîæåò áûòü âûïîëíåíî ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ïåðåõîäîâ:
δ(qB , a) = (q1,

(
a
B

)
, L) äëÿ âñåõ a ∈ {0, 1},

δ(q1, a) = (qleft, a, L) äëÿ âñåõ a ∈ {0, 1},
δ(q1, c) = (qmiddle, c, R) äëÿ âñåõ c ∈ {¢,

(
0
A

)
,
(

1
A

)
},

δ(qmiddle,
(

0
B

)
) = (qreject, 0, N),

δ(qmiddle,
(

1
B

)
) = (qaccept, 1, N),

δ(qleft, a) = (qleft, a, L) äëÿ âñåõ a ∈ {0, 1},
δ(qleft, c) = (qA, c, R) äëÿ âñåõ c ∈ {

(
0
A

)
,
(

1
A

)
, ¢},

δ(qA, b) = (qright,
(

b
A

)
, R) äëÿ âñåõ b ∈ {0, 1},

δ(qright, b) = (qright, b, R) äëÿ âñåõ b ∈ {0, 1},
δ(qright, d) = (qB , d, L) äëÿ âñåõ d ∈ {

(
0
B

)
,
(

1
B

)
}.Îòñóòñòâóþùèå ïàðû àðãóìåíòîâ (íàïðèìåð, (qright, ¢)) íå ìîãóò âñòðåòèòüñÿ íè â êà-êîì âû÷èñëåíèè � è, ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì äëÿ íèõ ïîëîæèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè

δ ðàâíûì qreject.Åñëè äëÿ ëþáûõ q, p ∈ Q, a, b ∈ Σ è X ∈ {L, R, N} ìû áóäåì ïðèìåíÿòü ãðàôè÷åñêîåïðåäñòàâëåíèå îäíîé êîìàíäû
δ(q, a) = (p, b, X),ïðèâåä¼ííîå íà ðèñ. 4.4, � òî ïîëó÷èì ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå âñåé ìàøèíû M ,èçîáðàæ¼ííîå íà ðèñ. 4.5.PSfrag replacements

q p

a → b, XÐèñ. 4.4.Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ìàøèíû Òüþðèíãà ïîõîæå íà ïðåäñòàâëåíèå êîíå÷íûõàâòîìàòîâ. Ðàçëè÷èå ñîñòîèò òîëüêî â ïîìåòêàõ äóã � ïîòîìó ÷òî òåïåðü ìû äîëæíû
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q0

q1 qA

qB

qreject

qaccept

qeven

qrightqleft

qmiddle

qodd

1 → 1, R

1 → 1, R

1 → 1, R

0 → 0, R

0 → 0, R

0 → 0, R

¢ → ¢, R

¢ → ¢, R

¢ → ¢, R

t → t, L

0 → 0, L

0 → 0, L
1 → 1, L

1 → 1, L

t → t, N t → t, N
0 → 0, N
1 → 1, N

0 →
�

0
B

�
, L

1 →
�

1
B

�
, L

�
0
A

�
→
�

0
A

�
, R

�
0
A

�
→
�

0
A

�
, R

�
1
A

�
→
�

1
A

�
, R

�
1
A

�
→
�

1
A

�
, R

�
1
B

�
→ 1, N

0 →
�

0
A

�
, R

1 →
�

1
A

�
, R

�
0
B

�
→
�

0
B

�
, L�

1
B

�
→
�

1
B

�
, L

�
0
B

�
→ 0, N

Ðèñ. 4.5.âêëþ÷èòü äëÿ êàæäîãî ÷èòàåìîãî ñèìâîëà a êàê íîâûé ñèìâîë b, òàê è íàïðàâëåíèå
X äâèæåíèÿ ãîëîâêè ïî ëåíòå.Ðàññìîòðèì ðàáîòóM íàä âõîäíûì ñëîâîì x = 1001101. Ïåðâàÿ ñòàäèÿ âû÷èñëåíèÿíàä x òàêîâà:

q0¢1001101 |−−
M ¢qeven1001101 |−−M ¢1qodd001101 |−−M ¢10qeven01101

|−−
M ¢100qodd1101 |−−M ¢1001qeven101 |−−M ¢10011qodd01

|−−
M 100110qeven1 |−−M ¢1001101qoddt |−−

M ¢100110qB1Îêîí÷àíèå ïåðâîé ñòàäèè ðàáîòû â ñîñòîÿíèè qB îçíà÷àåò, ÷òî x èìååò íå÷¼òíóþ äëèíó.Òåïåðü, íà âòîðîé ñòàäèè âû÷èñëåíèÿ, M àëüòåðíàòèâíî çàìåíÿåò ñèìâîëû a íàïðàâîé ñòîðîíå ëåíòû (ó ïðàâîé ãðàíèöû) íà ñèìâîëû (
a
B

), à íà ëåâîé ñòîðîíå ëåíòû(ó ëåâîé ãðàíèöû) íà ñèìâîëû (
a
A

):
¢100110qB1 |−−

M ¢10011q10
(

1
B

) |−−
M ¢1001qleft10

(
1
B

)
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|−−
M ¢100qleft110

(
1
B

) |−−
M ¢10qleft0110

(
1
B

)

|−−
M ¢1qleft00110

(
1
B

) |−−
M ¢qleft100110

(
1
B

)

|−−
M qleft¢100110

(
1
B

) |−−
M ¢qA100110

(
1
B

)

|−−
M ¢

(
1
A

)
qright00110

(
1
B

) |−−
M ¢

(
1
A

)
0qright0110

(
1
B

)

∗|−−
M ¢

(
1
A

)
00110qright

(
1
B

) |−−
M ¢

(
1
A

)
0011qB0

(
1
B

)

|−−
M ¢

(
1
A

)
001q11

(
0
B

)(
1
B

) |−−
M ¢

(
1
A

)
00qleft11

(
0
B

)(
1
B

)

∗|−−
M ¢qleft

(
1
A

)
0011

(
0
B

)(
1
B

) |−−
M ¢

(
1
A

)
qA0011

(
0
B

)(
1
B

)

|−−
M ¢

(
1
A

)(
0
A

)
qright011

(
0
B

)(
1
B

)

∗|−−
M ¢

(
1
A

)(
0
A

)
011qright

(
0
B

)(
1
B

)

|−−
M ¢

(
1
A

)(
0
A

)
01qB1

(
0
B

)(
1
B

)

|−−
M ¢

(
1
A

)(
0
A

)
0q11

(
1
B

)(
0
B

)(
1
B

)

∗|−−
M ¢

(
1
A

)
qleft

(
0
A

)
01

(
1
B

)(
0
B

)(
1
B

)

|−−
M ¢

(
1
A

)(
0
A

)
qA01

(
1
B

)(
0
B

)(
1
B

)

|−−
M ¢

(
1
A

)(
0
A

)(
0
A

)
qright1

(
1
B

)(
0
B

)(
1
B

)

|−−
M ¢

(
1
A

)(
0
A

)(
0
A

)
1qright

(
1
B

)(
0
B

)(
1
B

)

|−−
M ¢

(
1
A

)(
0
A

)(
0
A

)
qB1

(
1
B

)(
0
B

)(
1
B

)

|−−
M ¢

(
1
A

)(
0
A

)
q1

(
0
A

)(
1
B

)(
1
B

)(
0
B

)(
1
B

)

|−−
M ¢

(
1
A

)(
0
A

)(
0
A

)
qmiddle

(
1
B

)(
1
B

)(
0
B

)(
1
B

)

|−−
M ¢

(
1
A

)(
0
A

)(
0
A

)
qaccept1

(
1
B

)(
0
B

)(
1
B

)
.Äàííàÿ MT çàêàí÷èâàåò ðàáîòó â ñîñòîÿíèè qaccept. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ñðåäíåéïîçèöèè ëåíòû íàõîäèòñÿ ñèìâîë 1 � ò. å. MT ïðèíèìàåò ñëîâî 1001101.Óïðàæíåíèå 4.4. Îïèøèòå âû÷èñëåíèÿ ìàøèíû Òüþðèíãà M , ïðåäñòàâëåííîé íàðèñ. 4.5, íàä âõîäíûìè ñëîâàìè 010011 è 101.Óïðàæíåíèå 4.5. Ïðè ðàáîòå ìàøèíû Òüþðèíãà M , ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 4.5, ñî-õðàíÿåòñÿ ïîëíàÿ èíôîðìàöèÿ îá èñõîäíîì âõîäíîì ñëîâå. Èñïîëüçóéòå ýòî ñâîéñòâîäëÿ îáîáùåíèÿ M � ò. å. ïîñòðîåíèÿ íåêîòîðîé ìàøèíû M ′, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò ÿçûê

L(M ′) = {w ∈ {0, 1}∗ | w = x1x äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ {0, 1}∗}.Òåïåðü ðàññìîòðèì ÿçûê LP = {02n | n ∈ IN}. Ïðîãðàììà äëÿ ìàøèíû Òüþðèíãà,ïðèíèìàþùåé L, ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà íà îñíîâå ñëåäóþùåé ñòðàòåãèè.1. Ãîëîâêà ïåðåìåùàåòñÿ ïî ëåíòå îò ëåâîãî ãðàíè÷íîãî ìàðêåðà ¢ ê ïåðâîìó ñèìâî-ëó t ñïðàâà � ïðè ýòîì óäàëÿÿ êàæäûé âòîðîé ñèìâîë 0 (òî÷íåå, çàìåíÿÿ êàæäûéâòîðîé 0 íà ñèìâîë a). Åñëè ÷èñëî ñèìâîëîâ 0 íà ëåíòå íå÷¼òíî, òî ìàøèíà îñòà-íàâëèâàåòñÿ â ñîñòîÿíèè qreject. Èíà÷å ïåðåõîäèò ê øàãó 2.2. Çà îäíî ïåðåìåùåíèå ñïðàâà (íà÷èíàÿ ñ ñèìâîëà t) íàëåâî (ê ëåâîìó ãðàíè÷íîìóìàðêåðó ¢) ìàøèíà ïðîâåðÿåò, âñòðå÷àåòñÿ ëè ñèìâîë 0 íà ëåíòå áîëåå 1 ðàçà.
• Åñëè íà ëåíòå ðîâíî îäèí ñèìâîë 0, òî ìàøèíà ïðèíèìàåò âõîä.
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PSfrag replacements qreject

qaccept

q0

q1 q2

q3

qeven qodd

¢ → ¢, N

¢ → ¢, N

0 → a, R

t → t, L

t → t, L

0 → 0, R

0 → 0, L

0 → 0, L

0 → 0, L

a → a, Ra → a, R

a → a, L

a → a, L

a → a, L

¢ → ¢, R

¢ → ¢, R

Ðèñ. 4.6.
• Åñëè æå ñóùåñòâóþò ïî êðàéíåé ìåðå äâà âõîæäåíèÿ ñèìâîëà 0, òî ìàøèíàïåðåõîäèò ê øàãó 1.Èäåÿ îïèñàííîé ñòðàòåãèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñ-ëà i ÷èñëî 2i ìîæíî íåñêîëüêî ðàç äåëèòü íà 2 áåç îñòàòêà � ïîêà íå ïîëó÷èòñÿçíà÷åíèå 1. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ âîçìîæíàÿ ôîðìàëèçàöèÿ ìàøèíû Òüþðèíãà òàêîâà:

A = ({q0, qeven, qodd, q1, q2, q3, qaccept, qreject}, {0}, {0, a, ¢, t}, δA, q0, qaccept, qreject), ôóíê-öèÿ ïåðåõîäîâ δA ïðèâåäåíà íà ðèñ. 4.6.Óïðàæíåíèå 4.6. Äðóãàÿ âîçìîæíàÿ ñòðàòåãèÿ ðàñïîçíàâàíèÿ ÿçûêà LP çàêëþ÷àåò-ñÿ â ñëåäóþùåì. Âî-ïåðâûõ, åñëè i = 2j � íåêîòîðîå ÷¼òíîå ÷èñëî, òî ìû ïåðåïèñûâàåìâõîä 0i â âèäå 0j1j. Çàòåì ìû ïðîâåðÿåì, ÿâëÿåòñÿ ëè ÷¼òíûì j, è åñëè ÿâëÿåòñÿ, òîïåðåïèñûâàåì 0j1j â âèäå 0
j
2 1

j
2 1j � è òàê äàëåå. Âõîä ìîæåò áûòü ïðèíÿò òîëüêî åñëèýòà ¾ñòðàòåãèÿ äåëåíèÿ íà äâà¿ çàâåðøàåò ðàáîòó ñ ñîäåðæèìûì ëåíòû 01i−1. À ÷òîáûîñóùåñòâëÿòü ýòî äåëåíèå íà äâà ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé ìàøèíû Òüþðèíãà, ìû ìîæåìèñïîëüçîâàòü îïèñàííûé âûøå ñïîñîá ïîèñêà ñåðåäèíû âõîäíîãî ñëîâà.Ïðèâåäèòå ïîëíîå îïèñàíèå ìàøèíû, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò ÿçûê LP , èñïîëüçóÿ ýòóñòðàòåãèþ.Óïðàæíåíèå 4.7. Ðàçðàáîòàéòå ìàøèíû Òüþðèíãà äëÿ ñëåäóþùèõ ÿçûêîâ:

• {anbn | n ∈ IN0};
• {0n2 | n ∈ IN0};
• {w#w | w ∈ {0, 1}∗};
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• {x#y | x, y ∈ {0, 1}∗,Number (x) = Number (y) + 1}.Óïðàæíåíèå 4.8. Ðàçðàáîòàéòå ìàøèíó Òüþðèíãà, êîòîðàÿ äëÿ ëþáîãî âõîäíîãîñëîâà x ∈ (Σbool)

∗ çàêàí÷èâàåò ðàáîòó â ñîñòîÿíèè qaccept ñî ñëåäóþùèì ñîäåðæèìûìëåíòû:
• y ∈ (Σbool)

∗, ïðè÷¼ì Number (y) = Number (x) + 1;
• x#x;
• z ∈ (Σbool)

∗, ïðè÷¼ì Number (z) = 2 · Number (x);
• ###x.4.3 Ìíîãîëåíòî÷íûå ìàøèíû Òüþðèíãàè òåçèñ ×¼ð÷àÂñëåäñòâèå ñâîåé ïðîñòîòû ìàøèíû Òüþðèíãà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñòàíäàðòíóþ âû-÷èñëèòåëüíóþ ìîäåëü � èñïîëüçóåìóþ â òåîðèè âû÷èñëèìîñòè äëÿ êëàññèôèêàöèè ïðî-áëåì îòíîñèòåëüíî èõ ðåêóðñèâíîñòè èëè ðåêóðñèâíîé ïåðå÷èñëèìîñòè. Íî ýòà ìîäåëüíå âñåãäà óäîáíà äëÿ çàäà÷ òåîðèè ñëîæíîñòè. Ãëàâíûé íåäîñòàòîê ââåä¼ííîé ìîäåëèìàøèíû Òüþðèíãà ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíà íå âïèñûâàåòñÿ â îáùóþ ñòðóêòóðó ìî-äåëè ôîí-Íåéìàíà.11 Ìîäåëü ôîí Íåéìàíà òðåáóåò, ÷òîáû âñå ãëàâíûå êîìïîíåíòûêîìïüþòåðà � à èìåííî, ïàìÿòü äëÿ ïðîãðàììû, ïàìÿòü äëÿ äàííûõ, öåíòðàëüíûéïðîöåññîð, ñðåäñòâà ââîäà � áûëè áû ôèçè÷åñêè íåçàâèñèìûìè ÷àñòÿìè êîìïüþòåðà.Îäíàêî ó ìàøèí Òüþðèíãà ñðåäñòâà ââîäà è ïàìÿòü ñóòü îäíî è òî æå � ýòî ïðîñòîëåíòà. Âòîðûì íåäîñòàòêîì èñïîëüçîâàíèÿ ìàøèí Òüþðèíãà â òåîðèè ñëîæíîñòè ÿâ-ëÿåòñÿ ò. í. ëèíåéíîñòü å¼ ïàìÿòè � ò. å. îãðàíè÷åííûé äîñòóï ê ëåíòå. Åñëè íóæíîñðàâíèòü ñîäåðæèìîå äâóõ ðàçëè÷íûõ ÿ÷ååê ëåíòû, òî íåîáõîäèìî âûïîëíèòü ñòîëüìíîãî îïåðàöèé (øàãîâ âû÷èñëåíèÿ), ñêîëü âåëèêî ðàññòîÿíèå12 ìåæäó ýòèìè äâóìÿÿ÷åéêàìè.Ñëåäóþùàÿ ìîäåëü ìíîãîëåíòî÷íîé ìàøèíû Òüþðèíãà äî íåêîòîðîé ñòåïåíè ïðå-îäîëåâàåò âûøåóïîìÿíóòûå íåäîñòàòêè � è, âñëåäñòâèå ýòîãî, ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëü-íîé âû÷èñëèòåëüíîé ìîäåëüþ òåîðèè ñëîæíîñòè.13 k-ëåíòî÷íàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà äëÿëþáîãî çàäàííîãî íàòóðàëüíîãî k èìååò ñëåäóþùèå êîìïîíåíòû (ðèñ.4.7):
• êîíå÷íîå óñòðîéñòâî óïðàâëåíèÿ, âûïîëíÿþùåå ïðîãðàììó,
• êîíå÷íóþ ëåíòó ñ ÷èòàþùåé ãîëîâêîé � êàê ñðåäñòâà ââîäà,
• k ðàáî÷èõ ëåíò, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñíàáæåíà ÷èòàþùå/ïèøóùåé ãîëîâêîé � êàêïàìÿòü äëÿ õðàíåíèÿ äàííûõ.Ïåðåä íà÷àëîì âû÷èñëåíèé íàä âõîäíûì ñëîâîì w k-ëåíòî÷íàÿ ìàøèíà Òüþðèíãàâñåãäà íàõîäèòñÿ â ñëåäóþùåì îáîáù¼ííîì ñîñòîÿíèè (íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè):
• êîíå÷íàÿ âõîäíàÿ ëåíòà ñîäåðæèò ¢w$, ãäå ¢ è $ - ñèìâîëû, êîòîðûìè ïîìå÷åíûñîîòâåòñòâåííî ëåâàÿ è ïðàâàÿ ãðàíèöû âõîäíîãî ñëîâà;
11 Íàçûâàåìîé òàêæå êîìïüþòåðîì ôîí Íåéìàíà, ¾Von Neumann computer¿.
12 È åñëè ýòî ðàññòîÿíèå âåëèêî, òî äëÿ âûïîëíåíèÿ ïðîñòîãî ñðàâíåíèÿ íåîáõîäèìî ñëèøêîììíîãî ðàáîòû.
13 Äàëüíåéøåå îáñóæäåíèå ïðèìåíèìîñòè ìîäåëè ìíîãîëåíòî÷íîé ìàøèíû Òüþðèíãà â òåî-ðèè ñëîæíîñòè ïðèâåäåíî â ãëàâå 6.
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PSfrag replacements ¢

¢

¢

¢

$w

tt

tt

tt

· · ·

· · ·

· · ·

...

âõîäíàÿ ëåíòà
1-ÿ ðàáî÷àÿ ëåíòà
2-ÿ ðàáî÷àÿ ëåíòà
k-ÿ ðàáî÷àÿ ëåíòà

÷èòàþùàÿ ãîëîâêêà
÷èòàþùå-ïèøóùàÿ ãîëîâêêàïðîãðàììà

Ðèñ. 4.7.
• ÷èòàþùàÿ ãîëîâêà íà âõîäíîé ëåíòå óñòàíîâëåíà íà ëåâûé ãðàíè÷íûé ìàðêåð ¢;
• ñîäåðæèìîå êàæäîé ðàáî÷åé ëåíòû � ¢ttt . . . , è âñå ÷èòàþùå-ïèøóùèå ãîëîâêèðàáî÷èõ ëåíò óñòàíîâëåíû íà ÿ÷åéêàõ, ñîäåðæàùèõ ñèìâîëû ¢;
• êîíå÷íîå óñòðîéñòâî óïðàâëåíèÿ íàõîäèòñÿ â èíèöèàëüíîì ñîñòîÿíèè q0.Âî âðåìÿ âû÷èñëåíèé âñå ãîëîâêè ìîãóò ïåðåìåùàòüñÿ íàëåâî è íàïðàâî � çà èñ-êëþ÷åíèåì ïåðåìåùåíèÿ âëåâî îò ëåâîãî ãðàíè÷íîãî ìàðêåðà ¢, à òàêæå, äëÿ âõîäíîéëåíòû, ïåðåìåùåíèÿ âïðàâî îò ïðàâîãî ãðàíè÷íîãî ìàðêåðà $. Ñ÷èòûâàþùàÿ ãîëîâ-êà âõîäíîé ëåíòû íå ïåðåïèñûâàåò ñîäåðæèìîå ÿ÷ååê, è, òàêèì îáðàçîì, íà÷àëüíîåñîñòîÿíèå âõîäíîé ëåíòû ¢w$ îñòà¼òñÿ íåèçìåííûì â òå÷åíèå âñåãî ïðîöåññà âû÷èñëå-íèé íàä ñëîâîì w. Àíàëîãè÷íî (ñîáñòâåííî) ìàøèíàì Òüþðèíãà, ñîäåðæèìîå ëþáîéÿ÷åéêè ðàáî÷èõ ëåíò ìîæåò áûòü ëþáûì ñèìâîëîì ðàáî÷åãî àëôàâèòà Γ . ß÷åéêè âñåõ
k+1 ëåíò ïðîíóìåðîâàíû ñëåâà íàïðàâî � íà÷èíàÿ ñ 0 äëÿ ÿ÷åéêè, ñîäåðæàùåé ëåâûéãðàíè÷íûé ìàðêåð ¢. Ïîýòîìó ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðèâåä¼ííîå äàëåå ïðåäñòàâëåíèåêîíôèãóðàöèé k-ëåíòî÷íîé ìàøèíà Òüþðèíãà.Êîíôèãóðàöèÿ

(q, w, i, u1, i1, u2, i2, . . . , uk, ik)ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà
Q × Σ∗ × IN0 × (Γ ∗ × IN0)

k.



106 4 Ìàøèíû ÒüþðèíãàÎíà ïðåäñòàâëÿåò îáîáù¼ííîå ñîñòîÿíèå ìàøèíû M :
• M íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè q;
• ñîäåðæèìîå âõîäíîé ëåíòû � ¢w$, à å¼ ñ÷èòûâàþùàÿ ãîëîâêà óñòàíîâëåíà íà i-þ ÿ÷åéêó âõîäíîé ëåíòû (ò. å. åñëè w = a1a2 . . . an äëÿ ai ∈ Σ, òî ñ÷èòûâàþùàÿãîëîâêà ÷èòàåò ñèìâîë ai);
• äëÿ ëþáîãî j ∈ {1, 2, . . . , k} ñîäåðæèìûì j-é ëåíòû ÿâëÿåòñÿ ¢ujttt . . . , ïðè ýòîì

ij ≤ |uj| � ïîçèöèÿ ÿ÷åéêè, íà êîòîðóþ óñòàíîâëåíà ãîëîâêà j-é ðàáî÷åé ëåíòû.Øàã (âû÷èñëåíèÿ) ìàøèíû M îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé ïåðåõîäîâ
δ : Q × (Σ ∪ {¢, $})× Γ k → Q × {L, R, N} × (Γ × {L, R, N})k.Àðãóìåíòû (q, a, b1, . . . , bk) ∈ Q × (Σ ∪ {¢, $}) × Γ k ñëåäóþùèå:

• òåêóùåå ñîñòîÿíèå q;
• ñèìâîë a ∈ Σ ∪ {¢, $}, îáîçðåâàåìûé ñ÷èòûâàþùåé ãîëîâêîé âõîäíîé ëåíòû;
• k ñèìâîëîâ b1, . . . , bk, ÷èòàåìûõ íà k ðàáî÷èõ ëåíòàõ.Ñîãëàñíî îïèñàíèþ ýòèõ àðãóìåíòîâ, øàã âû÷èñëåíèÿ ìàøèíû M ñîîòâåòñòâóåò ñëå-äóþùèì äåéñòâèÿì:
• êàæäûé èç k ñèìâîëîâ b1, . . . , bk, ÷èòàåìûõ íà ðàáî÷èõ ëåíòàõ, ìîæåò áûòü çàìåí¼ííà íåêîòîðûé äðóãîé ñèìâîë;
• M ïåðåõîäèò â íåêîòîðîå íîâîå ñîñòîÿíèå;
• êàæäàÿ èç k + 1 ãîëîâîê ìîæåò ïåðåìåñòèòüñÿ íà îäíó ÿ÷åéêó íàëåâî èëè íàïðàâî� çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àåâ ÷òåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíè÷íûõ ìàðêåðîâ.Åñëè âû÷èñëåíèå ìàøèíû M íàä ñëîâîì w çàêàí÷èâàåòñÿ â ñîñòîÿíèè qaccept, òî
M äîïóñêàåò w. M íå äîïóñêàåò w, åñëè âû÷èñëåíèå M íàä w áåñêîíå÷íî èëè çàêàí-÷èâàåòñÿ â ñîñòîÿíèè qreject. Ìû ïðîäîëæàåì èñïîëüçîâàòü òåðìèí ¾M îòêëîíÿåò w¿� åñëè M äîñòèãàåò qreject â ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ íàä ñëîâîì w.Ìû îïóñêàåì ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå k-ëåíòî÷íîé ìàøèíû Òüþðèíãà. Ñòðîãîåîïðåäåëåíèå íà îñíîâå âûøåóïîìÿíóòîãî íåôîðìàëüíîãî îïèñàíèÿ k-ëåíòî÷íîé ìàøè-íû Òüþðèíãà � ðóòèííûé âîïðîñ, êîòîðûé ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ êàê óïðàæíåíèå.Óïðàæíåíèå 4.9. Ïðèâåäèòå òî÷íîå ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå k-ëåíòî÷íîé ìàøèíûÒüþðèíãà � ñëåäóÿ îïðåäåëåíèþ (ñîáñòâåííî) ìàøèíû Òüþðèíãà.Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîêðàùåíèå k-ëåíòî÷íàÿ-MT; k-ëåíòî÷íàÿ-MT íàçûâàåòñÿìíîãîëåíòî÷íîé ìàøèíîé Òüþðèíãà, MMT. Òàê êàê èíñòðóêöèè (êîìàíäû) MMTíåìíîãî ñëîæíåå, ÷åì èíñòðóêöèè MT, òî ìîæíî áûëî áû îæèäàòü, ÷òî ìíîãîëåíòî÷-íàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà â ñîñòîÿíèè ðåøàòü íåêîòîðûå ïðîáëåìû áîëåå ïðîñòûì èëèáîëåå ýôôåêòèâíûì ñïîñîáîì, ÷åì (ñîáñòâåííî) ìàøèíà Òüþðèíãà.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ÿçûê

Lequal = {w#w | w ∈ (Σbool)
∗}.Ïóñòü x#y � âõîäíîå ñëîâî. Íåêîòîðàÿ MT, êîòîðûé ñðàâíèâàåò x (ïðåôèêñ ïåðåäïåðâûì âõîæäåíèåì ñèìâîëà #) ñ y (ñóôôèêñ ïîñëå ïåðâîãî âõîæäåíèÿ #) äîëæíàìíîãî ðàç ïåðåìåùàòüñÿ ïî ñâîåé ëåíòå.

1-ëåíòî÷íàÿ-MT A äîïóñêàåò ÿçûê Lequal, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùóþ ñòðàòåãèþ.
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PSfrag replacements

¢ ¢

¢ ¢

$ $

x

xx ## yy

t · · ·· · ·

...âõîäíàÿ ëåíòà-ÿ ðàáî÷àÿ ëåíòà-ÿ ðàáî÷àÿ ëåíòà-ÿ ðàáî÷àÿ ëåíòàñ÷èòûâàþùàÿ ãîëîâêà÷èòàþùå/ïèøóùàÿ ãîëîâêàïðîãðàììà Ðèñ. 4.8.1. A ïðîâåðÿåò, ïðåäñòàâèì ëè âõîä â âèäå x#y, ãäå x, y ∈ (Σbool)
∗.14 Åñëè íåò, òî Aîòêëîíÿåò ýòîò âõîä.2. Äëÿ âõîäà x#y ìàøèíà A äåëàåò êîïèþ x íà ðàáî÷åé ëåíòå � ò. å. â êîíöå ýòîãîýòàïà âû÷èñëåíèé ðàáî÷àÿ ëåíòà ñîäåðæèò ¢x (ðèñ. 4.8).3. A óñòàíàâëèâàåò ãîëîâêó ðàáî÷åé ëåíòû íà ëåâûé ãðàíè÷íûé ìàðêåð ¢, à ãîëîâêàâõîäíîé ëåíòû óñòàíàâëèâàåòñÿ íà #. Ïîñëå ýòîãî A îäíîâðåìåííî ïåðåìåùàåòîáå ãîëîâêè íàïðàâî � è ïðè ýòîì ñðàâíèâàåò x è y. Åñëè íà êàêîì-ëèáî øàãåâû÷èñëåíèÿ ãîëîâêè ÷èòàþò ðàçëè÷íûå ñèìâîëû, òî A äåëàåò âûâîä, ÷òî x 6= y,� è îòêëîíÿåò âõîä. Åñëè æå âñå ïàðû ñèìâîëîâ ðàâíû, è îáå ãîëîâêè äîñòèãàþòñèìâîëà t íà îäíîì è òîì æå øàãå âû÷èñëåíèÿ, òî A ïðèíèìàåò âõîä.PSfrag replacements

qp
a, b → X, d, YÐèñ. 4.9.Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïåðåõîäà

δ(p, a, b) = (q, X, d, Y)íåêîòîðîé 1-ëåíòî÷íîé-MT ïðèâåäåíî íà ðèñ. 4.9. Ïåðåõîä èç ñîñòîÿíèÿ p â ñîñòîÿíèå
q îñóùåñòâëÿåòñÿ â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñèìâîë a ÷èòàåòñÿ íà âõîäíîé ëåíòå, à ñèìâîë
b � íà ðàáî÷åé. Ñèìâîë b ïðè ýòîì çàìåíÿåòñÿ ñèìâîëîì d. X ∈ {L, R, N} îïðåäåëÿåòäâèæåíèå ãîëîâêè íà âõîäíîé ëåíòå, à Y ∈ {L, R, N} � íà ðàáî÷åé.Íà îñíîâå ãðàôè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ èíñòðóêöèè (ïåðåõîäà), ïîêàçàííîãî íàðèñ. 4.9, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü è ãðàôè÷åñêîå îïèñàíèå âûøåïðèâåä¼ííîé 1-ëåíòî÷íîé-
MT, êîòîðàÿ ðàñïîçíà¼ò ÿçûê Lequal (ðèñ. 4.10). Ñîñòîÿíèÿ q0, q1, q2 è qreject èñïîëüçó-þòñÿ äëÿ âûïîëííåíèÿ ïåðâîãî ýòàïà ýòîé ñòðàòåãèè. Åñëè âõîä ñîäåðæèò â òî÷íîñòèîäèí ñèìâîë #, òî M äîñòèãàåò ñîñòîÿíèÿ q2 ñ ãîëîâêîé âõîäíîé ëåíòû, óñòàíîâëåííîéíà ïîñëåäíåì ñèìâîëå âõîäà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå M çàâåðøàåò ðàáîòó â ñîñòîÿíèè
qreject. Ñîñòîÿíèå q2 èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âîçâðàùåíèÿ ñ÷èòûâàþùåé ãîëîâêè ê ëåâîìóãðàíè÷íîìó ìàðêåðó ¢. Ñ ïîìîùüþ ñîñòîÿíèÿ qcopy ìàøèíà M êîïèðóåò íà ðàáî÷óþ
14 Ò. å. A ïðîâåðÿåò, ñîäåðæèò ëè âõîä â òî÷íîñòè îäèí ñèìâîë #.



108 4 Ìàøèíû Òüþðèíãàëåíòó ïðåôèêñ âõîäíîãî ñëîâà � âïëîòü äî ñèìâîëà # (ðèñ. 4.10). Ñîñòîÿíèå qadjust èñ-ïîëüçóåòñÿ äëÿ âîçâðàùåíèÿ ãîëîâêè ðàáî÷åé ëåíòû ê ëåâîìó ãðàíè÷íîìó ìàðêåðó ¢.Ñðàâíåíèå ïîäñëîâ x è y âõîäà x#y âûïîëíÿåòñÿ â ñîñòîÿíèè qcompare. Åñëè x = y, òî
M îñòàíàâëèâàåòñÿ â ñîñòîÿíèè qaccept. À åñëè x è y îòëè÷àþòñÿ â êàêîì-ëèáî ñèìâî-ëå (èëè ïðîñòî èìåþò ðàçëè÷íûå äëèíû), òî âû÷èñëåíèå çàêàí÷èâàåòñÿ â ñîñòîÿíèè
qreject.PSfrag replacements

qreject

qaccept
qcompareqadjust

qcopy

q0 q1

q2

1, ¢ → R, ¢, N

1, ¢ → R, ¢, N

0, ¢ → R, ¢, N

0, ¢ → R, ¢, N

¢, ¢ → R, ¢, N
$, ¢ → N, ¢, N

#, ¢ → R, ¢, N #, ¢ → N, ¢, N

$, ¢ → L, ¢, N

1, t → R, 1, R

0, t → R, 0, R

¢, ¢ → R, ¢, R

#, t → N,t, L

#, 0 → N, 0, L

#, 1 → N, 1, L

0, 0 → R, 0, R

1, 1 → R, 1, R

#, ¢ → R, ¢, R $, t → N, t, N

1, 0 → N, 0, N

0, 1 → N, 1, N

$, 0 → N, 0, N

$, 1 → N, 1, N

1, ¢ → L, ¢, N

0, ¢ → L, ¢, N

#, ¢ → L, ¢, N

0, t → N, t, N

1, t → N, t, N

Ðèñ. 4.10.Óïðàæíåíèå 4.10. Îïèøèòå íåôîðìàëüíî, à çàòåì ãðàôè÷åñêè, 1-ëåíòî÷íûå ìàøè-íû Òüþðèíãà äëÿ ñëåäóþùèõ ðåêóðñèâíûõ ÿçûêîâ:
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• L = {anbn | n ∈ IN0};
• L = {w ∈ (Σbool)

∗ | |w|0 = |w|1};
• L = {anbncn | n ∈ IN0};
• L = {www | w ∈ (Σbool)

∗};
• L = {an2 | n ∈ IN0}.Èòàê, ó íàñ åñòü äâå ðàçëè÷íûå âû÷èñëèòåëüíûå ìîäåëè � (ñîáñòâåííî) ìàøèíàÒüþðèíãà è ìíîãîëåíòî÷íàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà. ×òîáû îäíîâðåìåííî èñïîëüçîâàòüèõ â çàäà÷àõ òåîðèè âû÷èñëèìîñòè, ìû äîëæíû äîêàçàòü èõ ýêâèâàëåíòíîñòü � îòíî-ñèòåëüíî êëàññîâ äîïóñêàåìûõ èìè ÿçûêîâ.Ïóñòü A è B � äâå ìàøèíû (äâå ìàøèíû Òüþðèíãà, äâå ìíîãîëåíòî÷íûå ìàøè-íû Òüþðèíãà, è äð.), êîòîðûå ðàáîòàþò íàä îäíèì è òåì æå âõîäíûì àëôàâèòîì Σ.Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî A ýêâèâàëåíòíà B, åñëè äëÿ ëþáîãî âõîäà x ∈ (Σbool)

∗ âûïîë-íÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
• A ïðèíèìàåò x òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà B ïðèíèìàåò x;
• A îòêëîíÿåò x òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà B îòêëîíÿåò x;
• âû÷èñëåíèå ìàøèíû A íàä x áåñêîíå÷íî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âû÷èñëåíèåìàøèíû B íàä x òàêæå áåñêîíå÷íî.Î÷åâèäíî, ÷òî ýêâèâàëåíòíîñòü ìàøèí A è B âëå÷¼ò ðàâåíñòâî L(A) = L(B), îäíàêîèç ðàâåíñòâà L(A) = L(B) íå ñëåäóåò, ÷òî A è B ýêâèâàëåíòíû.Ëåììà 4.11. Äëÿ ëþáîé ìàøèíû Òüþðèíãà A ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ 1-ëåíòî÷íàÿ-
MT B, òàêàÿ ÷òî A è B ýêâèâàëåíòíû.Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìîäåëèðîâàíèå A ìàøèíîé B � íî ïðè ýòîì îïóñòèìôîðìàëüíîå îïèñàíèå ìàøèíû B.15 Ðàáîòà 1-ëåíòî÷íîé-MT B ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõäâóõ ýòàïîâ.1. B ïîëíîñòüþ êîïèðóåò âõîä w íà ðàáî÷óþ ëåíòó.2. B ìîäåëèðóåò ðàáîòó A íàä ñëîâîì w íà ñâîåé ðàáî÷åé ëåíòå â ïîøàãîâîì ðåæèìå.{Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî B äåëàåò òå æå ñàìûå äåéñòâèÿ íà ñâîåé ðàáî÷åé ëåíòå, ÷òî è

A íà ñâîåé âõîäíîé ëåíòå.}Ýêâèâàëåíòíîñòü A è B î÷åâèäíà. utÓïðàæíåíèå 4.12. Ïðèâåäèòå ôîðìàëüíîå îïèñàíèå 1-ëåíòî÷íîé-MT B, êîòîðàÿ ýê-âèâàëåíòíà íåêîòîðîé MT A = (Q, Σ, Γ, δ, q0, qaccept, qreject).Äàëåå ìû îáû÷íî áóäåì îáõîäèòüñÿ áåç ôîðìàëüíûõ îïèñàíèé ìàøèí Òüþðèíãà, àòàêæå áåç ôîðìàëüíûõ äîêàçàòåëüñòâ ôàêòîâ òèïà L(A) = L(B) äëÿ äâóõ ìàøèí A è B� àíàëîãè÷íî òåì ñèòóàöèÿì, êîãäà ìû îïóñêàåì êàê äåòàëüíûå îïèñàíèÿ àëãîðèòìîâ,òàê è äîâîäû â ïîëüçó ïðàâèëüíîñòè êîíêðåòíûõ ïðîãðàìì. Ïðè ýòîì ìû ýêîíîìèììíîãî âðåìåíè, îïóñêàÿ ôîðìàëüíûå äîêàçàòåëüñòâà â òåõ ñèòóàöèÿõ, êîãäà ìíîãîåèíòóèòèâíî ÿñíî è áåç íèõ � íàïðèìåð, ÷òî íåêîòîðàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà ïðèíèìàåòäàííûé ÿçûê, èëè ÷òî íåêîòîðàÿ ïðîãðàììà âûïîëíÿåò òðåáóåìóþ ðàáîòó.Ëåììà 4.13. Äëÿ ëþáîé ìíîãîëåíòî÷íîé ìàøèíû Òüþðèíãà A ñóùåñòâóåò íåêîòî-ðàÿ (ñîáñòâåííî) ìàøèíà Òüþðèíãà B, òàêàÿ ÷òî A è B ýêâèâàëåíòíû.
15 Êîòîðîå, êàê îáû÷íî, íåñëîæíî � íî òðåáóåò áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ðóòèííîé ðàáîòû.



110 4 Ìàøèíû ÒüþðèíãàÄîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � íåêîòîðàÿ k-ëåíòî÷íàÿ-MT. Ïîêàæåì, êàê ñêîíñòðóèðî-âàòü ìàøèíó Òüþðèíãà B, êîòîðàÿ â ïîøàãîâîì ðåæèìå ìîäåëèðóåò A. Óäîáíåå ñíà-÷àëà ïîêàçàòü, êàê êîíôèãóðàöèè ìîäåëèðóåìîé ìàøèíû A ïðåäñòàâëÿþòñÿ êîíôè-ãóðàöèÿìè ìîäåëèðóþùåé ìàøèíû B, à çàòåì îáúÿñíèòü ñàìî ìîäåëèðîâàíèå øàãàìàøèíû A.
PSfrag replacements wwA: B:

¢

¢

¢

¢

¢

¢

¢

¢

¢

$$

x1

x1

x2

x2
xk

xk

... ↑

↑

↑

↑
. . .t

t t

tt

t t

tt ttt

ttt

ttt

ttt

Ðèñ. 4.11.Èäåÿ ïðåäñòàâëåíèÿ íåêîòîðîé êîíôèãóðàöèè A êîíôèãóðàöèåé B îïèñàíà íàðèñ. 4.11. B ñîõðàíÿåò íà ñâîåé åäèíñòâåííîé ëåíòå ñîäåðæèìîå âñåõ k + 1 ëåíò ìàøè-íû A. Èíòåðïðåòàöèÿ ýòèõ äåéñòâèé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî B ðàçäåëÿåò ñâîþ ëåíòóíà 2(k + 1) äîðîæåê � è èñïîëüçóåò ýòè äîðîæêè äëÿ õðàíåíèÿ ñîäåðæèìîãî ëåíò ìà-øèíû A è ïîçèöèé å¼ ãîëîâîê. Òåõíè÷åñêè ýòî ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî ñëåäóþùèìîáðàçîì.Ïóñòü ΓA � ðàáî÷èé àëôàâèò ìàøèíû A. Òîãäà â êà÷åñòâå ðàáî÷åãî àëôàâèòà ìà-øèíû B âûáèðàåòñÿ ìíîæåñòâî
ΓB = (Σ ∪ {¢, $, t}) × {t, ↑} × (ΓA × {t, ↑})k ∪ ΣA ∪ {¢}.Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

α = (a0, a1, a2, . . . , a2k+1) ∈ ΓBÿâëÿåòñÿ îäíèì ñèìâîëîì íîâîãî àëôàâèòà, è ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýëåìåíò ai ýòîéïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàõîäèòñÿ íà i-é äîðîæêå. Òàêèì îáðàçîì, i-å ýëåìåíòû âñåõ ñèì-âîëîâ ëåíòû ìàøèíû B îïðåäåëÿþò ñîäåðæèìîå ãèïîòåòè÷åñêîé i-é äîðîæêè.Êîíôèãóðàöèÿ
(q, w, i, x1, i1, x2, i2, . . . , xk, ik)



4.3 Ìíîãîëåíòî÷íûå ìàøèíû Òüþðèíãà è òåçèñ ×¼ð÷à 111õðàíèòñÿ ìàøèíîé B ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñîñòîÿíèå q ìàøèíû A ñîõðàíÿåòñÿ â êî-íå÷íîé ïàìÿòè16 ìàøèíû B. Â 0-é äîðîæêå ëåíòû ìàøèíû B íàõîäèòñÿ ¢w$ � ò. å.ñîäåðæèìîå âõîäíîé ëåíòû ìàøèíû A. Äëÿ êàæäîãî i ∈ {1, . . . , k} ñîäåðæèìûì (2i)-éäîðîæêè ëåíòû B ÿâëÿåòñÿ ñëîâî ¢xi � ò. å. ñîäåðæèìîå i-é ðàáî÷åé ëåíòû A. Ïîçèöèÿåäèíñòâåííîãî ñèìâîëà ↑ íà (2i + 1)-é äîðîæêå îïðåäåëÿåò ïîçèöèþ ãîëîâêè íà i-éëåíòå ìàøèíû A.Øàã âû÷èñëåíèé ìàøèíû A ìîæåò áûòü ñìîäåëèðîâàí ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé ïðî-öåäóðû ìàøèíû B.1. B ÷èòàåò âñ¼ ñîäåðæèìîå ñâîåé ëåíòû ñëåâà íàïðàâî. Â òå÷åíèå ýòîãî ïðîñìîòðàëåíòû ìàøèíà B ñîõðàíÿåò âñå k + 1 ñèìâîëîâ,17 ïðî÷èòàííûõ k + 1 ãîëîâêîéìàøèíû A. (Ýòè ñèìâîëû ÿâëÿþòñÿ â òî÷íîñòè òåìè ñèìâîëàìè ÷¼òíûõ äîðîæåê,ïîä êîòîðûìè íàõîäÿòñÿ ñèìâîëû ↑ íå÷¼òíûõ.)2. Ïîñëå ïåðâîé ôàçû ìàøèíà B çíàåò âñå àðãóìåíòû ôóíêöèè ïåðåõîäîâ ìàøèíû
A.18 Ïîýòîìó B ìîæåò çà îäíî ïåðåìåùåíèå ïî ñâîåé ëåíòå ñïðàâà íàëåâî âû-ïîëíèòü ñîîòâåòñòâóþùèå äåéñòâèÿ: ïåðåìåñòèòü ñèìâîëû ↑ ñîãëàñíî äâèæåíèÿìãîëîâîê ìàøèíû A; çàìåíèòü ïðî÷èòàííûé ñèìâîë; èçìåíèòü âíóòðåííåå ñîñòîÿ-íèå.Óïðàæíåíèå 4.14. Ïðèâåäèòå ôîðìàëüíîå îïèñàíèå ìàøèíû Òüþðèíãà, êîòîðàÿ âû-ïîëíÿåò ïåðâóþ ôàçó ìîäåëèðîâàíèÿ øàãà ìàøèíû A â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 4.13.Îïðåäåëåíèå 4.15. Äâå ìîäåëè ìàøèí (äâà êëàññà ìàøèí) A è B, ðåøàþùèõ ïðî-áëåìû ïðèíàäëåæíîñòè, íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè:

• äëÿ êàæäîé ìàøèíû A ∈ A ñóùåñòâóåò ìàøèíà B ∈ B, ýêâèâàëåíòíàÿ A;
• è íàîáîðîò, äëÿ êàæäîé ìàøèíû B ∈ B ñóùåñòâóåò ìàøèíà A ∈ A, ýêâèâàëåíò-íàÿ B.Óïðàæíåíèå 4.16. Ïðèâåäèòå ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ ìà-øèí, êîòîðûå âû÷èñëÿþò ôóíêöèè, äåéñòâóþùèå èç Σ∗ â Γ ∗. Ïîñëå ýòîãî äàéòå îïðå-äåëåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè êëàññîâ ìàøèí äëÿ âû÷èñëåíèå ýòèõ ôóíêöèé.Íåïîñðåäñòâåííî íà îñíîâå ëåìì 4.11 è 4.13 ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Òåîðåìà 4.17. Ìîäåëè ìàøèíû Òüþðèíãà è ìíîãîëåíòî÷íîé ìàøèíû Òüþðèíãà ýê-âèâàëåíòíû. utÇíàíèå òîãî, ÷òî ýòè äâå âû÷èñëèòåëüíûå ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ âçàèìîçàìåíÿåìûìè îò-íîñèòåëüíî àëãîðèòìè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè, îáëåã÷àåò íàøó äàëüíåéøóþ ðàáîòó. Äëÿäîêàçàòåëüñòâà ïðèíàäëåæíîñòè íåêîòîðîãî ÿçûêà êëàññó ðåêóðñèâíûõ èëè ðåêóðñèâ-íî ïåðå÷èñëèìûõ ÿçûêîâ äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ìíîãîëåíòî÷íóþ ìà-øèíó Òüþðèíãà � ÷òî îáû÷íî ëåã÷å ïîñòðîåíèÿ (ñîáñòâåííî) ìàøèíû Òüþðèíãà. Îä-íàêî åñëè íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî íåêîòîðûé ÿçûê íå ÿâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíûì (èëèðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûì), òî ìû äîëæíû äîêàçàòü íåñóùåñòâîâàíèå (ñîáñòâåííî)ìàøèíû Òüþðèíãà äëÿ ýòîãî ÿçûêà. Òàêàÿ ñòðàòåãèÿ ïîäîáíà âîçìîæíîñòè èñïîëüçî-âàíèÿ ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ âûñîêîãî óðîâíÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà àëãîðèòìè÷åñêîé
16 Ò. å. ñîñòîÿíèå ìàøèíû A ñîõðàíÿåòñÿ íå íà ëåíòå, à êàê ñîñòîÿíèå ìàøèíû B.
17 Ôîðìàëüíî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ìàøèíû B âêëþ÷àåò ìíîæåñòâî Q ×

(Σ ∪ {¢, $}) × Γ k � è ýòî âîçìîæíî, ïîñêîëüêó ïîñëåäíåå ìíîæåñòâî êîíå÷íî.
18 Íàïîìíèì, ÷òî ñîñòîÿíèå ìàøèíû A òàêæå ñîõðàíÿåòñÿ � êàê ñîñòîÿíèå ìàøèíû B.



112 4 Ìàøèíû Òüþðèíãàðàçðåøèìîñòè íåêîòîðîé ïðîáëåìû � è íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàòü èìåííî àññåìáëåð(èëè äàæå ìàøèííûé êîä) äëÿ äîêàçàòåëüñòâà àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè ïðî-áëåìû. Ýòà òåìà áóäåò ïîäðîáíåå ðàññìîòðåíà â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ äîêàçàòåëüñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè ìàøèí Òüþðèíãàè ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ âûñîêîãî óðîâíÿ. Ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ýê-âèâàëåíòíîñòè ïîòðåáîâàëî áû áîëüøîãî îáú¼ìà äåòàëüíîé òåõíè÷åñêîé ðàáîòû � ÷òîñëèøêîì òðóäî¼ìêî. Ïîýòîìó ìû òîëüêî îáúÿñíèì èäåþ äîêàçàòåëüñòâà òàêîé ýêâè-âàëåíòíîñòè.Ìû íàäååìñÿ, ÷òî ëþáîé ÷èòàòåëü, èìåþùèé íåêîòîðûé îïûò â ïðîãðàììèðîâàíèè,ñîãëàñèòñÿ ñ òåì, ÷òî äëÿ ëþáîé ìàøèíû Òüþðèíãà M ìîæíî íàïèñàòü ýêâèâàëåíòíóþåé ïðîãðàììó. Ìîæíî ïîéòè è äàëåå, íàïèñàâ èíòåðïðåòàòîð CMT äëÿ ìàøèí Òüþðèí-ãà. Èíòåðïðåòàòîð CMT ïîëó÷àåò îïèñàíèå19 íåêîòîðîé ìàøèíû M è íåêîòîðîå ñëîâî
w íàä âõîäíûì àëôàâèòîì ìàøèíû M â êà÷åñòâå âõîäà � à çàòåì ìîäåëèðóåò ðàáîòó
M íàä ñëîâîì w.Êàê ñòðîèòñÿ ìàøèíà Òüþðèíãà, ýêâèâàëåíòíàÿ íåêîòîðîé çàäàííîé ïðîãðàììå,íàïèñàííîé íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ âûñîêîãî óðîâíÿ? Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñïîñìîòðèì íà ðàçâèòèå ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â ñàìîì íà÷àëå âñå ïðîãðàììûïèñàëèñü íà àññåìáëåðå èëè äàæå â ìàøèííûõ êîäàõ. Âîçìîæíûìè êîìàíäàìè áû-ëè òîëüêî îïåðàöèè ñðàâíåíèÿ äâóõ öåëûõ ÷èñåë è àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè. À âñåñëîæíûå êîìàíäû ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ âûñîêîãî óðîâíÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ óïðî-ùåíèÿ ðàáîòû ïðîãðàììèñòà, ñîçäàâàëèñü êàê íåáîëüøèå ïðîãðàììû, ñîñòîÿùèå èçòàêèõ ýëåìåíòàðíûõ èíñòðóêöèé. Ïîýòîìó íåò ñîìíåíèÿ â òîì, ÷òî ëþáîé àññåìáëåðè ëþáîé ÿçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ ýêâèâàëåíòíû. Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî êîìïèëÿòîðûòðàíñëèðóþò ïðîãðàììû, íàïèñàííûå íà ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ âûñîêîãî óðîâíÿ,â ìàøèííûå êîäû.Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ýêâèâàëåíòíîñòü ìåæäó ìîäåëüþ ìàøèíûÒüþðèíãà è àññåìáëåðîì. Ìîæíî ñíà÷àëà ìîäåëèðîâàòü àññåìáëåð ñ ïîìîùüþ òàê íà-çûâàåìûõ ðåãèñòðîâûõ ìàøèí, à çàòåì â ïîøàãîâîì ðåæèìå � ðåãèñòðîâûå ìàøèíû ñïîìîùüþ ìàøèí Òüþðèíãà. Íî ýòîò ñïîñîá ñëèøêîì òðóäî¼ìêèé � è ïîýòîìó ìû íå áó-äåò åãî èñïîëüçîâàòü. Ìû óïðîñòèì íàøó çàäà÷ó ìîäåëèðîâàíèÿ àññåìáëåðà ìàøèíîéÒüþðèíãà � àíàëîãè÷íî òîìó, êàê îïåðàöèè óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ ìîãóò áûòü âûïîë-íåíû ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû, ñîñòîÿùåé òîëüêî èç îïåðàöèé ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ èöåëî÷èñëåííîãî ñðàâíåíèÿ.Óïðàæíåíèå 4.18. Íàïèøèòå ïðîãðàììó, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííûõ öåëûõ ïåðåìåííûõ
I è J âû÷èñëÿåò ïðîèçâåäåíèå I · J . Ïðîãðàììà ìîæåò èñïîëüçîâàòü òîëüêî îïåðà-öèè ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ, à òàêæå öåëî÷èñëåííîãî ñðàâíåíèÿ â ñòðóêòóðå if . . . then. . . else.Êðîìå òîãî, ìû ìîæåì îïóñòèòü ñðàâíåíèå äâóõ öåëûõ ÷èñåë � ìîäåëèðóÿ åãî ïðî-ãðàììîé, êîòîðàÿ èñïîëüçóåò òîëüêî îïåðàöèè +1 (I := I + 1), −1 (I := I − 1) è òåñòíà 0 (if I = 0 then . . . else . . . ).Óïðàæíåíèå 4.19. Íàïèøèòå ïðîãðàììó, êîòîðàÿ âûïîëíÿåò êîìàíäóif I ≥ J then goto 1 else goto 2èñïîëüçóÿ òîëüêî îïåðàöèè +1 (I := I + 1), −1 (I := I − 1) è òåñò íà 0.
19 Â íåêîòîðîì çàðàíåå çàôèêñèðîâàííîì ôîðìàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè.



4.3 Ìíîãîëåíòî÷íûå ìàøèíû Òüþðèíãà è òåçèñ ×¼ð÷à 113Íàêîíåö, ìû ìîæåì îòêàçàòüñÿ îò ñëîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ.Óïðàæíåíèå 4.20. Íàïèøèòå ïðîãðàììû, êîòîðûå äëÿ äâóõ çàäàííûõ öåëûõ ïåðå-ìåííûõ I è J âû÷èñëÿþò ðàçíîñòü I − J è ñóììó I + J , èñïîëüçóÿ òîëüêî îïåðàöèè
+1, −1 è òåñò íà 0.Çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ ìíîãîëåíòî÷íîé ìàøèíîé Òüþðèíãà ïðîãðàìì, ñîñòîÿùèõèç êîìàíä
• I := I + 1
• I := I − 1
• if I = 0 then . . . else . . .íå òðåáóåò áîëüøèõ óñèëèé. Ïåðåìåííûå òàêîé ïðîãðàììû ìîãóò õðàíèòüñÿ íà ðàáî÷èõëåíòàõ îïèñûâàåìîé MMT â ôîðìàòå x#y, ãäå x � äâîè÷íûé êîä èìåíèè ïåðåìåííîé
Ix, à y � äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå òåêóùåãî çíà÷åíèÿ Ix. Îïåðàöèè +1, −1 è òåñò y = 0ìîãóò áûòü ëåãêî âûïîëíåíû ñ ïîìîùüþ MMT. Ìàøèíà äîëæíà ïðîäåëàòü áîëüøå ðà-áîòû òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñîäåðæèìîå ðàáî÷åé ëåíòû åñòü ¢x#y##z#u## . . . ,à ïàìÿòü (÷èñëî ÿ÷ååê) äëÿ çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé Ix ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì ìàëåíüêîé äëÿõðàíåíèÿ òåêóùåãî çíà÷åíèÿ y. Åñëè ýòî ïðîèñõîäèò,20 òî MMT äîëæíà ïåðåìåñòèòüñóôôèêñ ##z#u## . . . ñîäåðæèìîãî ëåíòû íà îäíó ÿ÷åéêó íàïðàâî � ÷òîáû ïîëó÷èòüåù¼ îäèí áèò äëÿ õðàíåíèÿ y.Â òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêå áûëè ðàçðàáîòàíû ñîòíè ôîðìàëüíûõ ìîäåëåé (ïðè-÷¼ì íå òîëüêî ìîäåëåé ìàøèí) � äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ àëãîðèòìè÷åñêîé ðàçðåøè-ìîñòè. Íî âñå ðàçóìíûå ìîäåëè ýêâèâàëåíòíû ìîäåëè ìàøèíû Òüþðèíãà � ïîýòîìóáîëüøîé îïûò ðàçðàáîòêè òàêèõ ìîäåëåé ïðèâ¼ë ê ôîðìóëèðîâêå èçâåñòíîãî òåçèñà×¼ð÷à�Òüþðèíãà.Òåçèñ ×¼ð÷à�ÒüþðèíãàÌàøèíû Òüþðèíãà ñóòü ôîðìàëèçàöèÿ ïîíÿòèÿ ¾àëãîðèòì¿, ò. å. êëàññ ðå-êóðñèâíûõ ÿçûêîâ (ðàçðåøèìûõ ïðîáëåì ïðèíàäëåæíîñòè) ñîîòâåòñòâóþòêëàññó àëãîðèòìè÷åñêè (àâòîìàòè÷åñêè) ðàñïîçíàâàåìûõ ÿçûêîâ.Òåçèñ ×¼ð÷à�Òüþðèíãà íåäîêàçóåì � ïîòîìó ÷òî îí îïèñûâàåò ôîðìàëèçàöèþ èí-òóèòèâíîãî ïîíÿòèÿ ¾àëãîðèòì¿, è, ñëåäîâàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ íîâîé àêñèîìîé � êîòîðàÿâìåñòå ñ àêñèîìàìè ìàòåìàòèêè îáðàçóåò îñíîâó òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè. Íèêà-êàÿ àêñèîìà íå ìîæåò áûòü äîêàçàíà � ïîòîìó ÷òî ôîðìàëüíî óñòàíàâëèâàåò èíòåð-ïðåòàöèþ íåêîòîðîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî ïîíÿòèÿ, êîòîðàÿ ñäåëàíà èñêëþ÷èòåëüíî íàîñíîâå íàøåãî îïûòà è âåðû. Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíÿÿ ýòó ôîðìàëèçàöèþ ïîíÿòèÿ¾àëãîðèòì¿, íåâîçìîæíî äîêàçàòü íåñóùåñòâîâàíèå äðóãîãî ôîðìàëüíîãî îïðåäåëåíèÿýòîãî òåðìèíà � òàêîãî, ÷òî îíî:
• ñîãëàñóåòñÿ ñ íàøèì èíòóèòèâíûì ïîíÿòèåì òåðìèíà ¾àëãîðèòì¿,
• ïîçâîëÿåò íàì àëãîðèòìè÷åñêè ðåøèòü ïðîáëåìû ïðèíàäëåæíîñòè, êîòîðûå íå ÿâ-ëÿþòñÿ ðàçðåøèìûìè ñ ïîìîùüþ ìàøèí Òüþðèíãà.
20 À èìåííî � ïîñëå äîáàâëåíèÿ 1 ê Ix.



114 4 Ìàøèíû ÒüþðèíãàÅäèíñòâåííîå, ÷òî ìîæåò ïðîèçîéòè â áóäóùåì, � ýòî ñîçäàíèå ¾áîëåå ñèëüíîé¿ìîäåëè àëãîðèòìîâ; â ýòîì ñëó÷àå íóæíî áóäåò ïåðåñìîòðåòü îñíîâíûå ïðèíöèïû òåî-ðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè. Îäíàêî ïîèñê òàêîé áîëåå ìîùíîé ìîäåëè ïîêà áåçóñïåøåí �è ìû äàæå çíàåì, ÷òî ìàøèíû Òüþðèíãà ýêâèâàëåíòíû ôèçè÷åñêîé ìîäåëè êâàíòîâûõêîìïüþòåðîâ.21 Ïîýòîìó è ïîëó÷èëà øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå óâåðåííîñòü ó÷¼íûõ âòîì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ìîäåëè àëãîðèòìîâ, áîëåå ìîùíîé, ÷åì ìàøèíû Òüþðèíãà.Èòàê, òåêóùåå ñîñòîÿíèå òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè â ÷¼ì-òî ïîõîæå íà ñèòóàöèþ,ñëîæèâøóþñÿ â ìàòåìàòèêå è ôèçèêå. Ìû ïðèíèìàåì òåçèñ ×¼ð÷à�Òüþðèíãà � ïîòîìó÷òî îí ñîãëàñóåòñÿ ñ íàøèì îïûòîì; ìû ïîñòóëèðóåì åãî êàê àêñèîìó: êàê óæå áûëîóïîìÿíóòî, ýòîò òåçèñ èìååò òå æå îñîáåííîñòè, ÷òî è àêñèîìû ìàòåìàòèêè. Ýòîò òåçèñ� åäèíñòâåííàÿ ñîáñòâåííàÿ àêñèîìà òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè, âñå îñòàëüíûå å¼àêñèîìû ¾ïðîèñõîäÿò èç ìàòåìàòèêè¿. Îí íå ìîæåò áûòü äîêàçàí, íî ìîæåò áûòüîïðîâåðãíóò � èíûìè ñëîâàìè, íå ìîæåò áûòü èñêëþ÷åíà ïîòåíöèàëüíàÿ âîçìîæíîñòüåãî îïðîâåðæåíèÿ.224.4 Íåäåòåðìèíèðîâàííûå ìàøèíû ÒüþðèíãàÍåäåòåðìèíèçì ìîæåò áûòü ââåä¼í äëÿ ìàøèí Òüþðèíãà òåì æå ñïîñîáîì, êîòîðûéìû èñïîëüçîâàëè äëÿ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ. À èìåííî, äëÿ êàæäîãî íàáîðà àðãóìåí-òîâ ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü âûáîðà èç êîíå÷íîãî ÷èñëà âàðèàíòîâ. Íà ôîðìàëüíîìóðîâíå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ δ òåïåðü îïèñûâàåòñÿ íå â âèäå
Q × Γ → Q × Γ × {L, R, N},à â âèäå

Q × Γ → P(Q × Γ × {L, R, N}).Äðóãàÿ âîçìîæíîñòü � ðàññìîòðåíèå δ êàê îòíîøåíèÿ íà ìíîæåñòâå
(Q × Γ ) × (Q × Γ × {L, R, N}).Íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà M ïðèíèìàåò âõîäíîå ñëîâî w òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå äîïóñêàþùåå âû÷èñëåíèå ìàøèíû M íàä

w. Ýòî îïðåäåëåíèå ïðèíÿòèÿ ñîîòâåòñòâóåò ¾îïòèìèñòè÷åñêîìó âçãëÿäó¿ � à èìåííîòîìó, ÷òî M âñåãäà äåëàåò ïðàâèëüíûé âûáîð. Ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå íåäåòåðìèíè-ðîâàííîé ìàøèíû Òüþðèíãà ñëåäóþùåå.Îïðåäåëåíèå 4.21. Íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà (HMT) � ýòîñåì¼ðêà M = (Q, Σ, Γ, δ, q0, qaccept, qreject), ãäå:
• Q, Σ, Γ, q0, qaccept, qreject èìåþò òîò æå ñìûñë, ÷òî è â ñëó÷àå (äåòåðìèíèðîâàí-íîé) MT,
21 Ðàáîòàþùèõ íà îñíîâå ïðèíöèïîâ êâàíòîâîé ìåõàíèêè.
22 Îäíàêî âàæíî îòìåòèòü, ÷òî âîçìîæíîå îïðîâåðæåíèå íåêîòîðîé àêñèîìû íåëüçÿ ñ÷èòàòüêàòàñòðîôîé; ïîäîáíûå ðåçóëüòàòû � íåèçáåæíîå ñëåäñòèå ïðîöåññà ðàçâèòèÿ íàóêè. Àòåîðèÿ, îñíîâàííàÿ íà îïðîâåðãíóòîé àêñèîìå, íå äîëæíà áûòü çàáûòà. Å¼ ðåçóëüòàòûäîëæíû áûòü òîëüêî íåñêîëüêî ïîäïðàâëåíû � ïîòîìó ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ èñòèííûìè â òîìñëó÷àå, êîãäà ñàìà àêñèîìà ñ÷èòàåòñÿ èñòèííîé, è ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ñòðóêòóð, ãäå ýòààêñèîìà âåðíà. Áîëåå òîãî, ïåðåñìîòð òåîðèè ïðè èñïîëüçîâàíèè íåêîòîðîé íîâîé àêñèîìûîáû÷íî îòíîñèòñÿ ê íàèáîëåå âàæíûì øàãàì â ðàçâèòèè íàóêè.



4.4 Íåäåòåðìèíèðîâàííûå ìàøèíû Òüþðèíãà 115
• δ : (Q−{qaccept, qreject})×Γ → P(Q×Γ ×{L, R, N}) � ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ ìàøèíû

M , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ
δ(p, ¢) ⊆ {(q, ¢, X) | q ∈ Q, X ∈ {R, N}}äëÿ âñåõ p ∈ Q − {qaccept, qreject}.

{Ëåâûé ãðàíè÷íûé ìàðêåð íå ìîæåò áûòü çàìåí¼í (ïåðåçàïèñàí), à ãîëîâêà íåìîæåò ïåðåìåùàòüñÿ íàëåâî, åñëè îíà óñòàíîâëåíà íà ñèìâîë ¢.}Êîíôèãóðàöèÿ ìàøèíû M � ýëåìåíò ìíîæåñòâà
conf(M) = ({¢} · Γ ∗ · Q · Γ ∗) ∪ (Q · {¢} · Γ ∗).

{Ñìûñë êîíôèãóðàöèè òîò æå ñàìûé, ÷òî è äëÿ (äåòåðìèíèðîâàííîé) MT.}Äëÿ ëþáîãî âõîäíîãî ñëîâà w ∈ Σ∗ êîíôèãóðàöèÿ q0¢w íàçûâàåòñÿ èíèöèàëüíîéêîíôèãóðàöèåé ìàøèíû M íàä w. Êîíôèãóðàöèÿ íàçûâàåòñÿ äîïóñêàþùåé,åñëè å¼ âíóòðåííèì ñîñòîÿíèåì ÿâëÿåòñÿ qaccept. Êîíôèãóðàöèÿ íàçûâàåòñÿ îòêëî-íÿùåé, åñëè å¼ âíóòðåííèì ñîñòîÿíèåì ÿâëÿåòñÿ qreject.Øàã (âû÷èñëåíèÿ) ìàøèíû M � ýòî îòíîøåíèå |−−
M , îïðåäåë¼ííîå íàä ìíîæå-ñòâîì êîíôèãóðàöèé (ò. å. ( |−−M ⊆ conf(M)× conf(M)) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ âñåõ

p, q ∈ Q è x1, x2, . . . , xn, y ∈ Γ :
• x1x2 . . . xi−1qxixi+1 . . . xn |−−

M x1x2 . . . xi−1pyxi+1 . . . xn,åñëè (p, y, N) ∈ δ(q, xi),
• x1x2 . . . xi−2, xi−1qxixi+1 . . . xn |−−

M x1x2 . . . xi−2pxi−1yxi+1 . . . xn,åñëè (p, y, L) ∈ δ(q, xi),
• x1x2 . . . xi−1qxixi+1 . . . xn |−−

M x1x2 . . . xi−1ypxi+1 . . . xn,åñëè (p, y, R) ∈ δ(q, xi) äëÿ i < n,
• x1x2 . . . xn−1qxn |−−

M x1x2 . . . xn−1ypt,åñëè (p, y, R) ∈ δ(q, xn).Îòíîøåíèå ∗|−−
M � ðåôëåêñèâíî-òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå îòíîøåíèÿ |−−

M .Âû÷èñëåíèå ìàøèíû M � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíôèãóðàöèé C0, C1, . . ., òàêàÿ÷òî äëÿ i = 0, 1, 2, . . .
Ci |−−M Ci+1

{Èíîãäà äëÿ íåêîòîðîãî âû÷èñëåíèÿ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå
C0 |−−M C1 |−−M C2 |−−M . . . âìåñòî áîëåå êîðîòêîãî C0, C1, C2 . . .}Âû÷èñëåíèå ìàøèíû M íàä âõîäîì x � ýòî ëþáîå âû÷èñëåíèå, êîòîðîå íà÷è-íàåòñÿ èíèöèàëüíîé êîíôèãóðàöèåé q0¢x, è ëèáî áåñêîíå÷íî, ëèáî çàêàí÷èâàåòñÿ âêîíôèãóðàöèè w1qw2, ãäå q ∈ {qaccept, qreject}. Âû÷èñëåíèå ìàøèíû M íàä x íàçûâàåò-ñÿ äîïóñêàþùèì, åñëè îíî çàêàí÷èâàåòñÿ â íåêîòîðîé äîïóñêàþùåé êîíôèãóðàöèè.Âû÷èñëåíèå ìàøèíû M íàä x íàçûâàåòñÿ îòêëîíÿþùèì, åñëè îíî çàêàí÷èâàåòñÿâ íåêîòîðîé îòêëîíÿþùåé êîíôèãóðàöèè.Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî M äîïóñêàåò âõîäíîå ñëîâî w, åñëè ñóùåñòâóåò äîïóñêàþùååâû÷èñëåíèå ìàøèíû M íàä w. Èíà÷å áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî M íå äîïóñêàåò w (ò. å.åñëè âñå âû÷èñëåíèÿ ìàøèíû M íàä w îòêëîíÿþùèå èëè áåñêîíå÷íûå).ßçûê L(M), äîïóñêàåìûé íåäåòåðìèíèðîâàííîé ìàøèíîé Òüþðèíãà M ,îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

L(M) = {w ∈ Σ∗ | q0¢w
∗|−−
M yqacceptz äëÿ íåêîòîðûõ y, z ∈ Γ ∗}

= {w ∈ Σ∗ | M äîïóñêàåò w }.



116 4 Ìàøèíû ÒüþðèíãàÓïðàæíåíèå 4.22. Îïèøèòå íåôîðìàëüíî, à çàòåì ôîðìàëüíî íåäåòåðìèíèðîâàí-íóþ k-ëåíòî÷íóþ ìàøèíó Òüþðèíãà.Óïðàæíåíèå 4.23. Ïóñòü M � íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ìíîãîëåíòî÷íàÿ ìàøèíà Òüþ-ðèíãà. Îïèøèòå HMT M ′, òàêóþ ÷òî L(M) = L(M ′).Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ, íåäåòåðìèíèçì ìîæåò óïðîùàòü âû÷èñ-ëèòåëüíóþ ñòðàòåãèþ ìàøèíû Òüþðèíãà. Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì ÿçûê
Lunequal = {x#y | x, y ∈ (Σbool)

∗, x 6= λ, x 6= y}.Äåòåðìèíèðîâàííàÿ MT äîëæíà ñðàâíèòü x è y ïîñèìâîëüíî � äëÿ îïðåäåëåíèÿ âîç-ìîæíîé ðàçíèöû ìåæäó x è y. Ïóñòü x = x1x2 . . . xn è y = y1y2 . . . ym äëÿ ñëîâ xj , yl

∈ Σ, j = 1, . . . n, l = 1, 2, . . .m. Åñëè x è y ðàçëè÷íû, òî HMT ìîæåò óãàäàòü ïîçèöèþ i,â êîòîðîé x è y ðàçëè÷àþòñÿ � à çàòåì ïðîâåðèòü ýòó äîãàäêó ïóò¼ì ñðàâíåíèÿ xi ñ yi.Îïèøåì íåäåòåðìèíèðîâàííóþ 1-ëåíòî÷íóþ-MT A, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò ÿçûê Lunequal,ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ôîðìàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ìàøèíû A ïðèâåäåíî íà ðèñ. 4.12.Äëÿ ëþáîãî âõîäíîãî ñëîâà w ðàáîòà ìàøèíû A ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ÷åòûð¼õ ýòà-ïîâ (ðèñ. 4.12).1. A äåòåðìèíèðîâàííî ïðîâåðÿåò, ðàâíî ëè ÷èñëî âõîæäåíèé ñèìâîëà # â ñëîâî w âòî÷íîñòè 1. Ýòà ïðîâåðêà ìîæåò áûòü âûïîëíåíà ïóò¼ì ïðîñòîãî ïîñëåäîâàòåëüíî-ãî ïðîñìîòðà âõîäíîé ëåíòû; ïðè ýòîì ìû èñïîëüçóåì ñîñòîÿíèÿ q0, q1, qreject. Åñëèíåâåðíî, ÷òî w ñîäåðæèò â òî÷íîñòè îäèí ñèìâîë #, òî A îòêëîíÿåò âõîä w. Åñëèæå w = x#y äëÿ íåêîòîðûõ x, y ∈ (Σbool)
∗, òî A ïðîäîëæàåò âû÷èñëåíèÿ ñîãëàñíîýòàïó 2, ïåðåõîäÿ ïðè ýòîì â ñîñòîÿíèå q2.2. A óñòàíàâëèâàåò îáå ãîëîâêè íà ëåâûå ãðàíè÷íûå ìàðêåðû ¢ âõîäíîé è ðàáî÷åéëåíò; ïðè ýòîìA ïðîäîëæàåò íàõîäèòüñÿ â ñîñòîÿíèè q2.3. A ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåìåùàåò îáå ãîëîâêè íàïðàâî è çàìåíÿåò ñèìâîëû t íà ðà-áî÷åé ëåíòå ñèìâîëàìè a ∈ Γ − {0, 1, #}. Íà êàæäîì òàêîì øàãå A íåäåòåðìèíè-ðîâàííî óãàäûâàåò, ÿâëÿåòñÿ ëè òåêóùàÿ ïîçèöèÿ ñëîâà x òîé ïîçèöèåé, â êîòîðîéðàçëè÷àþòñÿ ñëîâà x è y; ýòî äåëàåòñÿ â ñîñòîÿíèè qguess. Åñëè ïðè ÷òåíèè ñèìâîëà

b ∈ {0, 1} íà ñâîåé âõîäíîé ëåíòå ìàøèíà A ïðåäïîëàãàåò, ÷òî èìåííî â äàííîé ïî-çèöèè ñîîòâåòñòâóþùèå ñèìâîëû ñëîâ x è y ðàçëè÷àþòñÿ, � òî ïåðåõîäÿ íà ýòàï 4,
A ïðîäîëæàåò âû÷èñëåíèÿ äëÿ ïðîâåðêè ñäåëàííîãî íåäåòåðìèíèðîâàííîãî ïðåä-ïîëîæåíèÿ.23 Åñëè A ÷èòàåò íà âõîäíîé ëåíòå ñèìâîë #, òî îíà òàêæå ïåðåõîäèòíà ýòàï 4 � â äàííîì ñëó÷àå äëÿ ïðîâåðêè óñëîâèÿ |x| 6= |y|.4. Â òåêóùåé ñèòóàöèè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ñèìâîëîì ¢ è ïîçèöè-åé ãîëîâêè íà ðàáî÷åé ëåíòå ðàâíî ïîçèöèè i (i ∈ IN) ñèìâîëà b ∈ {0, 1, #} ñëîâà
x#. Ìàøèíà A ïåðåìåùàåò ñâîþ ñ÷èòûâàþùóþ ãîëîâêó íàïðàâî, äî òåõ ïîð, ïî-êà íå äîñòèãíåò ñèìâîëà # � áåç ïåðåìåùåíèÿ ãîëîâêè ðàáî÷åé ëåíòû; äëÿ ýòîãîèñïîëüçóþòñÿ ñîñòîÿíèÿ p0 è p1. Ïîñëå ýòîãî A îäíîâðåìåííî ïåðåìåùàåò ãîëîâêóâõîäíîé ëåíòû íàïðàâî è ãîëîâêó ðàáî÷åé ëåíòû íàëåâî � èñïîëüçóÿ äëÿ ýòîãî ñî-ñòîÿíèÿ s0 è s1. Êîãäà ãîëîâêà ðàáî÷åé ëåíòû äîñòèãàåò ¢, ãîëîâêà âõîäíîé ëåíòûîêàçûâàåòñÿ óñòàíîâëåííîé íà ïðåäïîëàãàåìîé ïîçèöèè i ñëîâà y.
A ïðèíèìàåò âõîä w = x#y â îäíîì èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:
• åñëè ñîõðàí¼ííûé ñèìâîë b (îïðåäåëÿåìûé ñîãëàñíî ñîñòîÿíèþ sb) îòëè÷àåòñÿîò ÷èòàåìîãî â äàííûé ìîìåíò ñèìâîëà ñëîâà y âõîäíîé ëåíòû;

23 Äëÿ ýòîãî A ïåðåõîäèò â îäíî èç ñîñòîÿíèé p0 èëè p1 � â çàâèñèìîñòè îò ñèìâîëà b.
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• åñëè |x| < |y| (ò. å. åñëè (qaccept, N, ¢, N) ∈ δ(p#, c, N) äëÿ âñåõ c ∈ {0, 1});
• åñëè |x| > |y| (ò. å. δ(sb, $, d) = {(qaccept, N, d, N)} äëÿ âñåõ b ∈ {0, 1} è d ∈ {a, ¢}).Èíà÷å A íå ïðèíèìàåò w.Îïèñàííàÿ ñòðàòåãèÿ íåäåòåðìèíèðîâàííîãî óãàäûâàíèÿ, ïðåäâàðÿþùàÿ ïîñëåäó-þùóþ äåòåðìèíèðîâàííóþ ïðîâåðêó, ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íîé äëÿ íåäåòåðìèíèðîâàííûõâû÷èñëåíèé.24Äðóãîé ïðèìåð � íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ 2-ëåíòî÷íàÿ-MT B, äîïóñêàþùàÿ ÿçûê

Lquad = {an2 | n ∈ IN0}.Äëÿ çàäàííîãî âõîäà w ìàøèíà B ñíà÷àëà óãàäûâàåò íàòóðàëüíîå n ïóò¼ì óñòàíîâêèãîëîâêè ïåðâîé ðàáî÷åé ëåíòû íà n-þ ïîçèöèþ. Ïîòîì îíà ïðîâåðÿåò, âûïîëíÿåòñÿ ëèðàâåíñòâî |w| = n2.Óïðàæíåíèå 4.24. Ïðèâåäèòå äåòàëüíîå îïèñàíèå ðàáîòû íåäåòåðìèíèðîâàííîé 2-ëåíòî÷íîé-MT B, êîòîðàÿ äîïóñêàåò Lquad, à òàêæå îïèøèòå B ãðàôè÷åñêè.Ñëåäóþùèé ïðàêòè÷åñêèé âîïðîñ � ìîæåò ëè íåêîòîðàÿ íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ìà-øèíû Òüþðèíãà äîïóñêàòü ÿçûê, êîòîðûé íå äîïóñêàåòñÿ íè îäíîé (äåòåðìèíèðîâàí-íîé) ìàøèíîé Òüþðèíãà? Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ, îòâåò ÿâëÿåòñÿîòðèöàòåëüíûì � à ñòðàòåãèÿ ìîäåëèðîâàíèÿ íåäåòåðìèíèðîâàííûõ âû÷èñëåíèé áàçè-ðóåòñÿ íà ïîèñêå â øèðèíó â äåðåâå âû÷èñëåíèé íåäåòåðìèíèðîâàííîé ìàøèíà Òüþ-ðèíãà.Îïðåäåëåíèå 4.25. Ïóñòü M = (Q, Σ, Γ, δ, q0, qaccept, qreject) � íåêîòîðàÿ HMT, à x� íåêîòîðîå ñëîâî íàä âõîäíûì àëôàâèòîì Σ ìàøèíû M . Äåðåâî âû÷èñëåíèé
TM,x ìàøèíû M íàä x � ýòî (âîçìîæíî, áåñêîíå÷íîå) îðèåíòèðîâàííîå äåðåâî,îïðåäåëÿåìîå ñëåäóþùèì îáðàçîì.
• Êàæäàÿ âåðøèíà äåðåâà TM,x ïîìå÷åíà íåêîòîðîé êîíôèãóðàöèåé.
• Êîðåíü äåðåâà TM,x (ò. å. åäèíñòâåííàÿ åãî âåðøèíà óðîâíÿ 0) ïîìå÷åí èíèöèàëü-íîé êîíôèãóðàöèåé q0¢x ìàøèíû M íàä ñëîâîì x.
• Åñëè íåêîòîðàÿ âåðøèíà äåðåâà TM,x ïîìå÷åíà êîíôèãóðàöèåé C, òî ÷èñëî äî÷åð-íèõ âåðøèí (íåïîñðåäñòâåííûõ ïîòîìêîâ) ýòîé âåðøèíû â òî÷íîñòè ðàâíî ÷èñëóêîíôèãóðàöèé-ïîñëåäîâàòåëåé äàííîé C � ïðè÷¼ì ñàìè íåïîñðåäñòâåííûå ïîòîì-êè ïîìå÷åíû ýòèìè êîíôèãóðàöèÿìè-ïîñëåäîâàòåëÿìè.Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîå îïðåäåëåíèå äåðåâà âû÷èñëåíèé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî èäëÿ íåäåòåðìèíèðîâàííîé ìíîãîëåíòî÷íîé ìàøèíû Òüþðèíãà.Óïðàæíåíèå 4.26. Íàðèñóéòå äåðåâüÿ âû÷èñëåíèé íåäåòåðìèíèðîâàííîé 1-ëåíòî÷íîé-MT, ïðèâåä¼ííîé íà ðèñ. 4.12 � íàä âõîäàìè 01#01#1 è 01#0.Ñóùåñòâóþò äâà ïðèíöèïèàëüíûõ ðàçëè÷èÿ ìåæäó äåðåâüÿìè âû÷èñëåíèé HKA è
HMT.
• Âî-ïåðâûõ, äåðåâüÿ âû÷èñëåíèé íåäåòåðìèíèðîâàííûõ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ âñåãäàêîíå÷íû � à äåðåâüÿ âû÷èñëåíèé íåäåòåðìèíèðîâàííûõ ìàøèí Òüþðèíãà ìîãóòáûòü áåñêîíå÷íûìè.
24 Â ãëàâå 6 ìû áóäåì ðàññìîòðèì âîïðîñ, íàñêîëüêî ñòðîãî ìîæíî ýòèì ñïîñîáîì îõàðàêòå-ðèçîâàòü íåäåòåðìèíèçì.
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PSfrag replacements
qreject

qaccept

qguess

q0 q1

p0 p1

s0 s1

q2

p#

$, a → N, ¢, N

0, ¢ → N, ¢, N

0, ¢ → N, ¢, N
$, a → N, a,N $, a → N, a,N

1, ¢ → N, ¢, N

1, ¢ → N, ¢, N

1, a → R,t, L1, a → R,t, L

1, a → R,t, L

0, a → R,t, L0, a → R,t, L

0, a → R,t, L #, a → R,t, L#, a → R,t, L

0, a → R, a,N0, a → R, a,N

1, a → R, a,N1, a → R, a,N

1, t → R, a,N

#, t → R, a,N

0, t → R, a,N

¢, ¢ → R, ¢, R

0, t → R, a, R

1, t → R, a, R

#, ¢ → L, ¢, N

0, ¢ → L, ¢, N

1, ¢ → L, ¢, N

$, ¢ → L, ¢, N

$, ¢ → N, ¢, N

$, ¢ → N, ¢, N

#, ¢ → N, ¢, N#, ¢ → R, ¢, N

1, ¢ → R, ¢, N

1, ¢ → R, ¢, N 0, ¢ → R, ¢, N

0, ¢ → R, ¢, N

¢, ¢ → R, ¢, N

Ðèñ. 4.12.
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• Âî-âòîðûõ, â ñëó÷àå HKA ó âñåõ êîíôèãóðàöèé äåðåâà âû÷èñëåíèé, íàõîäÿùèõñÿíà îäíîé è òîé æå ãëóáèíå,25 ãîëîâêà óñòàíîâëåíà íà îäíó è òó æå ïîçèöèþ ëåíòû.Ýòî ñâîéñòâî îòñóòñòâóåò â ñëó÷àå HMT.Òåîðåìà 4.27. Ïóñòü M � íåêîòîðàÿ HMT. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ MT A,òàêàÿ ÷òî(a)L(M) = L(A),(b) åñëè ó ìàøèíû M íåò áåñêîíå÷íûõ âû÷èñëåíèé íàä ñëîâàìè ÿçûêà (L(M)){, òî

A âñåãäà îñòàíàâëèâàåòñÿ.Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 4.13, íàì äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè îïèñàíèå 2-ëåíòî÷íîé MT A, îáëàäàþùåé ñâîéñòâàìè (a) è (b). Ìû ëèøü îáúÿñíèì ðàáîòó ìà-øèíû A � áåç å¼ ñòðîãîãî ôîðìàëüíîãî ïîñòðîåíèÿ. Ñòðàòåãèåé ðàáîòû ìàøèíû Aÿâëÿåòñÿ ïîèñê â øèðèíó â äåðåâüÿõ âû÷èñëåíèé ìàøèíû M .Âõîä: Ñëîâî w.Ýòàï 1. A êîïèðóåò èíèöèàëüíóþ êîíôèãóðàöèþ q0¢w ìàøèíû M , ðàáîòàþùåé íàäâõîäîì íàä w, íà ñâîþ ïåðâóþ ðàáî÷óþ ëåíòó.Ýòàï 2. A ïðîâåðÿåò, ñîäåðæèò ëè ïåðâàÿ ëåíòà íåêîòîðóþ äîïóñêàþùóþ êîíôèãóðà-öèþ26 ìàøèíû M . Åñëè ñîäåðæèò, òî A ïðèíèìàåò w. Èíà÷å A ïåðåõîäèò íà ýòàï3 è ïðîäîëæàåò âû÷èñëåíèÿ.Ýòàï 3. Äëÿ êàæäîé êîíôèãóðàöèè, çàïèñàííîé íà ïåðâîé ðàáî÷åé ëåíòå, A ïîñëå-äîâàòåëüíî çàïèñûâàåò âñå êîíôèãóðàöèè, ÿâëÿþùèåñÿ å¼ íåïîñðåäñòâåííûìè ïî-òîìêàìè, íà ñâîþ âòîðóþ ðàáî÷óþ ëåíòó. Çàìåòèì, ÷òî ó ëþáîé êîíôèãóðàöèèèìååòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî ïîòîìêîâ (ò. ê. äëÿ ëþáîãî íàáîðà àðãóìåíòîâ ìíîæåñòâîâîçìîæíûõ äåéñòâèé ìàøèíû M êîíå÷íî) � ïîýòîìó A ìîæåò âûïîëíèòü ýòîòïðîöåññ çà êîíå÷íîå âðåìÿ. Åñëè íè ó êàêîé êîíôèãóðàöèè, çàïèñàííîé íà ïåðâîéëåíòå, íåò íè îäíîãî ïîòîìêà (ò. å. âòîðàÿ ðàáî÷àÿ ëåíòà îñòà¼òñÿ ïóñòîé) � òî Aîñòàíàâëèâàåòñÿ â ñîñòîÿíèè qreject. Èíà÷å A ïðîäîëæàåò âû÷èñëåíèÿ, ïåðåõîäÿ íàýòàï 4.Ýòàï 4. A ñòèðàåò ñîäåðæèìîå ïåðâîé ðàáî÷åé ëåíòû è êîïèðóåò ñîäåðæèìîå âòîðîéðàáî÷åé ëåíòû íà ïåðâóþ ëåíòó. Ïîñëå ýòîãî A ñòèðàåò ñîäåðæèìîå âòîðîé ðàáî÷åéëåíòû è ïðîäîëæàåò âû÷èñëåíèÿ, ïåðåõîäÿ íà ýòàï 2.Ïîñëå i-ãî âûïîëíåíèÿ ýòàïîâ 3 è 4 ïåðâàÿ ðàáî÷àÿ ëåíòà ìàøèíûA ñîäåðæèò âñå òàêèåêîíôèãóðàöèè äåðåâà âû÷èñëåíèé TM,w, ó êîòîðûõ ðàññòîÿíèå îò êîðíÿ äåðåâà ðàâíî
i, � ò. å. âñå êîíôèãóðàöèè ìàøèíû M , êîòîðûå äîñòèæèìû çà i øàãîâ âû÷èñëåíèÿ.Åñëè w ∈ L(M), òî ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå äîïóñêàþùåå âû÷èñëåíèå C ìàøèíû
M íàä w. À ïîñêîëüêó ëþáîå äîïóñêàþùåå âû÷èñëåíèå êîíå÷íî, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü,÷òî äëÿ íåêîòîðîãî j ∈ IN âû÷èñëåíèå C ñîñòîèò èç j øàãîâ. Ïîýòîìó ïîñëå òîãî,êàê ýòàïû 3 è 4 âûïîëíÿòñÿ ðîâíî j ðàç, ìàøèíà A íàéä¼ò íåêîòîðóþ äîïóñêàþùóþêîíôèãóðàöèÿ íà øàãå 2 � è ïðèìåò ñëîâî w.Åñëè æå w /∈ L(M), òî î÷åâèäíî, ÷òî A íå ïðèíèìàåò w. Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêóäåðåâî TM,x êîíå÷íîå, A äîñòèãàåò ñîñòîÿíèÿ qreject. ut

25 Ò. å. íà îäíîì è òîì æå ðàññòîÿíèè îò êîðíÿ.
26 Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü, çàïèñàíî ëè äîïóñêàþùåå ñîñòîÿíèå qaccept â íåêîòîðîéÿ÷åéêå ïåðâîé ðàáî÷åé ëåíòû.
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q0 q1 q2 q3 qaccept

qreject

¢ → ¢, R

¢ → ¢, R

0 → 0, R
0 → 0, R 0 → 0, N

0 → 0, N

1 → 1, N

1 → 1, N

1 → 1, N

1 → 1, L

1 → 1, L

Ðèñ. 4.13.Óïðàæíåíèå 4.28. Ïóñòü A � HMT, ïðèâåä¼ííàÿ íà ðèñ. 4.13.
• Îïèøèòå ïåðâûå 6 óðîâíåé äåðåâà âû÷èñëåíèé TA(x) äëÿ âõîäíûõ ñëîâ x = 01 è

x = 0010 � ò. å. ïðèâåäèòå âñå êîíôèãóðàöèè, âêëþ÷àþùèå ïî êðàéíåé ìåðå 5 øàãîââû÷èñëåíèé ìàøèíû M .
• Îïèøèòå ÿçûê L(A).4.5 Êîäèðîâàíèå ìàøèí ÒüþðèíãàÓ êàæäîé ïðîãðàììû èìååòñÿ äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå, îïðåäåëÿåìîå å¼ ìàøèííûìêîäîì. Êîìïüþòåðîì âûïîëíÿåòñÿ ðàáîòà, çàêëþ÷àþùàÿñÿ â òðàíñëÿöèè ïðîãðàììûèç ñëîâà íàä àëôàâèòîì Σkeyboard â å¼ ìàøèííûé êîä � ñëîâî íàä àëôàâèòîì Σbool.Äàííàÿ ãëàâà ïðåñëåäóåò ïîõîæóþ öåëü äëÿ ìàøèí Òüþðèíãà: ìû ïðèâåä¼ì âîçìîæ-íûé âàðèàíò èõ ïðîñòîãî äâîè÷íîãî êîäèðîâàíèÿ (äâîè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ). Íà÷í¼ìñ îïèñàíèÿ êîäîâ ìàøèí Òüþðèíãà íàä àëôàâèòîì {0, 1, #}.Ïóñòü M = (Q, Σ, Γ, δ, q0, qaccept, qreject) � íåêîòîðàÿ MT, ãäå

Q = {q0, q1, . . . , qm, qaccept, qreject} è Γ = {A1, A2, . . . , Ar}.Âî-ïåðâûõ, îïðåäåëèì êîäû ñïåöèàëüíûõ ñèìâîëîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Code(qi) = 10i+11 äëÿ i = 0, 1, . . . , m,

Code(qaccept) = 10m+21,

Code(qreject) = 10m+31,

Code(Aj) = 110j11 äëÿ j = 1, . . . , r,

Code(N) = 1110111,

Code(R) = 11102111,

Code(L) = 11103111.Êîäû ýòèõ ñèìâîëîâ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ êîäèðîâàíèÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî ïåðåõîäà:
Code(δ(p, Al) = (q, Am, α))

= #Code(p)Code(Al)Code(q)Code(Am)Code(α)#



4.5 Êîäèðîâàíèå ìàøèí Òüþðèíãà 121äëÿ ëþáîãî ïåðåõîäà δ(p, Al) = (q, Am, α), ãäå p ∈ {q0, q1, . . . , qm}, q ∈ Q, l, m ∈
{1, . . . , r}, α ∈ {N, L, R}.Êîä ìàøèíû Òüþðèíãà M íà÷èíàåòñÿ ñ îáùåé èíôîðìàöèè � à èìåííî, ñ ÷èñëàñîñòîÿíèé (|Q|) è ÷èñëà ñèìâîëîâ ðàáî÷åãî àëôàâèòà (|Γ |) ìàøèíû M � ïîñëå ÷åãîñëåäóåò ñïèñîê âñåõ ïåðåõîäîâ. Òàêèì îáðàçîì,

Code(M) = #0m+3#0r##Code(Transition1)#Code(Transition2)# . . . .PSfrag replacements
q0 q1 q2

qacceptqreject

¢ → ¢, R

¢ → ¢, R

0 → 0, R

0 → 0, R

1 → 1, R

t → t, L
a → a, N

b → b, N
a ∈ {0, 1, t} b ∈ {1, ¢, t}Ðèñ. 4.14.Óïðàæíåíèå 4.29. Ïóñòü M � ìàøèíà Òüþðèíãà, çàäàííàÿ íà ðèñ. 4.14.

• Ïðèâåäèòå êîä Code(M) ìàøèíû M . Ñäåëàéòå ýòî ïóò¼ì îïèñàíèÿ êàæäîé ÷àñòè
Code(M) ìåæäó äâóìÿ ñèìâîëàìè #.

• Îïðåäåëèòå ÿçûê L(M).
• ßâëÿåòñÿ ëè ÿçûê L(M) ðåãóëÿðíûì? (Îáîñíóéòå ñâîé îòâåò.)×òîáû ïîëó÷èòü êîä íàä àëôàâèòîì Σbool, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ãîìîìîðôèçì

h : {0, 1, #}∗ → (Σbool)
∗,â êîòîðîì

h(#) = 01, h(0) = 00, h(1) = 11.Îïðåäåëåíèå 4.30. Äëÿ êàæäîé MT M

Kod(M) = h(Code(M))åñòü êîä ìàøèíû Òüþðèíãà M .
KodMT = {Kod(M) | M � íåêîòîðàÿ MT}îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî êîäîâ âñåõ ìàøèí Òüþðèíãà.Î÷åâèäíî, ÷òî îòîáðàæåíèå, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå ñëîâî Kod(M) ïðîèçâîëüíîéìàøèíå Òüþðèíãà M , ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì � ïîýòîìó Kod(M) îäíîçíà÷íî îïðåäå-ëÿåò M .



122 4 Ìàøèíû ÒüþðèíãàÓïðàæíåíèå 4.31. Ðàçðàáîòàéòå ïðîãðàììó, êîòîðàÿ âû÷èñëÿåò ñëîâî Code(M) äëÿëþáîãî ôîðìàëüíîãî îïèñàíèÿ ìàøèíû Òüþðèíãà M � ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 4.30.Óïðàæíåíèå 4.32. Ðàçðàáîòàéòå ïðîãðàììó, îòâå÷àþùóþ äëÿ ëþáîãî x ∈ {0, 1}∗ íàâîïðîñ, âåðíî ëè, ÷òî x ∈ KodMT � ò. å. ÿâëÿåòñÿ ëè x êîäîì íåêîòîðîé ìàøèíûÒüþðèíãà.Äàëåå çàïèñü Aver îáîçíà÷àåò àëãîðèòì (ìàøèíó Òüþðèíãà), ðåøàþùèé ïðîáëå-ìó ïðèíàäëåæíîñòè (Σbool, KodMT) � ò. å. äëÿ ëþáîãî çàäàííîãî ñëîâà x ∈ (Σbool)
∗îïðåäåëÿþùèé, ÿâëÿåòñÿ ëè ýòî ñëîâî x êîäîì íåêîòîðîé MT.Î÷åíü âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ïóò¼ì ôèêñàöèè êîíêðåòíîãî âàðèàíòà äâîè÷íîãî ïðåä-ñòàâëåíèÿ (äâîè÷íûõ êîäîâ) ìàøèí Òüþðèíãà ìû ïîëó÷àåì íà âñ¼ì òàêîì ìíîæåñòâåíåêîòîðûé ëèíåéíûé ïîðÿäîê.Îïðåäåëåíèå 4.33. Ïóñòü x ∈ (Σbool)

∗. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî i áóäåì ãîâî-ðèòü, ÷òî x ÿâëÿåòñÿ êîäîì i-é MT, åñëè:
• x = Kod(M) äëÿ íåêîòîðîé ìàøèíû Òüþðèíãà M ,
• ìíîæåñòâî {y ∈ (Σbool)

∗ | y ïðåäøåñòâóåò x îòíîñèòåëüíî êàíîíè÷åñêîãîïîðÿäêà} ñîäåðæèò â òî÷íîñòè i− 1 ñëîâ, ÿâëÿþùèõñÿ êîäàìè ìàøèí Òüþðèíãà.Åñëè x = Kod(M) � êîä i-é MT, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî M ÿâëÿåòñÿ i-é ìàøèíîéÒüþðèíãà Mi. ×èñëî i ïðè ýòîì íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì MT Mi.Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî çàäàííîãî íàòóðàëüíîãî i íå ïðåäñòàâëÿåò ñëîæíîñòè âû-÷èñëèòü êîä i-é ìàøèíû Òüþðèíãà Kod(Mi). Èòàê, ïóñòüGen � ôóíêöèÿ, äåéñòâóþùàÿèç IN â (Σbool)
∗, îïðåäåë¼ííàÿ ðàâåíñòâîì Gen(i) = Kod(Mi).Ëåììà 4.34. Ôóíêöèÿ Gen ÿâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíîé � ò. å. ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé àë-ãîðèòì (íåêîòîðàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà), êîòîðûé âû÷èñëÿåò Kod(Mi) äëÿ ëþáîãî çà-äàííîãî íàòóðàëüíîãî i.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîãðàììà, âû÷èñëÿþùàÿ Gen, ìîæåò áûòü ñëåäóþùåé.Âõîä: i ∈ IN.Ýòàï 1.

x := 1; {x ÿâëÿåòñÿ ñëîâîì íàä àëôàâèòîì (Σbool)
∗}

I := 0;Ýòàï 2.while I < i do beginâûïîëíèòü Aver äëÿ ïðîâåðêè óñëîâèÿ x ∈ KodMT;if x ∈ KodMT then begin
I := I + 1;
y := xend;

x := ñëåäóþùåå ïîñëå x ñëîâî íàä àëôàâèòîì (Σbool)
∗îòíîñèòåëüíî êàíîíè÷åñêîãî ïîðÿäêàendÝòàï 3.output(y).Óïðàæíåíèå 4.35. Íàïèøèòå ïðîãðàììó, êîòîðàÿ äëÿ êîäà Kod(M) ∈ (Σbool)

∗ íåêî-òîðîé ìàøèíû Òüþðèíãà M âû÷èñëÿåò ïîðÿäîê M .



4.6 Çàêëþ÷åíèå 1234.6 Çàêëþ÷åíèåÌàøèíà Òüþðèíãà ÿâëÿåòñÿ àáñòðàêòíîé ìîäåëüþ âû÷èñëåíèé; ïðè ýòîì å¼ âû÷èñ-ëèòåëüíàÿ ìîùíîñòü ðàâíà âû÷èñëèòåëüíîé ìîùíîñòè ðåàëüíûõ êîìïüþòåðîâ. Êîì-ïîíåíòû ìàøèíû Òüþðèíãà � áåñêîíå÷íàÿ ëåíòà, êîíå÷íîå óñòðîéñòâî óïðàâëåíèÿ è÷èòàþùå-ïèøóùàÿ ãîëîâêà. Ëåíòà ñîñòîèò èç ÿ÷ååê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîäåðæèòíåêîòîðûé ñèìâîë ðàáî÷åãî àëôàâèòà. Òàêèì îáðàçîì, ÿ÷åéêà ñîîòâåòñòâóåò ðåãèñòðóðåàëüíîãî êîìïüþòåðà, à ñèìâîëû ðàáî÷åãî àëôàâèòà ñîîòâåòñòâóþò âñåì âîçìîæíûìêîìïüþòåðíûì ñëîâàì (âîçìîæíîìó ñîäåðæàíèþ ðåãèñòðà). Ëåíòà ðàññìàòðèâàåòñÿíå òîëüêî êàê âõîä, íî è êàê ïàìÿòü. Èíñòðóêöèè ìàøèíû (ýëåìåíòàðíûå äåéñòâèÿ,êîìàíäû) íàçûâàþòñÿ ïåðåõîäàìè. Àðãóìåíòàìè ïåðåõîäà ÿâëÿþòñÿ òåêóùåå ñîñòîÿ-íèå êîíå÷íîãî óñòðîéñòâà óïðàâëåíèÿ è ñèìâîë, ÷èòàåìûé ãîëîâêîé ëåíòû. Â ïðîöåññåâûïîëíåíèÿ èíñòðóêöèè ìàøèíà Òüþðèíãà ìîæåò èçìåíèòü ñâî¼ ñîñòîÿíèå, çàìåíèòü÷èòàåìûé ñèìâîë íåêîòîðûì äðóãèì, à òàêæå ïåðåìåñòèòü ñâîþ ãîëîâêó íà îäíó ÿ÷åé-êó íàëåâî èëè íàïðàâî. Âû÷èñëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêèõ ýëå-ìåíòàðíûõ èíñòðóêöèé. Ìàøèíà ïðèíèìàåò [îòêëîíÿåò] ñëîâî x, åñëè îíà çàêàí÷èâàåòâû÷èñëåíèå íàä x â ñïåöèàëüíîì ñîñòîÿíèè qaccept [qreject] � è íå ïðèíèìàåò ñëîâî x, åñ-ëè ëèáî îíà îòêëîíÿåò x, ëèáî âû÷èñëåíèå íàä x áåñêîíå÷íî. Äëÿ íåêîòîðîé çàäàííîéìàøèíû M ÿçûê L(M) åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ, ïðèíèìàåìûõ M . ßçûê íàçûâàåòñÿðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûì, åñëè L = L(M) äëÿ íåêîòîðîé ìàøèíû Òüþðèíãà M . ßçûê
L íàçûâàåòñÿ ðåêóðñèâíûì, åñëè L = L(M) äëÿ íåêîòîðîé MT M , íå èìåþùåé áåñêî-íå÷íûõ âû÷èñëåíèé � ò. å. åñëè âñå âû÷èñëåíèÿ ìàøèíû M çàêàí÷èâàþòñÿ â îäíîì èçñîñòîÿíèé qaccept èëè qreject.Â ìîäåëè ìíîãîëåíòî÷íîé ìàøèíû Òüþðèíãà âìåñòî îäíîé áåñêîíå÷íîé ëåíòû (èñ-ïîëüçóåìîé êàê äëÿ âõîäà, òàê è â êà÷åñòâå ïàìÿòè) ïðèìåíÿþòñÿ:
• êîíå÷íàÿ ëåíòà äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ âõîäà;27
• êîíå÷íîå ÷èñëî áåñêîíå÷íûõ ðàáî÷èõ ëåíò â êà÷åñòâå ïàìÿòè.Âû÷èñëèòåëüíûå ìîäåëè ìàøèí Òüþðèíãà è ìíîãîëåíòî÷íûõ ìàøèí Òüþðèíãà ýêâè-âàëåíòíû ìåæäó ñîáîé � â òîì ñìûñëå, ÷òî êàæäàÿ MT ìîæåò áûòü ñìîäåëèðîâàíà ñïîìîùüþMMT, è íàîáîðîò. Ýòè ìîäåëè ìàøèíû Òüþðèíãà ýêâèâàëåíòíû ïðîãðàììàìíà ëþáîì îáû÷íîì ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ.Òåçèñ ×¼ð÷à�Òüþðèíãà ãîâîðèò, ÷òî ìàøèíà Òüþðèíãà áåç áåñêîíå÷íûõ âû÷èñëå-íèé (ò. å. ìàøèíà Òüþðèíãà, êîòîðàÿ âñåãäà îñòàíàâëèâàåòñÿ) ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëèçàöèåéèíòóèòèâíîãî ïîíÿòèÿ ¾àëãîðèòì¿. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ïðîáëåìû, ðàçðåøèìûå ñ ïî-ìîùüþ ìàøèí Òüþðèíãà, ÿâëÿþòñÿ àëãîðèòìè÷åñêè (àâòîìàòè÷åñêè) ðàçðåøèìûìè� è íàîáîðîò, âñå ïðîáëåìû, íåðàçðåøèìûå ñ ïîìîùüþ ìàøèí Òüþðèíãà, ÿâëÿþòñÿàëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìûìè. Òåçèñ ×¼ð÷à�Òüþðèíãà � åäèíñòâåííàÿ ñîáñòâåííàÿàêñèîìà èíôîðìàòèêè, è, êàê è ëþáàÿ äðóãàÿ àêñèîìà, íèêîãäà íå ìîæåò áûòü äîêà-çàíà. Åäèíñòâåííàÿ îòêðûòàÿ âîçìîæíîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïåðåñìîòðåòü å¼ �íî ýòî áóäåò íåîáõîäèìî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè êòî-íèáóäü îïèøåò áîëåå ñèëüíóþ(áîëåå ìîùíóþ), îäíàêî ïðè ýòîì ðåàëèñòè÷åñêóþ ìîäåëü àëãîðèòìîâ.Íåäåòåðìèíèçì ìîæåò áûòü ââåä¼í äëÿ ìàøèí Òüþðèíãà òàê æå, êàê ýòî áûëî ñäå-ëàíî â ïðåäûäóùåé ãëàâå äëÿ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ. Äëÿ îäíîãî è òîãî æå âõîäíîãîñëîâà íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ âà-ðèàíòîâ âû÷èñëåíèé.28 Âõîä x ñ÷èòàåòñÿ ïðèíÿòûì, åñëè ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå
27 Àíàëîãè÷íî êîíå÷íîìó àâòîìàòó.
28 Âîçìîæíî äàæå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî âû÷èñëåíèé.



124 4 Ìàøèíû Òüþðèíãàîäíî âû÷èñëåíèå íàä x, çàêàí÷èâàþùååñÿ â ñîñòîÿíèè qaccept. Ëþáàÿ íåäåòåðìèíèðî-âàííàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà ìîæåò áûòü ñìîäåëèðîâàíà (äåòåðìèíèðîâàííîé) ìàøèíîéÒüþðèíãà. Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ, ìîäåëèðîâàíèå îñíîâàíî íà ïî-èñêå â øèðèíó â äåðåâüÿõ âû÷èñëåíèé HMT.Ìàøèíû Òüþðèíãà ìîãóò áûòü îäíîçíà÷íî çàêîäèðîâàíû êàê ñëîâà íàä àëôàâè-òîì {0, 1} � ïîäîáíî òîìó, êàê êàæäàÿ ïðîãðàììà èìååò ñâîé äâîè÷íûé ìàøèííûéêîä. Ñëîâà íàä àëôàâèòîì {0, 1} ìîæíî ñ÷èòàòü ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûìè (íà îñíîâåêàíîíè÷åñêîãî ïîðÿäêà) � ïîýòîìó ìû ìîæåì, èñïîëüçóÿ ýòîò ïîðÿäîê, ïîëó÷èòü ëè-íåéíûé ïîðÿäîê è äëÿ âñåõ ìàøèí Òüþðèíãà. Äëÿ ëþáîãî çàäàííîãî íàòóðàëüíîãî iìîæíî âû÷èñëèòü êîä i-é MT � è íàîáîðîò, äëÿ ëþáîé çàäàííîé ìàøèíû Òüþðèíãàìîæíî âû÷èñëèòü å¼ íîìåð.Ââåäåíèå ôîðìàëüíîé ìîäåëè àëãîðèòìîâ áûëî ïåðâûì øàãîì, êîòîðûé ïðèâ¼ëê îñíîâàíèþ òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè. Ýòîò ïðîöåññ áûë èíèöèèðîâàí îðèãèíàëü-íîé ðàáîòîé Ã¼äåëÿ [20]. Óïîìÿíóòàÿ ñòàòüÿ ïðåäñòàâëÿåò ñàìîå ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâîñóùåñòâîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðîáëåì, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü ðåøåíû àëãîðèòìè-÷åñêè � ò. å. íèêàêèì ìåòîäîì.29 Èìåííî ðåçóëüòàò Ã¼äåëÿ ïîñëóæèë ìîòèâàöèåé äëÿðàçðàáîòêè ×¼ð÷åì [12], Êëèíè [38], Ïîñòîì [51] è Òüþðèíãîì [68] ôîðìàëüíûõ ìî-äåëåé èíòóèòèâíîãî ïîíÿòèÿ ¾àëãîðèòì¿. Âñå ýòè ìîäåëè � à òàêæå ìíîãèå äðóãèå� îêàçàëèñü, êàê îáíàðóæèëîñü âïîñëåäñòâèè, ýêâèâàëåíòíûìè ìåæäó ñîáîé. Èòàê,ðåçóëüòàò ýòîãî îïûòà ðàçðàáîòêè ôîðìàëüíîé ìîäåëè àëãîðèòìîâ � òåçèñ ×¼ð÷à�Òüþðèíãà.Ìîäåëü ìàøèíû Òüþðèíãà [68] ñòàëà îñíîâíîé ìîäåëüþ àëãîðèòìîâ (êîìïüþòåðîâ)â òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêå � õîòÿ îðèãèíàëüíîå òîëêîâàíèå ýòîé ìîäåëè ñ êîì-ïüþòåðàìè ñâÿçàíî íå áûëî, öåëü Òüþðèíãà ñîñòîÿëà â ôîðìàëèçàöèè ìåòîäîâ (àëãî-ðèòìîâ), íåîáõîäèìûõ äëÿ ñèìâîëüíîé ìàíèïóëÿöèè.30 Âìåñòî òîãî, ÷òîáû äóìàòü îêîìïüþòåðå, îí âîîáðàæàë ÷åëîâåêà (÷åëîâåêà-âû÷èñëèòåëÿ, â òîì ÷èñëå ìàòåìàòèêà),âûïîëíÿþùåãî íåêîòîðîå âû÷èñëåíèå ñ ïîìîùüþ êàðàíäàøà è áóìàãè. Âûáîð îäíîìåð-íîé (ëèíåéíîé) ëåíòû ìàøèíû Òüþðèíãà áûë ìîòèâèðîâàí òåì, ÷òî íà áóìàãå ìû òîæåïèøåì ïîñëåäîâàòåëüíî, ñòðîêà çà ñòðîêîé. Êîíå÷íîå ÷èñëî èñïîëüçóåìûõ ñèìâîëîâîïðåäåëÿåò ðàáî÷èé àëôàâèò. Äëÿ ñèñòåìàòèçàöèè âñåõ ýòèõ èäåé Òüþðèíã è ðàçäåëèëëåíòó íà ÿ÷åéêè � òàê, ÷òî êàæäàÿ èç íèõ ìîæåò ñîäåðæàòü ðîâíî îäèí ñèìâîë. Ïðèýòîì ðàçìåð ëåíòû (ò. å. ëèñòà) ñ÷èòàåòñÿ íåîãðàíè÷åííûì. Òüþðèíã ïðåäïîëàãàë, ÷òîïîñêîëüêó ÷åëîâå÷åñêèé ìîçã êîíå÷åí, îí ìîæåò íàõîäèòüñÿ òîëüêî â îäíîì èç êîíå÷-íîãî ÷èñëà ñîñòîÿíèé: êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ìàøèíû è ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåìýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ. Òüþðèíã èñïîëüçîâàë àíàëîãè÷íûå àðãóìåíòû äëÿ îáîñíîâàíèÿåù¼ îäíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ � î òîì, ÷òî îäíî äåéñòâèå ÷åëîâåêà-âû÷èñëèòåëÿ (ìàòå-ìàòèêà) ìîæåò ïîâëèÿòü òîëüêî íà ÷àñòü ëåíòû, ðàçìåð êîòîðîé îãðàíè÷åí íåêîòîðîéêîíñòàíòîé � è ýòà êîíñòàíòà íå äîëæíà çàâèñåòü îò äëèíû âñåãî ñîäåðæèìîãî ëåíòû(çàïèñàííîãî íà íåé ñëîâà). Òàê êàê ëþáîå ïîäîáíîå äåéñòâèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíîâ âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîãî âûïîëíåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ èíñòðóêöèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõäåéñòâóåò òîëüêî íà îäèí ñèìâîë, Òüþðèíã ðåøèë â êà÷åñòâå áàçîâûõ èíñòðóêöèé èñ-ïîëüçîâàòü ïåðåõîäû � â òîì âèäå, â êîòîðîì îíè áûëè îïðåäåëåíû â ðàçäåëå 4.2.
29 Ñåãîäíÿ ìû ñêàçàëè áû ¾íèêàêèì àëãîðèòìîì¿.
30 Òåðìèí ¾ñèìâîëüíûå âû÷èñëåíèÿ¿ øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ è â ñîâðåìåííîé èíôîðìàòèêå.(Ïðèì. ïåðåâ.)



4.6 Çàêëþ÷åíèå 125Ìíîãîëåíòî÷íûå ìàøèíû Òüþðèíãà, ñòàâøèå âïîñëåäñòâèè îñíîâíîé âû÷èñëèòåëü-íîé ìîäåëüþ â òåîðèè ñëîæíîñòè, áûëè ââåäåíû Õàðòìàíèñîì è Ñòèðíñîì â [25]. Î÷åíüèíòåðåñíîå îáñóæäåíèå òåìû ýòîé ãëàâû ïðèâåäåíî Õàðåëîì â [23].





Òûñÿ÷è òàëàíòîâ ðàññêàçûâàþò î òîì,÷åì îáëàäàåò ýïîõà �íî ëèøü ãåíèé äåëàåò òî,÷åãî åé íå õâàòàåò.Ý. Ãåéáåëü5Òåîðèÿ âû÷èñëèìîñòè
5.1 Öåëè è çàäà÷è ãëàâûÒåîðèÿ âû÷èñëèìîñòè � ýòî ïåðâàÿ òåîðèÿ èíôîðìàòèêè. Â íåé áûëè ðàçðàáîòàíûìåòîäû êëàññèôèêàöèè çàäà÷, äåëåíèÿ èõ íà àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìûå è íåðàç-ðåøèìûå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òåîðèÿ âû÷èñëèìîñòè äà¼ò íàì ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâàîòñóòñòâèÿ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ çàäà÷. È îñíîâíàÿ öåëü äàí-íîé ãëàâû � èçó÷åíèå òàêèõ ìåòîäîâ.Â ýòîé ãëàâå ìû ñîñðåäîòî÷èì íàøå âíèìàíèå íà ïðîáëåìàõ ðàñïîçíàâàíèÿ. Íàøàïåðâàÿ öåëü � ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå ÿçûêè, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü ïðèíÿòûíèêàêîé ìàøèíîé Òüþðèíãà. Ýòî óòâåðæäåíèå ïîëó÷àåòñÿ êàê î÷åâèäíîå ñëåäñòâèåäðóãîãî: ÷èñëî ÿçûêîâ áîëüøå, ÷åì ÷èñëî ìàøèí Òüþðèíãà. Íî ÷èñëî ÿçûêîâ, êàê è÷èñëî ìàøèí, áåñêîíå÷íî � ïîýòîìó íàì íåîáõîäèìî íàó÷èòüñÿ äîêàçûâàòü, ÷òî ¾îäíîèç ýòèõ ÷èñåë áîëüøå äðóãîãî¿. Äëÿ ýòîãî â ðàçäåëå 5.2 ìû ïîçíàêîìèìñÿ ñ îäíèìèç ìåòîäîâ òåîðèè ìíîæåñòâ � ò. í. ìåòîäîì äèàãîíàëèçàöèè. Áîëåå òîãî, ýòîò ìåòîäïîçâîëèò íàì äîêàçàòü, ÷òî íåêîòîðûé êîíêðåòíûé ÿçûê, íàçûâàåìûé ÿçûêîì äèàãî-íàëèçàöèè, íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûõ ÿçûêîâ, ò. å. LRE.Íàøà âòîðàÿ öåëü � îïðåäåëèòü è áîëåå-ìåíåå ïîäðîáíî ðàññìîòðåòü ò. í. ìåòîäñâîäèìîñòè (ñâåä�åíèÿ, ðåäóêöèè). Ýòîò ìåòîä è ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì èíñòðóìåíòîì äî-êàçàòåëüñòâà íåðàçðåøèìîñòè ðàçëè÷íûõ ïðîáëåì. Îí ïîçâîëÿåò íàì äîêàçàòü íåðå-êóðñèâíîñòü ìíîãèõ êîíêðåòíûõ ÿçûêîâ � ïðè óñëîâèè, ÷òî ìû óæå èìååì ïî êðàéíåéìåðå îäèí ÿçûê, íå ïðèíàäëåæàùèé LRE. Â ðàçäåëå 5.3 ìû èñïîëüçóåì ýòîò ìåòîä äëÿäîêàçàòåëüñòâà íåðàçðåøèìîñòè íåêîòîðûõ ïðîáëåì ïðèíàäëåæíîñòè, ñâÿçàííûõ ñ ìà-øèíàìè Òüþðèíãà (ïðîãðàììàìè äëÿ íèõ). Òàêèì îáðàçîì ìû ïîêàæåì, ÷òî ïðàâèëüíîïîñòàâëåííûå çàäà÷è ïðîâåðêè êîððåêòíîñòè ïðîãðàìì, âîîáùå ãîâîðÿ, àëãîðèòìè÷å-ñêè íåðàçðåøèìû.Ðàçäåë 5.4 ïîñâÿù¼í òåîðåìå Ðàéñà � â êîòîðîé ãîâîðèòñÿ, ÷òî êàæäàÿ íåòðèâè-àëüíàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìîé. Â ðàçäåëå 5.5 ìû ïîêàæåì,÷òî ìåòîä ñâîäèìîñòè ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí è äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàçðåøèìîñòèíåêîòîðûõ äðóãèõ çàäà÷ � ïðè÷¼ì èíà÷å, ÷åì äëÿ ïðîáëåì ïðèíàäëåæíîñòè â ñëó÷àåìàøèí Òüþðèíãà. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà òàêîé çàäà÷è ìû ïðèâåä¼ì ïðîáëåìó ñîîòâåò-ñòâèé Ïîñòà � êîòîðóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå ñïåöèàëüíîãî âàðèàíòà èãðûñ ôèøêàìè äîìèíî.Â ðàçäåëå 5.6 ïðåäñòàâëåí åù¼ îäèí ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà íåðàçðåøèìîñòè êîí-êðåòíûõ çàäà÷. Ýòîò ìåòîä îñíîâàí íà ñëîæíîñòè ïî Êîëìîãîðîâó � è ìîæåò ðàññìàò-



128 5 Òåîðèÿ âû÷èñëèìîñòèðèâàòüñÿ êàê àëüòåðíàòèâà ìåòîäó äèàãîíàëèçàöèè: ìîæíî ââåñòè òåîðèþ âû÷èñëèìî-ñòè è äîêàçàòü âñå íåîáõîäèìûå äëÿ íå¼ ðåçóëüòàòû, èñïîëüçóÿ ñíà÷àëà ñëîæíîñòü ïîÊîëìîãîðîâó, à ïîòîì � ìåòîä ñâîäèìîñòè.5.2 Ìåòîä äèàãîíàëèçàöèèÍàøà ïåðâàÿ öåëü � ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò ÿçûêè, íå ÿâëÿþùèåñÿ ðåêóðñèâíî ïå-ðå÷èñëèìûìè. ×òîáû ñäåëàòü ýòî, áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé ¾âû÷èñëèòåëüíûé¿àðãóìåíò.1 Ïîêàæåì, ÷òîìîùíîñòü |KodMT| ìíîæåñòâà ìàøèí Òüþðèíãà ìåíüøå, ÷åì ìîùíîñòüìíîæåñòâà ÿçûêîâ íàä àëôàâèòîì Σbool.Íàïîìíèì, ÷òî KodMT � ýòî ìíîæåñòâî äâîè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé âñåõ ìàøèí Òüþ-ðèíãà, îïèñàííîå â ðàçäåëå 4.5.×èñëî ìàøèí Òüþðèíãà áåñêîíå÷íî; îíî ìîæåò áûòü îãðàíè÷åíî ñâåðõó2 ìîùíî-ñòüþ |(Σbool)
∗| � ïîñêîëüêó KodMT ⊆ (Σbool)

∗. Ìîùíîñòü âñåõ ÿçûêîâ íàä àëôàâèòîì
Σbool � ýòî |P((Σbool)

∗)|; ïîñëåäíåå çíà÷åíèå òîæå ÿâëÿåòñÿ ò. í. òðàíñôèíèòíûì. ×òî-áû äîêàçàòü, ÷òî ∣∣(Σbool)
∗∣∣ < |P ((Σbool)

∗))| ,íàì íåîáõîäèì ìåòîä ñðàâíåíèÿ äâóõ òðàíñôèíèòíûõ ÷èñåë (ðàçìåðîâ äâóõ áåñêîíå÷-íûõ ìíîæåñòâ).Îïèñàííàÿ äàëåå òåîðèÿ Êàíòîðà, ïðåäíàçíà÷åííàÿ äëÿ ñðàâíåíèÿ ìîùíîñòåé äâóõáåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ, çàòðàãèâàåò ôèëîñîôñêèå è àêñèîìàòè÷åñêèå (ò. å. íå òðåáóþ-ùèå äîêàçàòåëüñòâà) îñíîâû ìàòåìàòèêè è çàêëàäûâàåò îñíîâíûå ïðèíöèïû ñîâðåìåí-íîé òåîðèè ìíîæåñòâ.Îïðåäåëåíèå 5.1 (êîíöåïöèÿ Êàíòîðà). Ïóñòü A è B � äâà ìíîæåñòâà. Áóäåìãîâîðèòü, ÷òî
|A| ≤ |B|,åñëè ñóùåñòâóåò èíúåêòèâíàÿ ôóíêöèÿ3 f , äåéñòâóþùàÿ èç A â B. Áóäåì ãîâîðèòü,÷òî
|A| = |B|,åñëè |A| ≤ |B| è |B| ≤ |A| (ò. å. ñóùåñòâóåò èíúåêòèâíàÿ è ñþðúåêòèâíàÿ ôóíêöèÿ4,äåéñòâóþùàÿ èç A â B). Áóäåì òàêæå ãîâîðèòü, ÷òî
|A| < |B|,åñëè |A| ≤ |B|, è ïðè ýòîì íå ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìíî-æåñòâ A è B.

1 Ñð. äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.52. (Ïðèì. ïåðåâ.)
2 Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ìíîæåñòâ, ñì. äàëåå. (Ïðèì. ïåðåâ.)
3 Ôóíêöèÿ f èç A â B ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíîé (èëè ïðîñòî èíúåêöèåé), åñëè äëÿ âñåõ a, b ∈ Aóñëîâèå a 6= b âëå÷¼ò f(a) 6= f(b).
4 Ôóíêöèÿ f èçA âB ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíîé (èëè ïðîñòî ñþðúåêöèåé), åñëè äëÿ êàæäîãî b ∈

B ñóùåñòâóåò a ∈ A, òàêîå ÷òî f(a) = b. Ôóíêöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ îäíîâðåìåííî èíúåêòèâíîéè ñþðúåêòèâíîé, íàçûâàåòñÿ áèåêòèâíîé � ëèáî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîé.



5.2 Ìåòîä äèàãîíàëèçàöèè 129Ïîêàæåì íåôîðìàëüíî, ÷òî êîíöåïöèÿ, ïðèìåíÿåìàÿ íà îñíîâå îïðåäåëåíèÿ 5.1,äëÿ äâóõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ A è B ñîãëàñóåòñÿ ñ íàøèì èíòóèòèâíûì ïîíèìàíèåìñðàâíåíèÿ ìîùíîñòè äâóõ ìíîæåñòâ (ðèñ. 5.1). Åñëè äëÿ âñåõ x, y ∈ A óñëîâèå x 6= yâëå÷¼ò f(x) 6= f(y) � òî ìíîæåñòâî B äîëæíî ñîäåðæàòü ïî êðàéíåé ìåðå ñòîëüêî æåýëåìåíòîâ, ñêîëüêî èõ â A. Åñëè f � èíúåêöèÿ, è, êðîìå òîãî,
{f(x) | x ∈ A} = B,òî f îïðåäåëÿåò ðàçáèåíèå ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâ A è B íà ïàðû (x, f(x)) � è, ñëåäîâà-òåëüíî,

|A| = |B|.

PSfrag replacementsA B

f

Ðèñ. 5.1.Òåïåðü ïåðåéä¼ì ê áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâàì, êîòîðûå è íóæíû äëÿ íàøèõ öå-ëåé. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 5.1, íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìíîæåñòâà ÿçûêîâ íàä àëôàâèòîì Σbool è ìíîæåñòâà ìà-øèí Òüþðèíãà. Ñëåäñòâèåì ýòîãî ôàêòà áóäåò òî, ÷òî íå ñóùåñòâóåò è âçàèìíî-îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìíîæåñòâ P((Σbool)
∗) è KodMT � êîòîðîå ñòàâèëî áû âñîîòâåòñòâèå ìàøèíå M ÿçûê L òàêèì îáðàçîì, ÷òî L = L(M).5Óïðàæíåíèå 5.2. Ïóñòü A, B è C � íåêîòîðûå ìíîæåñòâà. Äîêàæèòå, ÷òî óñëîâèÿ

|B| ≤ |A| è |C| ≤ |B| âëåêóò |C| ≤ |A|.Óïðàæíåíèå 5.3. Ïóñòü A è B � íåêîòîðûå ìíîæåñòâà. Äîêàæèòå, ÷òî A ⊆ B âëå÷¼ò
|A| ≤ |B|.Îïðåäåëåíèå 5.1 ñîäåðæèò âûâîäû, êîòîðûå ìîãóò ïîêàçàòüñÿ ïàðàäîêñàëüíûìè â¾êîíå÷íîì ìèðå¿. Äîïóñòèì, ÷òî

INeven = {2i | i ∈ IN0}.Èç êîíöåïöèè Êàíòîðà, ïðèâåä¼ííîé â îïðåäåëåíèè 5.1, ñëåäóåò, ÷òî
|IN0| = |INeven|� ïîòîìó ÷òî ôóíêöèÿ f : IN0 → INeven, îïðåäåë¼ííàÿ ðàâåíñòâîì

5 Íåñóùåñòâîâàíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî òàêîå ñîîòâåòñâèå äîëæíî áûòü èíúåêòèâíûì.
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f(i) = 2iäëÿ âñåõ i ∈ IN, ÿâëÿåòñÿ èíúåêöèåé6 èç IN0 â INeven. Âñ¼ ýòî ïàðàäîêñàëüíî äëÿ êî-íå÷íîãî ìèðà, â í¼ì òàêîå ïðîñòî íåâîçìîæíî: îïûò êîíå÷íîãî ìèðà óòâåðæäàåò, ÷òîëþáîé îáúåêò âñåãäà áîëüøå, ÷åì íåêîòîðàÿ åãî ÷àñòü � ïîýòîìó ñîáñòâåííîå ïîä-ìíîæåñòâî B êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A íå ìîæåò èìåòü òàêóþ æå ìîùíîñòü, êàêóþèìååò ñàìî A. Íî ýòî íå ïîâîä, ÷òîáû óòâåðæäàòü, ÷òî êîíöåïöèÿ Êàíòîðà ñðàâíå-íèÿ ìîùíîñòåé äâóõ ìíîæåñòâ ñîäåðæèò îøèáêó. Ýòà êîíöåïöèÿ ïîòâåðæäàåò ëèøüòî, ÷òî ìèð áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ è òðàíñôèíèòíûõ ÷èñåë ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíàì, íåñîîòâåòñòâóþùèì íàøåìó îïûòó, ïðèîáðåò¼ííîìó â êîíå÷íîì ìèðå. Ðåçóëüòàò � ò. å.ðàâåíñòâî |IN0| = |INeven| � â ìèðå áåñêîíå÷íûõ îáúåêòîâ îêàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíûì:âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå f(i) = 2i îïðåäåëÿåò ïàðó (i, 2i) ýëåìåíòîâ èç IN0 è

INeven � âñëåäñòâèå ÷åãî ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî îáà ýòè ìíîæåñòâà èìåþò îäèíàêîâûåìîùíîñòè.Â òîæå âðåìÿ íóæíî îòìåòèòü, ÷òî êîíöåïöèÿ Êàíòîðà îòíîñèòñÿ ê àêñèîìàòè-÷åñêîìó óðîâíþ ìàòåìàòèêè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñòî íåâîçìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ýòàêîíöåïöèÿ äà¼ò âîçìîæíîñòü ïðàâèëüíî (êîððåêòíî) ñðàâíèâàòü ðàçìåðû áåñêîíå÷-íûõ ìíîæåñòâ. È îïðåäåëåíèå 5.1 � ýòî òîëüêî êîíêðåòíàÿ ïîïûòêà ôîðìàëèçîâàòüèíòóèòèâíîå ïîíèìàíèå ñðàâíåíèÿ ìîùíîñòåé â ìàòåìàòèêå; íåëüçÿ èñêëþ÷àòü òî-ãî, ÷òî ñóùåñòâóåò äðóãàÿ, áîëåå óäîáíàÿ ôîðìàëèçàöèÿ.7 Íî, íåçàâèñèìî îò ýòîãî,çíà÷èìîñòü êîíöåïöèè Êàíòîðà çàêëþ÷àåòñÿ â âîçìîæíîñòè å¼ èñïîëüçîâàíèÿ äëÿ äî-êàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ÿçûêîâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûìè.Â äàëüíåéøåì ìû ðàññìàòðèâàåì IN0 (èëè ïðîñòî IN) â êà÷åñòâå ¾ñàìîãî ìàëåíüêî-ãî¿ áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà. Ýòî ïîðîæäàåò âîïðîñû òèïà � êàêèå áåñêîíå÷íûå ìíîæå-ñòâà èìåþò òàêóþ æå ìîùíîñòü, êàê IN? ñóùåñòâóåò ëè áåñêîíå÷íî áîëüøîå ìíîæåñòâî
A, òàêîå ÷òî |A| > |IN|?Îïðåäåëåíèå 5.4. Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ èñ÷èñëèìûì (ñ÷¼òíûì), åñëè ëèáî
A êîíå÷íîå, ëèáî |A| = |IN0|.8Èíòóèòèâíûé ñìûñë ñ÷¼òíîñòè ìíîæåñòâà A ñîñòîèò â òîì, ÷òî ýëåìåíòû A ìîæ-íî ðàñïîëîæèòü â íåêîòîðîì ïîðÿäêå (ñ÷¼òíî) � ïåðâûé, âòîðîé, òðåòèé, . . . Ýòî �åñòåñòâåííîå òðåáîâàíèå, ïîñêîëüêó îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå f : A → IN0 îïðåäåëÿåòëèíåéíûé ïîðÿäîê íà A � êîòîðûé è ÿâëÿåòñÿ ïåðå÷èñëåíèåì.9 Ïîýòîìó íå óäèâè-òåëüíî, ÷òî ìíîæåñòâà (Σbool)

∗ è KodMT ÿâëÿþòñÿ ñ÷¼òíûìè.Ëåììà 5.5. Ïóñòü Σ � êîíå÷íûé àëôàâèò. Òîãäà ìíîæåñòâî Σ∗ ñ÷¼òíîå.
6 Áîëåå òîãî � áèåêöèåé.
7 Ýòè àðãóìåíòû ïîõîæè íà ïðèâåä¼ííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ î òåçèñå ×¼ð÷à�Òüþðèíãà.
8 Ïðèâåä¼ì ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå èñ÷èñëèìîñòè (ñ÷¼òíîñòè) ìíîæåñòâà.

A ñ÷¼òíîå ⇐⇒ ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ f : A → IN0.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íå ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî áîëüøîãî ìíîæåñòâà B, òàêîãî ÷òî |B| < |IN0|� ò. å. IN0 ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ ìàëåíüêèõ áåñêîíå÷íî áîëüøèõ ìíîæåñòâ. Ìû îïóñêàåìäîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà.
9 Ñ÷¼òíîñòü ìíîæåñòâà A îïðåäåëÿåò ëèíåéíûé ïîðÿäîê ñî ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: ìåæäóëþáûìè äâóìÿ ýëåìåíòàìè A ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ýòîãî æå ìíîæå-ñòâà.



5.2 Ìåòîä äèàãîíàëèçàöèè 131Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Σ = {a1, . . . , am} � íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Óñòàíîâèìíà Σ ëèíåéíûé ïîðÿäîê a1 < a2 < · · · < am. Ýòîò ëèíåéíûé ïîðÿäîê ïîðîæäàåòêàíîíè÷åñêèé ïîðÿäîê íà Σ∗ � ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 2.16. Äàííûé êàíîíè÷åñêèé ïî-ðÿäîê íà Σ∗ è åñòü ïåðåñ÷¼ò ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Σ∗ � ñëåäîâàòåëüíî, îí îïðåäåëÿåòâçàèìíî-îäíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ, äåéñòâóþùóþ èç Σ∗ â IN0. utÒåîðåìà 5.6. Ìíîæåñòâî KodMT êîäîâ ìàøèí Òüþðèíãà ÿâëÿåòñÿ ñ÷¼òíûì.Äîêàçàòåëüñòâî. Òåîðåìà 5.6 ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ëåììû 5.5 è òîãî ôàêòà,÷òî KodMT ⊆ (Σbool)
∗. utÓïðàæíåíèå 5.7. Îïèøèòå ïîäðîáíî ïåðåñ÷¼ò ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà (Σbool)

∗, êîòî-ðûé ñîãëàñóåòñÿ ñ êàíîíè÷åñêèì ïîðÿäêîì íà (Σbool)
∗.Óïðàæíåíèå 5.8. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ZZ � ñ÷¼òíîå.Óïðàæíåíèå 5.9. Ïóñòü A � ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî, à a � íåêîòîðûé ýëåìåíò, íå ïðèíàä-ëåæàùèé A. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî A ∪ {a} òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñ÷¼òíûì.Óïðàæíåíèå 5.10. Ïóñòü A è B � ñ÷¼òíûå ìíîæåñòâà. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî

A ∪ B òàêæå ñ÷¼òíî.À ñëåäóþùèé âûâîä ìîæåò ïîêàçàòüñÿ íåìíîãî íåîæèäàííûì � ïî êðàéíåé ìåðå,ñ ïåðâîãî âçãëÿäà. Ìû ïîêàæåì, ÷òî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà Q+ ïîëîæèòåëüíûõ ðàöèî-íàëüíûõ ÷èñåë ýêâèâàëåíòíà ìîùíîñòè IN0. Óäèâèòåëüíûì ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òîðàöèîíàëüíûå ÷èñëà èìåþò âûñîêóþ ïëîòíîñòü íà äåéñòâèòåëüíîé îñè � à èìåííî,ìåæäó äâóìÿ ëþáûìè ðàçëè÷íûìè ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîìíîãî ðàçëè÷íûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. À íàòóðàëüíûå ÷èñëà ëåæàò íà ýòîé æå îñè ñðàññòîÿíèåì â 1 � è ïîýòîìó âñåãäà ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ÷èñåë ìåæäó äâóìÿ âûáðàííûìè íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè. Òàê êàê êàæäîå ïîëîæèòåëü-íîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåííî êàê p/q äëÿ íåêîòîðûõ p, q ∈ IN,ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî |Q+| ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíî |IN0 × IN0| � à ïîñëåäíÿÿ çà-ïèñü âûãëÿäèò ïîäîáíî ¾áåñêîíå÷íîñòè, ïîìíîæåííîé íà áåñêîíå÷íîñòü¿. Â êîíå÷íîììèðå ìîæíî ãîâîðèòü î ñðàâíåíèè n2 è n. Îäíàêî |Q+| = |IN0| � ïîòîìó ÷òî ìîæíîïåðåñ÷èòàòü ýëåìåíòû Q+.10Èòàê, ñëåäóþùèé ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà ñ÷¼òíîñòè ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, èñïîëüçó-þùèéñÿ è â òåîðèè âû÷èñëèìîñòè, äîñòàòî÷íî ïðîñò.Ëåììà 5.11. IN × IN ÿâëÿåòñÿ ñ÷¼òíûì.Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íî áîëüøóþ ìàòðèöó MIN×IN, ïðèâåä¼ííóþ íàðèñ. 5.2. Ìàòðèöà MIN×IN èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ñòðîê è áåñêîíå÷íî ìíîãî ñòîëáöîâ,îíè ïîìå÷åíû ïîëîæèòåëüíûìè öåëûìè ÷èñëàìè 1, 2, 3, . . . Ýëåìåíò (i, j) ∈ IN × INëåæèò íà ïåðåñå÷åíèè i-îé ñòðîêè è j-îãî ñòîëáöà. Î÷åâèäíî, ÷òî MIN×IN ñîäåðæèò âñåýëåìåíòû ìíîæåñòâà IN × IN.Íåóäà÷íîé ÿâëÿåòñÿ ïîïûòêà óïîðÿäî÷èòü ýëåìåíòû IN× IN ïóò¼ì âûáîðà ñíà÷àëàýëåìåíòîâ ïåðâîé ñòðîêè, çàòåì âòîðîé è ò.ä. � ïîòîìó ÷òî ïåðâàÿ ñòðîêà áåñêîíå÷íî
10 Íå îáðàùàÿ ïðè ýòîì âíèìàíèÿ íà èõ çíà÷åíèÿ.



132 5 Òåîðèÿ âû÷èñëèìîñòè1 2 3 4 5 6 · · ·1 (1, 1) (1, 2) (1, 3) (1, 4) (1, 5) (1, 6) · · ·2 (2, 1) (2, 2) (2, 3) (2, 4) (2, 5) (2, 6) · · ·3 (3, 1) (3, 2) (3, 3) (3, 4) (3, 5) (3, 6) · · ·4 (4, 1) (4, 2) (4, 3) (4, 4) (4, 5) (4, 6) · · ·5 (5, 1) (5, 2) (5, 3) (5, 4) (5, 5) (5, 6) · · ·6 (6, 1) (6, 2) (6, 3) (6, 4) (6, 5) (6, 6) · · ·... ... ... ... ... ... ... . . .Ðèñ. 5.2.áîëüøàÿ, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåñ÷¼ò å¼ ýëåìåíòîâ íèêîãäà íå çàêîí÷èòñÿ � ò. å. ïåðå-ñ÷¼ò ýëåìåíòîâ âòîðîé ñòðîêè íèêîãäà íå íà÷í¼òñÿ. Óäîáíàÿ âîçìîæíîñòü ïåðåñ÷¼òàýëåìåíòîâ ìàòðèöû MIN×IN � èñïîëüçîâàíèå çèãçàãîîáðàçíîãî ñïîñîáà äåéñòâèé, ñî-ãëàñíî ðèñ. 5.3. Â ýòîì ñëó÷àå ìû áåð¼ì îäíó çà äðóãîé êîíå÷íûå äèàãîíàëè � íà÷èíàÿñ ýëåìåíòà (1, 1) â âåðíåì ëåâîì óãëó. Èòîãîâûé ïåðåñ÷¼ò �
a1 = (1, 1), a2 = (2, 1), a3 = (1, 2), a4 = (3, 1),

a5 = (2, 2), a6 = (1, 3), a7 = (4, 1), . . . .1 2 3 4 5 6 · · ·123456...
...

Ðèñ. 5.3.Ôîðìàëüíî ìû îïðåäåëÿåì ñëåäóþùèé ëèíåéíûé ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå IN × IN:
(a, b) < (c, d) ⇐⇒ a + b < c + d èëè (a + b = c + d è b < d).Ñîîòâåòñòâóþùèé ïåðåñ÷¼ò f ìîæíî îïèñàòü êàê ôóíêöèþ

f(a, b) =

(
a + b − 1

2

)
+ b,



5.2 Ìåòîä äèàãîíàëèçàöèè 133ïîñêîëüêó ýëåìåíò (a, b) � ýòî b-é ýëåìåíò ñðåäè ñòîÿùèõ íà (a + b− 1)-é äèàãîíàëè, à÷èñëî ýëåìåíòîâ â ïåðâûõ a + b − 2 äèàãîíàëÿõ ðàâíî
a+b−2∑

i=1

i =
(a + b − 2) · (1 + a + b − 2)

2
=

(
a + b − 1

2

)
.Î÷åâèäíî, ÷òî f � ýòî áèåêöèÿ èç IN × IN â IN0. ut1 2 3 4 5 6 · · ·123456... Ðèñ. 5.4.Óïðàæíåíèå 5.12. ×òîáû äîêàçàòü ñ÷¼òíîñòü ìíîæåñòâà IN × IN, ìîæíî èñïîëüçî-âàòü ïåðåñ÷¼ò, îïðåäåë¼ííûé ñîãëàñíî ðèñ. 5.4. Ïðèâåäèòå îïèñàíèå ñîîòâåòñòâóþùåéáèåêöèè èç IN × IN â IN0.Óïðàæíåíèå 5.13. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ èíúåêòèâíûõ ôóíêöèé, äåéñòâó-þùèõ èç IN × IN â IN0?Òåîðåìà 5.14. Q+ ñ÷¼òíî.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü h � ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ, äåéñòâóþùàÿ èç Q+ â IN × IN:

h

(
p

q

)
= (p, q)äëÿ âñåõ âçàèìíî ïðîñòûõ p è q.Î÷åâèäíî, ÷òî h � îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå. Òàê êàê IN × IN ñ÷¼òíî (ëåììà 5.11),òî Q+ òîæå ñ÷¼òíî. utÓïðàæíåíèå 5.15. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî IN0 × IN0 × IN0 � ñ÷¼òíîå.Óïðàæíåíèå 5.16. Ïóñòü A è B � íåêîòîðûå ñ÷¼òíûå ìíîæåñòâà. Äîêàæèòå, ÷òî

A × B òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñ÷¼òíûì.



134 5 Òåîðèÿ âû÷èñëèìîñòèÈòàê, íåñìîòðÿ íà ïëîòíîñòü äåéñòâèòåëüíîé îñè, ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ ðàöè-îíàëüíûõ ÷èñåë ñ÷¼òíî. Ñîãëàñíî îäíîìó èç óòâåðæäåíèé óïðàæíåíèÿ 5.16, ìíîæåñòâî
(Q+)i ñ÷¼òíî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ i. Îáîáùàÿ âñå ýòè ôàêòû, ìîæíî áûëî áû äàëååïðåäïîëîæèòü, ÷òî âñå áåñêîíå÷íî áîëüøèå ìíîæåñòâà ñ÷åòíû. Íî â äàëüíåéøåì ìûïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ò. å. IR, íåñ÷¼òíî. Ñëåäîâàòåëüíî, IR �ýòî ¾äðóãàÿ áåñêîíå÷íîñòü¿, ÷åì IN0 è Q+.Òåîðåìà 5.17. Ìíîæåñòâî [0, 1] íåñ÷¼òíî.Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò èíúåêòèâíîé ôóíêöèè(îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ), äåéñòâóþùåé èç [0, 1] â IN. Äîêàæåì ýòîò ôàêò îò ïðîòèâ-íîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî [0, 1] ñ÷¼òíî � ò. å. ïóñòü îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå
f , äåéñòâóþùåå èç [0, 1] â IN, ñóùåñòâóåò. Ôóíêöèÿ f îïðåäåëÿåò ïåðåñ÷¼ò äåéñòâèòåëü-íûõ ÷èñåë èç [0, 1] � â ïîðÿäêå, ïðèâåä¼ííîì íà ðèñ. 5.5. Ïðè ýòîì i-å ÷èñëî îòðåçêà
[0, 1] åñòü

ai = 0.ai1ai2ai3ai4ai5 . . .(ò. å. f(ai) = i), ãäå aij ∈ {0, 1, 2, . . . , 9} äëÿ j = 1, 2, . . .

f(x) x ∈ [0, 1]

1 0. a11 a12 a13 a14 . . .

2 0. a21 a22 a23 a24 . . .

3 0. a31 a32 a33 a34 . . .

4 0. a41 a42 a43 a44 . . .... ... ... ... ... . . .
i 0. ai1 ai2 ai3 ai4 . . . aii . . .... ... Ðèñ. 5.5.Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ò. í. ìåòîäîì äèàãîíàëèçàöèè � ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ïîêðàéíåé ìåðå îäíî äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî èç [0, 1] â òàáëèöå 5.5 ïðîïóùåíî � è, ñëåäî-âàòåëüíî f íå ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì èç [0, 1] â IN, ò. å. f íå îáåñïå÷èâàåòñ÷¼òíîñòü âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë îòðåçêà [0, 1]. Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ïîêàçàí-íûå íà ðèñ. 5.5, ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå áåñêîíå÷íî áîëüøîé ìàòðèöû

M = [aij ]i=1,...,∞,j=1,...,∞.Íàøà öåëü � ñêîíñòðóèðîâàòü (ïîñòðîèòü) íåêîòîðîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî
c = 0.c1c2c3c4c5 . . . ,êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ îò ëþáîé èç ñòðîê ìàòðèöû M (ò. å. îò âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåëðàññìàòðèâàåìîãî îòðåçêà � ïðè ïåðåñ÷¼òå ýòèõ ÷èñåë ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè f).Èäåÿ ïîñòðîåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå ÷èñëà c òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äëÿ êàæäîãî

i ∈ IN îíî îòëè÷àëîñü îò i-é ñòðîêè òàáëèöû M â i-ì äåñÿòè÷íîì çíàêå:
ci 6= aii è ci /∈ {0, 9}.



5.2 Ìåòîä äèàãîíàëèçàöèè 135Äëÿ ýòîé öåëè ìû ðàññìîòðèì äèàãîíàëü a11a22a33 . . . ìàòðèöû M � è âûáåðåì äëÿêàæäîãî íàòóðàëüíîãî i êàêóþ-íèáóäü öèôðó èç ìíîæåñòâà
ci ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}− {aii}.Ïðè òàêîì âûáîðå ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà c îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäñòàâëåíèÿ ëþáîãî ÷èñëà

ai, ïðèâåä¼ííîãî íà ðèñ. 5.5, ïî êðàéíåé ìåðå â i-ì äåñÿòè÷íîì ðàçðÿäå aii. À ïîñêîëüêóäåñÿòè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà c íå ñîäåðæèò öèôð 0 è 9, îíî ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåí-íûì11 äëÿ c � è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî i âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
c 6= ai.Ïîýòîìó âûáðàííîå íàìè ÷èñëî c íå ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 5.5, à ôóíêöèÿ f íå ÿâëÿåòñÿïåðåñ÷¼òîì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë èç [0, 1]. utÌû ïîêàçàëè, ÷òî ìíîæåñòâî ìàøèí Òüþðèíãà (àëãîðèòìîâ) ÿâëÿåòñÿ ñ÷¼òíûì. Ïî-ýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ çàäà÷, ÿâëÿþùèõñÿ àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðå-øèìûìè, íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåñ÷¼òíîñòü ìíîæåñòâà âñåõ ÿçûêîâ íàä àëôàâèòîì

{0, 1}; îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî ýòèõ ÿçûêîâ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìíîæåñòâî ïðî-áëåì ïðèíàäëåæíîñòè.Ìû ñäåëàåì ýòî äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Âî-ïåðâûõ, ïîêàæåì, ÷òî
|[0, 1]| ≤ |P((Σbool)

∗)|.À âî-âòîðûõ, èñïîëüçóÿ ìåòîä äèàãîíàëèçàöèè ìû íåïîñðåäñòâåííî óêàæåì ÿçûê, êî-òîðûé íå ïðèíèìàåòñÿ íèêàêîé ìàøèíîé Òüþðèíãà.Òåîðåìà 5.18. Ìíîæåñòâî P((Σbool)
∗) íå ÿâëÿåòñÿ ñ÷¼òíûì.Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ñîãëàñíî òåîðåìå 5.17 îòðåçîê [0, 1] ÿâëÿåòñÿ íåñ÷¼òíûì,íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

|P((Σbool)
∗)| ≥ |[0, 1]| (5.1)ñ ïîìîùüþ îïèñàíèÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ èç [0, 1] â P((Σbool)

∗).Êàæäîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî îòðåçêà [0, 1] ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â äâîè÷íîìâèäå ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðåäñòàâëåíèå
b = 0.b1b2b3 . . .ñ bi ∈ Σbool äëÿ i = 1, 2, 3, . . . êîäèðóåò äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî

Number(b) =

∞∑

i=1

ai2
−i.Áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòî äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë äëÿ îïðå-äåëåíèÿ ôóíêöèè f : [0, 1] → P((Σbool)

∗). Ïóñòü
a = 0.a1a2a3a4a5a6a7 . . .

11 Çàìåòèì, ÷òî 1.000 è 0.999 ñóòü äâà ðàçíûõ ïðåäñòàâëåíèÿ îäíîãî è òîãî æå ÷èñëà 1. Àíà-ëîãè÷íî, 0.1429 è 0.1430 ïðåäñòàâëÿþò îäíî è òî æå ÷èñëî 0.143.



136 5 Òåîðèÿ âû÷èñëèìîñòè� äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå íåêîòîðîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà èç èíòåðâàëà [0, 1]. Îïðå-äåëèì
f(a) = {a1, a2a3, a4a5a6, . . . , a(n

2)+1a(n
2)+2 . . . a(n+1

2 ), . . .}.Îòìåòèì, ÷òî f(a) ÿâëÿåòñÿ ÿçûêîì íàä àëôàâèòîì Σbool, ñîäåðæàùèì äëÿ ëþáîãîíàòóðàëüíîãî n ðîâíî îäíî ñëîâî äëèíû n. Ïîýòîìó ëþáîå îòëè÷èå â êàêîì-íèáóäüáèòå ìåæäó äâóìÿ áèíàðíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè ÷èñåë b è c îçíà÷àåò, ÷òî
f(b) 6= f(c).Ñëåäîâàòåëüíî, f � îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, íåðàâåíñòâî (5.1) âûïîëíåíî, ò. å.

P((Σbool)
∗) íå ÿâëÿåòñÿ ñ÷¼òíûì. utÑëåäñòâèå 5.19. |KodMT| < |P((Σbool)

∗)| � ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîåìíîæåñòâî ÿçûêîâ íàä àëôàâèòîì Σbool, íå ÿâëÿþùèõñÿ ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûìè.Óïðàæíåíèå 5.20. Äîêàæèòå, ÷òî |[0, 1]| = |P((Σbool)
∗)|.

w1 w2 w3 . . . wi . . .

M1 d11 d12 d13 . . . d1i . . .

M2 d21 d22 d23 . . . d2i . . .

M3 d31 d32 d33 . . . d3i . . .... ... ... ... ...
Mi di1 di2 di3 . . . dii . . .... ... ... ... ...Ðèñ. 5.6.Òåïåðü ïðèìåíèì ìåòîä äèàãîíàëèçàöèè äëÿ èíîé öåëè � à èìåííî, äëÿ îïèñàíèÿêîíêðåòíîãî ÿçûêà, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûì. Ïóñòü

w1, w2, w3, w4, w5, . . .� êàíîíè÷åñêèé ïîðÿäîê ñëîâ íàä àëôàâèòîì Σbool, à
M1, M2, M3, M4, M5 . . .� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñåõ ìàøèí Òüþðèíãà.12 Îïðåäåëèì áåñêîíå÷íî áîëüøóþ Áó-ëåâó ìàòðèöó (ðèñ. 5.6)

A = [dij ]i,j=1,...,∞ñëåäóþùèì îáðàçîì:
dij = 1 ⇔ Mi ïðèíèìàåò j-å ñëîâî wj .Â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè i-ÿ ñòðîêà

12 Êàê îáû÷íî, Mi îáîçíà÷àåò i-þ ìàøèíó Òüþðèíãà.
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di1di2di3di4di5 . . .ìàòðèöû A îïðåäåëÿåò ÿçûê

L(Mi) = {wj | dij = 1 äëÿ âñåõ j ∈ IN}.Àíàëîãè÷íî ñîçäàíèþ êîíêðåòíîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà, êîòîðîå îêàçàëîñü íåâêëþ÷¼ííûì â ãèïîòåòè÷åñêèé ïåðåñ÷¼ò âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë íà ðèñ. 5.5 (ñì.äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.17), ìû ñîçäàäèì ÿçûê äèàãîíàëèçàöèè Ldiag, êîòîðûéíå ñîâïàäàåò íè ñ êàêèì ÿçûêîì L(Mi). Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì
Ldiag = {w ∈ (Σbool)

∗ | w = wi äëÿ i ∈ IN è
Mi íå ïðèíèìàåò wi}

= {w ∈ (Σbool)
∗ | w = wi äëÿ i ∈ IN è dii = 0}.Òåîðåìà 5.21.

Ldiag /∈ LRE .Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óñëîâèå Ldiag /∈ LRE îò ïðîòèâíîãî. Äëÿ ýòîãî ïðåäïîëî-æèì, ÷òî Ldiag ∈ LRE. Òîãäà Ldiag = L(M) äëÿ íåêîòîðîé ìàøèíû Òüþðèíãà M . Òàêêàê M ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ïåðå÷èñëåííûõ íàìè ìàøèí Òüþðèíãà, ñóùåñòâóåò íåêîòîðîåíàòóðàëüíîå ÷èñëî i, òàêîå ÷òî M = Mi. Íî ÿçûê Ldiag íå ìîæåò ñîâïàäàòü ñ ÿçûêîì
L(Mi) � ïîòîìó ÷òî

wi ∈ Ldiag ⇔ dii = 0 ⇔ wi /∈ L(Mi).

utÓïðàæíåíèå 5.22. Ðàññìîòðèòå ÿçûê
L2diag = {w ∈ (Σbool)

∗ | w = w2i äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ IN è
Mi íå ïðèíèìàåò w2i (di,2i = 0)}.Äîêàæèòå, ÷òî L2diag /∈ LRE.Óïðàæíåíèå 5.23. Ïóñòü äëÿ êàæäîãî k ∈ IN0

Lk,diag = {w ∈ (Σbool)
∗ | w = wi+k äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ IN è

Mi íå äîïóñêàåò wi+k (di,i+k = 0)}.Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî k ∈ IN âûïîëíåíî óñëîâèå Lk,diag /∈ LRE.5.3 Ìåòîä ñâîäèìîñòèÌåòîä ñâîäèìîñòè ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå îáùèì ìåòîäîì êëàññèôèêàöèè ïðîáëåì ïðè-íàäëåæíîñòè îòíîñèòåëüíî èõ àëãîðèòìè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè. Ñìûñë ìåòîäà î÷åíüïðîñò. Ïóñòü A � íåêîòîðàÿ ïðîáëåìà, äëÿ êîòîðîé ìû õîòèì ïîêàçàòü àëãîðèòìè÷å-ñêóþ íåðàçðåøèìîñòü. Åñëè ìû óêàæåì ïðîáëåìó B, òàêóþ ÷òî:
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• óæå èçâåñòíî, ÷òî B àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà;
• àëãîðèòìè÷åñêàÿ ðàçðåøèìîñòü A îçíà÷àëà áû àëãîðèòìè÷åñêóþ ðàçðåøèìîñòü B� òî ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî è ïðîáëåìà A àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà. Òàêîéñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè A íàçûâàåòñÿ ñâîäèìîñòüþ(ñâåä�åíèåì) ïðîáëåìû A ê B.Îïðåäåëåíèå 5.24. Ïóñòü L1 ⊆ Σ∗

1 è L2 ⊆ Σ∗
2 � íåêîòîðûå ÿçûêè íàä àëôàâèòàìè

Σ1 è Σ2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî L1 (ðåêóðñèâíî) ñâîäèì ê L2, è ïèñàòü ïðè ýòîì
L1 ≤R L2, åñëè

L2 ∈ LR ⇒ L1 ∈ LR.Çàïèñü
L1 ≤R L2ñîîòâåòñòâóåò íàøåìó èíòóèòèâíîìó ïðåäñòàâëåíèþ î òîì, ÷òîîòíîñèòåëüíî àëãîðèòìè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè ÿçûê L2 ÿâëÿåòñÿ ïî êðàéíåéìåðå òàêèì æå òðóäíûì, êàê è L1� ïîñêîëüêó åñëè L2 àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèì (ò. å. L2 = L(A) äëÿ íåêîòîðîãî àë-ãîðèòìà A), òî è L1 äîëæåí áûòü àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìûì (ò. å. L1 = L(B) äëÿíåêîòîðîãî àëãîðèòìà B).Ìû óæå çíàåì, ÷òî ÿçûê äèàãîíàëèçàöèè Ldiag ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì ÿçûêà, êîòî-ðûé íå ïðèíàäëåæèò LRE � è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ïðèíàäëåæèò LR. ×òîáû ïîëó÷èòüêàêèå-ëèáî èíûå íåðåêóðñèâíûå ÿçûêè, íàì íåîáõîäèìû êîíêðåòíûå ìåòîäû ïðîâåðêèðåçóëüòàòîâ òèïà L1 ≤R L2. Ìû ïîçíàêîìèìñÿ ñ äâóìÿ òàêèìè ìåòîäàìè � ñîîòâåòñòâó-þùèìè ïîíÿòèþ ðåêóðñèâíîé ñâîäèìîñòè.Ïåðâûé ìåòîä13 îòíîñèòñÿ ê ïðÿìîé èíòåïðåòàöèè òåðìèíà ¾ñâîäèìîñòü ïðîáëåìû

P1 ê ïðîáëåìå P2¿: ðåøåíèå äëÿ P2 ìîæåò áûòü íàïðÿìóþ èñïîëüçîâàííî êàê ðåøåíèåäëÿ P1. Îäíèì èç íàçâàíèé ñîîòâåòñòâóþùåãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ¾ñâîäèìîñòü âõîäà¿� ïîòîìó ÷òî â äàííîì ñëó÷àå âåñü ïðîöåññ ñâîäèìîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòîåïðåîáðàçîâàíèå âõîäíîé èíôîðìàöèè P1 â äðóãîé âàðèàíò âõîäíîé èíôîðìàöèè, P2.Ôîðìàëüíî æå ìû ñòðîèì íåêîòîðóþ MT (àëãîðèòì) M � êîòîðàÿ äëÿ ëþáîãî âõîäà
x ïðîáëåìû ïðèíàäëåæíîñòè (Σ1, L1) âû÷èñëÿåò òàêîé âõîä y ïðîáëåìû ïðèíàäëåæ-íîñòè (Σ2, L2), ÷òî ðåøåíèÿ äëÿ âõîäíûõ ïðèìåðîâ x (ïðîáëåìû (Σ1, L1)) è y (ïðî-áëåìû (Σ2, L2)) îäèíàêîâû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè èìååòñÿ àëãîðèòì A äëÿ ïðîáëåìû
(Σ2, L2), òî êîíêàòåíàöèÿ (ïîñëåäîâàòåëüíîå âûïîëíåíèå) àëãîðèòìîâ M è A (ðèñ. 5.7)ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ïðîáëåìû (Σ1, L1).Îïðåäåëåíèå 5.25. Ïóñòü L1 ⊆ Σ∗

1 è L2 ⊆ Σ∗
2 � ÿçûêè íàä àëôàâèòàìè Σ1 è Σ2.Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÿçûê L1 ñâîäèì ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ ê ÿçûêó L2,14è ïèñàòü ïðè ýòîì L1 ≤m L2, åñëè ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ MT M , êîòîðàÿ äëÿêàæäîãî x ∈ Σ∗

1 âû÷èñëÿåò îòîáðàæåíèå
13 Çàáåãàÿ âïåð¼ä, îòìåòèì ñëåäóþùåå. Â äàëüíåéøåì òåêñòå àâòîð ÿâíî íå óêàæåò íà âòîðîéìåòîä. Èìååòñÿ â âèäó óêàçàíèå êîíêðåòíîãî ÿçûêà L, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî óñëîâèå

L /∈ LR � è òàêèå ïðèìåðû áóäóò ïðèâåäåíû äàëåå. (Ïðèì. ïåðåâ.)
14 Â ëèòåðàòóðå íà ðóññêîì ÿçûêå óïîòðåáëÿþòñÿ òàêæå òåðìèíû ¾ñâîäèìîñòü ñîîòâåòñòâèÿ¿,¾íåîäíîçíà÷íàÿ ñâîäèìîñòü¿ è äð. Àíãëèéñêàÿ òåðìèíîëîãèÿ òîæå íå îòëè÷àåòñÿ îäíî-çíà÷íîñòüþ: ¾mapping reducibility¿, ¾many-one-reducibility¿ � âîçìîæíî, è äð. (Ïðèì. ïå-ðåâ.)
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MT B c L(B) = L1

x ∈ Σ∗
1

MT M
M(x)

MT A¾x∈L1⇔M(x)∈L2¿ A(M(x))Ðèñ. 5.7.
fM : Σ∗

1 → Σ∗
2ñî ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì (ðèñ. 5.7) :

x ∈ L1 ⇔ fM (x) ∈ L2 .Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ fM íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ñâîäèìîñòè ÿçûêà L1 ê L2; ìû òàê-æå ãîâîðèì, ÷òî M ñâîäèò ÿçûê L1 ê ÿçûêó L2.Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî îòíîøåíèå ≤m ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëüíûì ñëó÷à-åì îòíîøåíèÿ ≤R . Íàïðèìåð, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî L1 ≤R L2, äîñòàòî÷íîäîêàçàòü, ÷òî L1 ≤m L2.Ëåììà 5.26. Ïóñòü L1 ⊆ Σ∗
1 è L2 ⊆ Σ∗

2 � ÿçûêè íàä àëôàâèòàìè Σ1 è Σ2. Åñëè
L1 ≤m L2, òî L1 ≤R L2.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L1 ≤m L2. ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî L1 ≤R L2, äîñòàòî÷íî ïîêà-çàòü ñóùåñòâîâàíèå àëãîðèòìà A (ò. å. ìàøèíû Òüþðèíãà A, êîòîðàÿ âñåãäà çàâåðøàåòðàáîòó), ðåøàþùåãî ïðîáëåìó L2 (L2 ∈ LR) � ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ, ÷òî ñóùåñòâó-åò àëãîðèòì B, ðåøàþùèé ïðîáëåìó L1.Ïóñòü A � íåêîòîðàÿ MT, êîòîðàÿ âñåãäà îñòàíàâëèâàåòñÿ, ïðè÷¼ì L(A) = L2.Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî L1 ≤m L2, ìû ïîëó÷àåì îòñþäà ñóùåñòâîâàíèå ìàøèíû Òüþðèíãà
M , êîòîðàÿ äëÿ êàæäîãî x ∈ Σ∗

1 âû÷èñëÿåò ñëîâî M(x) ∈ Σ∗
2 , òàêîå ÷òî

x ∈ L1 ⇔ M(x) ∈ L2.Íà îñíîâå A è M îïèøåì ìàøèíó Òüþðèíãà B, êîòîðàÿ âñåãäà îñòàíàâëèâàåòñÿ, è ïðèýòîì ïðèíèìàåò ÿçûê L1 (ðèñ. 5.7). B ðàáîòàåò íàä âõîäîì x ∈ Σ∗
1 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• Ñíà÷àëà B ìîäåëèðóåò ðàáîòó M íàä âõîäîì x � äî òîãî ìîìåíòà, ïîêà íà ëåíòåíå áóäåò çàïèñàíî ñëîâî M(x).
• Äàëåå B ìîäåëèðóåò ðàáîòó A íàä M(x).Åñëè A ïðèíèìàåò M(x), òî B ïðèíèìàåò x.Åñëè A îòêëîíÿåò M(x), òî B îòêëîíÿåò x.Î÷åâèäíî, ÷òî L(B) = L1. Ïîñêîëüêó A âñåãäà çàâåðøàåò ðàáîòó,15 òî B òîæå çàâåð-øàåò ðàáîòó äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ âõîäíûõ äàííûõ. Ñëåäîâàòåëüíî L1 ∈ LR. ut
15 Çàìåòèì, ÷òî M âû÷èñëÿåò M(x) äëÿ âñåõ x ∈ Σ∗

1 � ïîýòîìó M òàêæå çàâåðøàåò ðàáîòóäëÿ ëþáîãî âõîäà.



140 5 Òåîðèÿ âû÷èñëèìîñòèÓïðàæíåíèå 5.27. Äîêàæèòå, ÷òî ≤m ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíûì îòíîøåíèåì, ò. å. ÷òî
(L1 ≤m L2 è L2 ≤m L3) ⇒ L1 ≤m L3.Îòìåòèì, ÷òî ìàøèíà B ñ L(B) = L1 èñïîëüçóåò ìàøèíó A â êà÷åñòâå ïîäïðîãðàì-ìû. Ýòà ïîäïðîãðàììà A âûïîëíÿåòñÿ â òî÷íîñòè îäèí ðàç (ðèñ. 5.7), è ìû ñ÷èòàåì,÷òî âûõîäàìè B ÿâëÿþòñÿ âûõîäû A. Îäíàêî ïîñëåäíåå íå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûìîãðàíè÷åíèåì: ìîæíî ïîñòðîèòü ìàøèíó B òàêèì îáðàçîì, ÷òî B âûïîëíèò ðàáîòó

A äëÿ íåñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ âõîäîâ, ïîñëå ÷åãî èñïîëüçóåò âûõîäíûå äàííûå A äëÿîêîí÷àòåëüíîãî îòâåòà íà âîïðîñ, âõîäèò ëè x â ÿçûê L1 (ðèñ. 5.8).PSfrag replacements x ∈ L1

x /∈ L1

x ∈ Σ∗
1 MT A

MT B ñ L(B) = L1

L(A) = L2

Ðèñ. 5.8.Òåïåðü ïîëó÷èì âàæíûå ðåçóëüòàòû, ÿâëÿþùèåñÿ ñëåäñòâèåì ñâîéñòâà L /∈ LR äëÿêîíêðåòíîãî ÿçûêà L. Íà÷í¼ì ñ îáùåãî óòâåðæäåíèÿ � î òîì, ÷òî íåêîòîðûé ÿçûêïðèíàäëåæèò êëàññó LR òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà è åãî äîïîëíåíèå ïðèíàäëåæèò
LR.Ëåììà 5.28. Ïóñòü Σ � íåêîòîðûé àëôàâèò. Äëÿ ëþáîãî ÿçûêà L ⊆ Σ∗ âûïîëíåíîñëåäóþùåå:

L ≤R L{ è L{ ≤R L.Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî L{ ≤R L äëÿ êàæäîãî ÿçûêà L: ïî-ñêîëüêó âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (L{){ = L, òî èç L{ ≤R L ñëåäóåò, ÷òî (L{){ ≤R L{ (âóñëîâèè L{ ≤R L ìû çàìåíÿåì ÿçûê L{ íà L).Ïóñòü A � íåêîòîðûé àëãîðèòì, ðåøàþùèé ïðîáëåìó ïðèíàäëåæíîñòè (L, Σ). Àë-ãîðèòì B, ðåøàþùèé àíàëîãè÷íóþ ïðîáëåìó äëÿ L{, ïðèâåä¼í íà ðèñ. 5.9: B ïðîñòîïåðåäà¼ò ñâîè âõîäíûå äàííûå x ∈ Σ∗ äëÿ ïîäïðîãðàììû A, à ïîòîì, ïîñëå ðàáîòû A,çàìåíÿåò å¼ îòâåò íà îáðàòíûé.Ïðèâåä¼ì åù¼ îäíî äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî L{ ≤R L � èñïîëüçóÿ ôîðìàëèçììàøèí Òüþðèíãà. Ïóñòü A = (Q, Σ, Γ, δ, q0, qaccept, qreject) � íåêîòîðàÿ MT, êîòî-ðàÿ âñåãäà çàâåðøàåò ðàáîòó è ïðèíèìàåò ÿçûê L1. Ðàññìîòðèì ìàøèíó B =
(Q, Σ, Γ, δ, q0, q

′
accept, q

′
reject), ó êîòîðîé

q′accept = qreject è q′reject = qaccept;ýòà ìàøèíà è ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé � áëàãîäàðÿ èçìåíåíèþ ðîëåé ïðèíÿòèÿ è îòêëîíåíèÿñîñòîÿíèé ìàøèíû A. Ïîñêîëüêó A âñåãäà îñòàíàâëèâàåòñÿ, B òàêæå âñåãäà îñòàíàâ-ëèâàåòñÿ � ñëåäîâàòåëüíî, L(B) = (L(A)){. À ïîýòîìó ñóùåñòâîâàíèå àëãîðèòìà äëÿÿçûêà L îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå àëãîðèòìà äëÿ ÿçûêà L{. ut
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x ∈ L{

x /∈ L{

x ∈ L

x /∈ L

x ∈ Σ∗

MT A

MT B c L(B) = L{

Ðèñ. 5.9.Ñëåäñòâèå 5.29. (Ldiag)
{ /∈ LR.Äîêàçàòåëüñòâî. Â òåîðåìå 5.18 ìû ïîêàçàëè, ÷òî Ldiag /∈ LRE � ñëåäîâàòåëüíî,

Ldiag /∈ LR. Âñëåäñòâèå ëåììû 5.28,
Ldiag ≤R (Ldiag)

{.À ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îòíîøåíèÿ ≤R ìû ïîëó÷àåì, ÷òî
(Ldiag)

{ ∈ LR âëå÷¼ò Ldiag ∈ LR.Îòñþäà (Ldiag)
{ /∈ LR. ut

PSfrag replacements
LU

LH

(Lempty)
{

Ldiag(Ldiag)
{

LR

LRE

Ðèñ. 5.10.Îäíàêî íà îñíîâå ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ íåëüçÿ çàêëþ÷èòü, ÷òî (Ldiag)
{ íå ïðè-íàäëåæèò ìíîæåñòâó LRE. Áîëåå òîãî, èñòèííûì ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíîå óòâåðæäå-íèå. Äîêàçàâ, ÷òî (Ldiag)

{ ∈ LRE, ìû îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî LR ( LRE � ñì. ðèñ. 5.10.Ëåììà 5.30. (Ldiag)
{ ∈ LRE.Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ÿçûêà Ldiag, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

(Ldiag)
{ = {x ∈ (Σbool)

∗ | åñëè x = wi äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ IN,òî Mi ïðèíèìàåò wi}.
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{, ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îá-ðàçîì:Âõîä: x ∈ (Σbool)

∗.Ýòàï 1. Âû÷èñëÿåòñÿ íàòóðàëüíîå i � òàêîå, ÷òî x ÿâëÿåòñÿ i-ì ñëîâîì wi îòíîñèòåëü-íî êàíîíè÷åñêîãî ïîðÿäêà íàä àëôàâèòîì Σbool.Ýòàï 2. Ãåíåðèðóåòñÿ êîä Kod(Mi) i-é ìàøèíû Òüþðèíãà Mi.Ýòàï 3. Ìîäåëèðóåòñÿ âû÷èñëåíèå Mi íàä ñëîâîì wi = x.Åñëè Mi ïðèíèìàåò wi, òî D òàêæå ïðèíèìàåò x.Åñëè Mi îòêëîíÿåò16 wi, òî D òàêæå îòêëîíÿåò x = wi.Åñëè âû÷èñëåíèå ìàøèíû Mi íàä wi áåñêîíå÷íî, (ò. å. wi /∈ L(Mi)), òî D ìîäåëè-ðóåò ýòè áåñêîíå÷íûå âû÷èñëåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, D íå îñòàíàâëèâàåòñÿ íà âõîäå
x, è, òàêèì îáðàçîì, x /∈ L(D).Î÷åâèäíî, ÷òî L(D) = (Ldiag)

{. utÑëåäñòâèå 5.31. (Ldiag)
{ ∈ LRE − LR, ïîýòîìó

LR ( LRE.Â äàëüíåéøåì ìû ïîçíàêîìèì ñ ÿçûêàìè, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ðåêóðñèâíûìè, íîïðèíàäëåæàò êëàññó LRE (ðèñ. 5.10).Îïðåäåëåíèå 5.32. Óíèâåðñàëüíûé ÿçûê � ýòî ÿçûê
LU = {Kod(M)#w | w ∈ (Σbool)

∗ è M ïðèíèìàåò w}.Òåîðåìà 5.33. Ñóùåñòâóåò ìàøèíà Òüþðèíãà U , íàçûâàåìàÿ óíèâåðñàëüíîé MT,òàêàÿ ÷òî
L(U) = LU.Ñëåäîâàòåëüíî, LU ∈ LRE.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî îïèñàòü 2-MMT U , äîïóñêàþùóþ ÿçûê L(U) = LU. Ìà-øèíà U ðàáîòàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì.Âõîä: z ∈ {0, 1, #}∗.Ýòàï 1. U ïðîâåðÿåò, ñîäåðæèò ëè z ðîâíî îäèí ñèìâîë #. Åñëè äà, òî U ïåðåõîäèòíà ýòàï 2. Åñëè íåò, òî U îòêëîíÿåò ñâîé âõîä z.Ýòàï 2. Ïóñòü z = y#x, ãäå y, z ∈ (Σbool)

∗. U ïðîâåðÿåò, ÿâëÿåòñÿ ëè y êîäîì íåêî-òîðîé ìàøèíû Òüþðèíãà. Åñëè y íå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîä êàêîé-ëèáî MT, òî Uîòêëîíÿåò ñâîé âõîä z = y#x. Åñëè æå y êîäèðóåò íåêîòîðóþ MT, òî U ïåðåõîäèòíà ýòàï 3.Ýòàï 3. Èòàê, y = Kod(M) äëÿ íåêîòîðîé ìàøèíû Òüþðèíãà M . U çàïèñûâàåò èíè-öèàëüíóþ êîíôèãóðàöèþ ýòîé ìàøèíû M íàä ñëîâîì x íà ñâîþ ïåðâóþ ðàáî÷óþëåíòó, ïîñëå ÷åãî ïåðåõîäèò íà ýòàï 4.Ýòàï 4. Ìàøèíà U ïîøàãîâî ìîäåëèðóåò âû÷èñëåíèÿ ìàøèíû M íàä ñëîâîì x ñëå-äóþùèì îáðàçîì:while ñîñòîÿíèå êîíôèãóðàöèè M íà ïåðâîé ðàáî÷åé ëåíòåîòëè÷àåòñÿ îò qaccept è qreject ìàøèíû M

16 Íàïîìíèì, ÷òî îòêëîíåíèå âõîäà îçíà÷àåò îñòàíîâ ðàáîòû ìàøèíû â ñîñòîÿíèè qreject.



5.3 Ìåòîä ñâîäèìîñòè 143do ìîäåëèðîâàòü îäèí øàã âû÷èñëåíèé ìàøèíû M{ìàøèíà U äåëàåò ýòî ïóò¼ì ÷òåíèÿ êîäà Kod(M)íà ñâîåé âõîäíîé ëåíòå}if ñîñòîÿíèå ìàøèíû M åñòü qacceptthen U ïðèíèìàåò z = Kod(M)#xelse U îòêëîíÿåò z = Kod(M)#xÇàìåòèì, ÷òî áåñêîíå÷íîå âû÷èñëåíèå M íàä x ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé áåñêîíå÷íîãîâû÷èñëåíèÿ17 ìàøèíû U íàä ñëîâîì Kod(M)#x. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå U íåïðèíèìàåò Kod(M)#x � è, ñëåäîâàòåëüíî, L(U) = LU. ut×òî îçíà÷àåò óñëîâèå LU ∈ LRE? Îí äà¼ò ãàðàíòèþ ñóùåñòâîâàíèÿ íåêîòîðîé ìà-øèíû Òüþðèíãà (ïðîãðàììû), êîòîðàÿ ìîæåò ìîäåëèðîâàòü ðàáîòó ïðîèçâîëüíîé MT(ïðîãðàììû) íàä ëþáûì âõîäîì � íî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ãàðàíòèðóåò çàâåðøåíèÿ òàêîéðàáîòû. Ýòî � åñòåñòâåííîå ñâîéñòâî ìàøèí Òüþðèãà, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûìäëÿ ëþáîãî ôîðìàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ àëãîðèòìîâ.18 ¾Â ìèðå ÿçûêîâ ïðîãðàììèðî-âàíèÿ¿ óíèâåðñàëüíàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà ÿâëÿåòñÿ èíòåðïðåòàòîðîì. Íå ñóùåñòâóåòâû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû, êîòîðàÿ íå ìîæåò âûïîëíÿòü ñèíòàêñè÷åñêè ïðàâèëüíûåïðîãðàììû äëÿ äàííîãî âõîäà � êîíå÷íî, ïðè óñëîâèè, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé ÿçûêïðîãðàììèðîâàíèÿ19 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ýòîé ñèñòåìû.Â äàëüíåéøåì ìû ïîêàæåì, ÷òî LU /∈ LR. Ñëåäñòâèåì ïîñëåäíåãî ðåçóëüòàòà ÿâëÿ-åòñÿ òîò ôàêò, ÷òî åäèíñòâåííî âîçìîæíàÿ îáùàÿ ñòðàòåãèÿ (àëãîðèòì) îïðåäåëåíèÿðåçóëüòàòà âû÷èñëåíèÿ ìàøèíû M íàä âõîäîì x ñîñòîèò â ìîäåëèðîâàíèè âû÷èñëå-íèÿ M íàä x. Íî åñëè âû÷èñëåíèå M íàä x ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì, òî ìû íà ýòàïåìîäåëèðîâàíèÿ ýòîãî âû÷èñëåíèÿ íå ñìîæåì îïðåäåëèòü, ÿâÿåòñÿ ëè âû÷èñëåíèå Míàä x áåñêîíå÷íûì � èëè æå M çàâåðøèò ðàáîòó ïîñëå ñëåäóþùåãî øàãà âû÷èñëåíèÿè âûâåäåò ðåçóëüòàò. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ çàäàííûõ M è x, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâîçìîæíîçà êîíå÷íîå âðåìÿ îòâåòèòü íà âîïðîñ, ïðèíàäëåæèò ëè x ÿçûêó L(M).Íà ìåòîäå ñâîäèìîñòè îñíîâàíî íåñêîëüêî ñëåäóþùèõ äîêàçàòåëüñòâ. Áîëüøèíñòâîóòâåðæäåíèé áóäóò äîêàçàíû äâàæäû: ñíà÷àëà ïðèâîäèòñÿ î÷åâèäíîå äîêàçàòåëüñòâî¾íà óðîâíå àëãîðèòìîâ¿ � êàê ïðîãðàìì íà íåêîòîðîì ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñèñïîëüçîâàíèåì îáùåãî ìåòîäà ñâîäèìîñòè, ðèñ. 5.8; à çàòåì ïðèâîäèòñÿ ñòðîãîå äî-êàçàòåëüñòâî ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìàëèçìà ìàøèí Òüþðèíãà � ìåòîäîì ñâîäèìîñòèâõîäà, ðèñ. 5.11.Òåîðåìà 5.34. LU /∈ LR.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî (Ldiag)
{ ≤R LU, ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî ñëåä-ñòâèþ 5.29, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî (Ldiag)

{ /∈ LR � è ïîýòîìó LU /∈ LR.Ïóñòü A � íåêîòîðûé àëãîðèòì (ïðîãðàììà), êîòîðûé ðåøàåò ïðîáëåìó LU. Îïè-øåì àëãîðèòì B, êîòîðûé èñïîëüçóåò A êàê ïîäïðîãðàììó äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû
(Ldiag)

{. Ñòðóêòóðà àëãîðèòìà B ïðèâåäåíà íà ðèñ. 5.11. Äëÿ ëþáîãî âõîäà x ∈ (Σbool)
∗ïîäïðîãðàììà C ñíà÷àëà âû÷èñëÿåò íåêîòîðîå ÷èñëî i, òàêîå ÷òî x = wi. Çàòåì C âû-÷èñëÿåò êîä Kod(Mi) i-é ìàøèíû Òüþðèíãà. C âûäà¼ò ñâîè âûõîäíûå äàííûå, ò. å.

17 Â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî ñêàçàòü � ìîäåëèðîâàíèÿ ýòîãî âû÷èñëåíèÿ.
18 Ñóùåñòâóåò ñèñòåìà àêñèîì, êîòîðàÿ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü âû÷èñëèòåëüíîé ìîäåëè. Èñóùåñòâîâàíèå óíèâåðñàëüíîé ìàøèíû ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç òàêèõ àêñèîì.
19 Íàïîìíèì, ÷òî ëþáîé ÿçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ � ýòî ôîðìàëüíàÿ ìîäåëü àëãîðèòìîâ.
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wi è Kod(Mi), â êà÷åñòâå âõîäíûõ äàííûõ äëÿ ïîäïðîãðàììû A.20 Îêîí÷àòåëüíî B¾íàñëåäóåò¿ âûõîäíóþ èíôîðìàöèþ, ¾ïðèíÿòóþ¿ èëè ¾îòêëîí¼ííóþ¿ A, â êà÷åñòâåñâîåãî ñîáñòâåííîãî âûõîäà. Î÷åâèäíî, ÷òî L(B) = (Ldiag)

{ � è, êðîìå òîãî, B âñåãäàîñòàíàâëèâàåòñÿ, ïîñêîëüêó âñåãäà îñòàíàâëèâàþòñÿ êàê C, òàê è A. Ñëåäîâàòåëüíî,
(Ldiag)

{ ≤R LU, ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòî òåîðåìû.PSfrag replacements
x ∈ (Σbool)

∗

C

x = wi

A

L(A) = LU
Kod(Mi)

wi ∈ L(Mi)

wi /∈ L(Mi)

àëãîðèòì B c L(B) = (Ldiag)
{

wi ∈ (Ldiag)
{

wi /∈ (Ldiag)
{Ðèñ. 5.11.Òåïåðü ïðèâåä¼ì àëüòåðíàòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî � â ðàìêàõ ôîðìàëèçìà ìàøèíÒüþðèíãà. Ìû äîêàæåì, ÷òî

(Ldiag)
{ ≤m LU.Äëÿ ýòîãî îïèøåì ìàøèíó M , êîòîðàÿ âû÷èñëÿåò îòîáðàæåíèå fM èç (Σbool)

∗ â
{0, 1, #}∗, òàêîå ÷òî

x ∈ (Ldiag)
{ ⇔ fM (x) ∈ LU.ÌàøèíàM ðàáîòàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ êàæäîãî âõîäà x îíà ñíà÷àëà âû÷èñëÿåòíåêîòîðîå i, òàêîå ÷òî x = wi. Ïîñëå ýòîãî îíà âû÷èñëÿåò êîä Kod(Mi) i-é MT. Mîñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ñîäåðæèìûì ëåíòû Kod(Mi)#x. Ïîñêîëüêó x = wi, ìû ïîëó÷àåìñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ÿçûêà (Ldiag)

{:
x = wi ∈ (Ldiag)

{ ⇔ Mi ïðèíèìàåò wi

⇔ wi ∈ L(Mi)

⇔ fM (x) = Kod(Mi)#x ∈ LU .Óïðàæíåíèå 5.35. Ïîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèé ÿçûê
{Kod(M)#x#0i | x ∈ {0, 1}∗, i ∈ IN0,

M èìååò ïî êðàéíåé ìåðå i + 1 ñîñòîÿíèé,è â òå÷åíèå âû÷èñëåíèÿ íàä ñëîâîì xïî êðàéíåé ìåðå 1 ðàç äîñòèãàåò i-ãî ñîñòîÿíèÿ}íå ÿâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíûì.Ìû âèäèì, ÷òî îñíîâíûå çàäà÷è òåîðèè âû÷èñëèìîñòè îòíîñÿòñÿ ê ïðîáëåìå îñòà-íîâà ìàøèí Òüþðèíãà � ò. å. êîíå÷íîñòè å¼ âû÷èñëåíèé. Äëÿ ÿçûêà (Ldiag)
{ è LU óíàñ åñòü ìàøèíû Òüþðèíãà (ïðîãðàììû), êîòîðûå ïðèíèìàþò ýòè ÿçûêè � íî íåòìàøèí Òüþðèíãà, êîòîðûå ðåøàþò ýòè ÿçûêè (ò. å. ïðèíèìàþò ýòè ÿçûêè è íå èìåþòáåñêîíå÷íûõ âû÷èñëåíèé). Èòàê, ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ î÷åíü âàæíóþ ïðîáëåìó.

20 Îòìåòèì, ÷òî ôîðìàëüíî âõîäîì ìàøèíû A ÿâëÿåòñÿ ñëîâî Kod(Mi)#wi.



5.3 Ìåòîä ñâîäèìîñòè 145Îïðåäåëåíèå 5.36. Ïðîáëåìà îñòàíîâà ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìîé ïðèíàäëåæíîñòè
({0, 1, #}∗, LH), ãäå

LH = {Kod(M)#x | x ∈ {0, 1}∗ è M îñòàíàâëèâàåòñÿ íà x}.Óïðàæíåíèå 5.37. Äîêàæèòå, ÷òî LH ∈ LRE.Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà, ïðîâåðÿþùåãî,çàâåðøàåò ëè íåêîòîðàÿ ïðîãðàììà ñâîþ ðàáîòó.Òåîðåìà 5.38. LH /∈ LR.Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïðèâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî íà ïðîãðàììíîì óðîâíå, îïèøåìïðèìåíåíèå ìåòîäà ñâîäèìîñòè ñîãëàñíî ðèñ. 5.8. Ìû ïîêàæåì, ÷òî
LU ≤R LH.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî LH ∈ LR � ò. å. ïóñòü ñóùåñòâóåò àëãîðèòì A, ðåøàþùèé ïðî-áëåìó LH. Ïðè òàêîì ïðåäïîëîæåíèè îïèøåì àëãîðèòì B (ðèñ. 5.12) äëÿ îïðåäåëåíèÿóíèâåðñàëüíîãî ÿçûêà LU � èñïîëüçóþùèé àëãîðèòì A â êà÷åñòâå ïîäïðîãðàììû. Àèìåííî, äëÿ ëþáîãî âõîäà w àëãîðèòì B ñíà÷àëà èñïîëüçóåò ïîäïðîãðàììó C äëÿ ïðî-âåðêè, èìååò ëè w âèä y#x � ãäå y = Kod(M) äëÿ íåêîòîðîé ìàøèíû Òüþðèíãà M , à

x ∈ (Σbool)
∗.Åñëè y íå ïðåäñòàâèì â òàêîì âèäå, òî B îòêëîíÿåò w.Åñëè æå y = Kod(M)#x, òî B ïåðåäà¼ò y â êà÷åñòâå âõîäà äëÿ ïîäïðîãðàììû A.Åñëè âûõîäîì àëãîðèòìà A ÿâëÿåòñÿ ¾M íå îñòàíàâëèâàåòñÿ íà x¿, òî B çíàåò, ÷òî

x /∈ L(M) � è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåò íåìåäëåííî îòâåðãíóòü ñâîé âõîä w = Kod(M)#x.PSfrag replacements
Kod(M)

y =

xx

y

A
C

U

L(A) = LH

Kod(M)#x

M îñò. íà x

M ïðèíèìàåò x

M îòâåðãàåò x

àëãîðèòì B äëÿ ÿçûêà LU

y#x ∈ LU

y#x /∈ LU

M íå îñò. íà x

y#x /∈ LUåñëè y íå ÿâëÿåòñÿ êîäîì íèêàêîé MTÐèñ. 5.12.Åñëè âûõîäîì àëãîðèòìà A ÿâëÿåòñÿ ¾M îñòàíàâëèâàåòñÿ íà x¿, òî B ìîäåëèðóåòðàáîòó M íàä âõîäîì x ñ ïîìîùüþ ïîäïðîãðàììû U . Ïîñêîëüêó âû÷èñëåíèÿ ìàøèíû
M íàä x êîíå÷íû, U âûïîëíÿåò ýòî ìîäåëèðîâàíèå çà êîíå÷íîå âðåìÿ.



146 5 Òåîðèÿ âû÷èñëèìîñòèÅñëè ïðè òàêîì ìîäåëèðîâàíèè âû÷èñëåíèé îòâåòîì U ÿâëÿåòñÿ ¾M ïðèíèìàåò x¿,òî B ïðèíèìàåò âõîä y#x = Kod(M)#x. Åñëè æå îòâåòîì U ÿâëÿåòñÿ ¾M îòêëîíÿåò
x¿, òî B îòêëîíÿåò ýòîò âõîä.Î÷åâèäíî, ÷òî, L(B) = LU, è ïðè ýòîì B âñåãäà îñòàíàâëèâàåòñÿ � ÷òî è çàâåðøàåòäîêàçàòåëüñòâî.Òåïåðü äîêàæåì òîò æå ôàêò, ò. å. ÷òî

LU ≤R LH,èñïîëüçóÿ ôîðìàëèçì ìàøèí Òüþðèíãà. Äëÿ ýòîãî îïèøåì íåêîòîðóþ ìàøèíó M ,êîòîðàÿ ñâîäèò ÿçûê LU ê ÿçûêó LH. Äëÿ ëþáîãî âõîäà w ìàøèíà M ðàáîòàåò ñëåäó-þùèì îáðàçîì. Âî-ïåðâûõ, îíà ïðîâåðÿåò, èìååò ëè w âèä
w = Kod(M)#xäëÿ ìàøèíû M è ñëîâà x ∈ (Σbool)
∗.

• Åñëè w íå ÿâëÿåòñÿ ñëîâîì òàêîãî âèäà, òî M ãåíåðèðóåò êîä Kod(M1) íåêîòîðîéìàøèíû Òüþðèíãà M1, êîòîðàÿ äëÿ ëþáîãî âõîäà ïîïàäàåò â öèêë21 � δ(q0, ¢) =
(q0, ¢, N). Ïðè ýòîì M çàâåðøàåò ðàáîòó ñ ñîäåðæèìûì ëåíòû

M(w) = Kod(M1)#x.

• Åñëè w = Kod(M)#x, òî M èçìåíÿåò êîä ìàøèíû M � ïîëó÷àÿ ïðè ýòîì ìàøèíó
M2 ñ ÿçûêîì L(M2) = L(M). Ìàøèíà M2 ðàáîòàåò â òî÷íîñòè òàê, êàê M � ñîñëåäóþùèì èñêëþ÷åíèåì: âñå ïåðåõîäû, âåäóùèå â ñîñòîÿíèå qreject ìàøèíû M ,çàìåíåíû íà ïåðåõîäû â íîâîå ñîñòîÿíèå p, òàêîå ÷òî δ(p, a) = (p, a, N) äëÿ âñåõ
a ∈ Σ. Ñëåäîâàòåëüíî, M2 íèêîãäà íå îòêëîíÿåò âõîäíûå äàííûå � è äëÿ âñåõâõîäîâ y, òàêèõ ÷òî y /∈ L(M) = L(M2), áóäåò áåñêîíå÷íî âûïîëíÿòü âû÷èñëåíèÿ.
M çàêàí÷èâàåò ðàáîòó ñ ñîäåðæèìûì ëåíòû

M(w) = Kod(M2)#x.Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ w ∈ {0, 1, #}∗ âûïîëíåíî ñëåäóþùåå:
w ∈ LU ⇔ M(w) ∈ LH.Ïóñòü w ∈ LU. Òîãäà w = Kod(M)#x äëÿ íåêîòîðîé ìàøèíû Òüþðèíãà M , ïîýòîìó

x ∈ {0, 1}∗, à îòñþäà x ∈ L(M). Ïîñêîëüêó L(M2) = L(M), ìàøèíà M îñòàíàâëèâàåòñÿíà âõîäå x è ïðèíèìàåò åãî. Ñëåäîâàòåëüíî, ñëîâî M(w) = Kod(M2)#x ïðèíàäëåæèòÿçûêó LH.Òåïåðü ïóñòü w /∈ LU; ïðè ýòîì áóäåì ðàçëè÷àòü ñëåäóþùèå äâå âîçìîæíîñòè. Åñëèñëîâî w íå ïðåäñòàâèìî â âèäå Kod(M)#x äëÿ íåêîòîðîé ìàøèíû Òüþðèíãà M , òîïîëîæèì M(w) = Kod(M1)#x, ãäå M1 íå çàâåðøàåò ðàáîòó íè íà êàêîì âõîäå. Ñëåäî-âàòåëüíî, M1 òàêæå íå çàâåðøàåò ðàáîòó íà x, è ïîýòîìó M(w) íå ïðèíàäëåæèò ÿçûêó
LH. Åñëè æå w èìååò âèä Kod(M)#x äëÿ íåêîòîðîé ìàøèíû M , è Kod(M)#x /∈ LU, òî
x /∈ L(M). Â ýòîì ñëó÷àå M(w) = Kod(M2)#x, ïðè÷¼ì ìàøèíà M2 íå çàâåðøàåò ðàáî-òó íè äëÿ êàêîãî âõîäà (Σbool)

∗ −L(M). Òàê êàê x /∈ L(M), ìàøèíà M íå çàêàí÷èâàåòðàáîòó íà âõîäå x, è ïîýòîìó Kod(M)#x íå ïðèíàäëåæèò ÿçûêó LH. ut
21 Ò. å. M1 íå îñòàíàâëèâàåòñÿ íè íà êàêîì âõîäå.



5.3 Ìåòîä ñâîäèìîñòè 147Óïðàæíåíèå 5.39. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
• LU ≤R (Ldiag)

{;
• LH ≤R (Ldiag)

{;
• Ldiag ≤R LU;
• (Ldiag)

{ ≤R LH;
• LH ≤R LU.Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ÿçûê

Lempty = {Kod(M) | L(M) = ∅}.Îí âêëþ÷àåò êîäû ìàøèí Òüþðèíãà, ïðèíèìàþùèõ ò. í. ïóñòîé ÿçûê � ò. å., èíûìèñëîâàìè, íå ïðèíèìàþùèõ íèêàêîãî âõîäà. Î÷åâèäíî, ÷òî
(Lempty)

{ = {x ∈ (Σbool)
∗ | x 6= Kod(M) äëÿ âñåõ MT M , ëèáî

x = Kod(M) è L(M) 6= ∅}.Ëåììà 5.40. (Lempty)
{ ∈ LRE.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåä¼ì äâà ðàçíûõ äîêàçàòåëüñòâà òîãî ôàêòà, ÷òî (Lempty)

{ ∈
LRE. Ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî ïîêàçûâàåò, ÷òî äåéñòâèòåëüíî ïîëåçíî èìåòü ìîäåëüíåäåòåðìèíèðîâàííîé ìàøèíû Òüðèíãà. À âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî ïîêàçûâàåò, êàêìîæíî ïðèìåíÿòü ìåòîä, èñïîëüçîâàâøèéñÿ â òåîðèè ìíîæåñòâ, â ëåììå 5.11, � äëÿäîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî |IN0| = |Q+|.Òàê êàê äëÿ ëþáîé HMT M1 ñóùåñòâóåò MT M2 òàêàÿ, ÷òî L(M1) = L(M2), íàìäîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò HMT M1 ñ ÿçûêîì L(M1) = (Lempty)

{. Îïèøåìòàêóþ ìàøèíó � êîòîðàÿ ðàáîòàåò íàä âõîäîì x ñëåäóþùèì îáðàçîì.Ýòàï 1. M1 äåòåðìèíèðîâàííî ïðîâåðÿåò, âûïîëíåíî ëè äëÿ íåêîòîðîéMT M óñëîâèå
x = Kod(M). Åñëè x íå êîäèðóåò íèêàêóþ ìàøèíó Òüþðèíãà, òî M1 äîïóñêàåòñëîâî x.Ýòàï 2. Åñëè x = Kod(M) äëÿ íåêîòîðîé MT M , òî M íåäåòåðìèíèðîâàííî ãåíåðè-ðóåò ñëîâî y ∈ (Σbool)

∗ è äåòåðìèíèðîâàííî ìîäåëèðóåò âû÷èñëåíèå M íàä ýòèìñëîâîì y.Ýòàï 3. Åñëè M ïðèíèìàåò y (ò. å. åñëè L(M) 6= ∅), òî M1 äîïóñêàåò ñâîé âõîä x =
Kod(M).Åñëè M îòêëîíÿåò y, òî M1 íå ïðèíèìàåò x â ýòîì âû÷èñëåíèè.Åñëè âû÷èñëåíèå M íàä y áåñêîíå÷íî, òî è M íå çàâåðøàåò ðàáîòó íàä ñëîâîì x� è, ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì âû÷èñëåíèè ñëîâî x = Kod(M) íå ïðèíèìàåòñÿ.Èòàê, ñîãëàñíî îïèñàíèþ ýòàïà 1, M1 ïðèíèìàåò âñå ñëîâà, êîòîðûå íå êîäèðóþòìàøèíû Òüþðèíãà.Åñëè x = Kod(M) äëÿ íåêîòîðîé MT M , è ïðè ýòîì L(M) 6= ∅, òî ñóùåñòâóåòñëîâî y ∈ L(M). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò äîïóñêàþùåå âû÷èñëåíèå ìàøèíû M1íàä x = Kod(M).Åñëè æå x ∈ Lempty, òî ñóùåñòâóåò äîïóñêàþùåå âû÷èñëåíèå ìàøèíû M1 íàä ñëî-âîì x = Kod(M) � è, ñëåäîâàòåëüíî

L(M1) = (Lempty)
{.



148 5 Òåîðèÿ âû÷èñëèìîñòèÒåïåðü ïðèâåä¼ì äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî (Lempty)
{ ∈ LRE. Äëÿ ýòîãî ìûíåïîñðåäñòâåííî îïèøåì äåòåðìèíèðîâàííóþ ìàøèíó Òüþðèíãà A, êîòîðàÿ äîïóñêàåòÿçûê (Lempty)

{. Íàä êàæäûì âõîäîì w ìàøèíà A ðàáîòàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì.Ýòàï 1′. Åñëè w íå ÿâëÿåòñÿ êîäîì íèêàêîé MT, òî A ïðèíèìàåò w.Ýòàï 2′. Åñëè æå w = Kod(M) äëÿ íåêîòîðîé MT M , òî ìàøèíà A ðàáîòàåò ñëåäóþ-ùèì îáðàçîì.
A ïîñëåäîâàòåëüíî ãåíåðèðóåò âñå ïàðû (i, j) ∈ IN × IN � íàïðèìåð, â ïîðÿäêå,ïðèâåä¼ííîì íà ðèñ. 5.3 èëè 5.4.Äëÿ êàæäîé òàêîé ïàðû (i, j) ìàøèíà A ãåíåðèðóåò i-å ñëîâî wi îòíîñèòåëüíîêàíîíè÷åñêîãî ïîðÿäêà íàä âõîäíûì àëôàâèòîì ìàøèíûM , ïîñëå ÷åãî ìîäåëèðóåò
j øàãîâ âû÷èñëåíèÿ ìàøèíû M íàä ñëîâîì wi.Åñëè äëÿ íåêîòîðîé ïàðû (k, l) ìàøèíà M äîïóñêàåò ñëîâî wk çà l øàãîâ, òî Aäîïóñêàåò âõîä w = Kod(M). Èíà÷å A ðàáîòàåò áåñêîíå÷íî � è, ñëåäîâàòåëüíî, íåïðèíèìàåò w.Èäåÿ îïèñàííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ çàêëþ÷àëàñü â òîì, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò y ∈ L(M),òî y = wk äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî k � ñëåäîâàòåëüíî, äîïóñêàþùåå âû÷èñëåíèåìàøèíû M íàä ñëîâîì y èìååò íåêîòîðóþ êîíå÷íóþ äëèíó l. Ïîýòîìó ïîëíûé ïå-ðåáîð âñåõ âàðèàíòîâ � ò. å. âñåõ ïàð (i, j) íà âûøåîïèñàííîì ýòàïå 2′ ìàøèíû A �ãàðàíòèðóåò, ÷òî A ïðèìåò ñëîâî w. utÒåïåðü ïîêàæåì, ÷òî (Lempty)

{ /∈ LR. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò äîêàçàòåëüñòâóíåñóùåñòâîâàíèÿ àëãîðèòìà, êîòîðûé äëÿ íåêîòîðîé çàäàííîé ìàøèíû ïðîâåðÿë áû,äîïóñêàåò ëè îíà ïóñòîé ÿçûê. Ñëåäñòâèåì ïîñëåäíåãî áóäåò òàêîé ôàêò: ïðàâèëü-íîñòü ïðîãðàìì àëãîðèòìè÷åñêè ïðîâåðèòü íåâîçìîæíî. Áîëåå òîãî, ñîîòâåòñòâóþùàÿïðîâåðêà íåâîçìîæíà äàæå äëÿ òàêèõ òðèâèàëüíûõ çàäà÷, êàê âû÷èñëåíèå ôóíêöèè-êîíñòàíòû.Ëåììà 5.41. (Lempty)
{ /∈ LR.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî

LU ≤m (Lempty)
{.Äëÿ ýòîãî îïèøåì ìàøèíó Òüþðèíãà A, êîòîðàÿ ñâîäèò ÿçûê LU ê ÿçûêó (Lempty)

{(ðèñ. 5.13). Äëÿ êàæäîãî âõîäà x ∈ {0, 1, #} ìàøèíà A ðàáîòàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì.
• Åñëè x íå ïðåäñòàâèì â âèäå Kod(M)#w íè äëÿ êàêèõ ìàøèíû M è ñëîâà

w ∈ (Σbool)
∗, òî A ïèøåò íà ëåíòó âûõîä A(x) = Kod(Bx); çäåñü Bx � íåêîòîðàÿêîíêðåòíàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà, êîòîðàÿ ðàáîòàåò íàä àëôàâèòîì Σbool è ïðèíèìàåòïóñòîé ÿçûê � ò. å. L(Bx) = ∅.22

• Åñëè æå x = Kod(M)#w äëÿ íåêîòîðûõ ìàøèíû M è ñëîâà w ∈ (Σbool)
∗, òî Aãåíåðèðóåò êîä Kod(Bx) ìàøèíû Bx èíûì ñïîñîáîì. À èìåííî, äëÿ ëþáîãî ñâîåãîâõîäà y ìàøèíà Bx ðàáîòàåò íåçàâèñèìî îò ýòîãî âõîäà23 � ñëåäóþùèì îáðàçîì.� Bx ãåíåðèðóåò íà ñâîåé ëåíòå x = Kod(M)#w.

{Ñëîâî x êîíå÷íîå, ïîýòîìó îíî ìîæåò áûòü îïèñàíî ñ ïîìîùüþ ñîñòîÿíèé èôóíêöèè ïåðåõîäîâ ìàøèíû Bx.}
22 Ìàøèíà A ìîæåò ñîçäàòü Bx ïóò¼ì óñòàíîâêè òàêîãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïåðåõîäîâ δ ìà-øèíû Bx: δ(q0, ¢) = (qreject, ¢, N).
23 Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Bx äîïóñêàåò ëèáî ∅, ëèáî (Σbool)

∗ � ñì. ïîäðîáíåå íèæå.



5.3 Ìåòîä ñâîäèìîñòè 149� Bx ïîøàãîâî ìîäåëèðóåò ðàáîòó ìàøèíû M íàä âõîäîì w.Åñëè M äîïóñêàåò w, òî è Bx äîïóñêàåò ñâîé âõîä y.Åñëè M îòêëîíÿåò w, òî è Bx îòêëîíÿåò ñâîé âõîä y.Åñëè æå M íå îñòàíàâëèâàåòñÿ íà âõîäå w, òî è Bx íå îñòàíàâëèâàåòñÿ íà ñâî¼ìâõîäå y � òàêèì îáðàçîì, Bx íå äîïóñêàåò y.Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ {0, 1, #}∗

x ∈ LU ⇔ A(x) = Kod(Bx) ∈ (Lempty)
{.Ïóñòü x ∈ LU. Òîãäà x = Kod(M)#w äëÿ íåêîòîðûõ ìàøèíû M è ñëîâà w ∈ L(M).Â ýòîì ñëó÷àå L(Bx) = (Σbool)

∗ 6= ∅, ïîýòîìó Kod(Bx) ∈ (Lempty)
{.Ïóñòü x /∈ LU. Òîãäà ëèáî x íå ïðåäñòàâèìî â âèäå Kod(M ′)#z íè äëÿ êàêèõ ìà-øèíû M ′ è ñëîâà z ∈ {0, 1}∗, ëèáî x = Kod(M)#w äëÿ íåêîòîðûõ ìàøèíû M è ñëîâà

w /∈ L(M). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ L(Bx) = ∅ � ñëåäîâàòåëüíî, Kod(Bx) /∈ (Lempty)
{. ut

PSfrag replacements
x

w

Kod(M)

Kod(Bx)
MT E

A L(E) =

(Lempty)
{

L(Bx) 6= ∅

L(Bx) = ∅

M ïðèíèìàåò w

M íå ïðèíèìàåò wÐèñ. 5.13.Ñëåäñòâèå 5.42. Lempty /∈ LR.Äîêàçàòåëüñòâî. Íà îñíîâå ëåììû 5.28 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî óñëîâèå Lempty ∈ LR âëå÷¼ò
(Lempty)

{ ∈ LR. utÓïðàæíåíèå 5.43.∗ Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ÿçûêè íå ïðèíàäëåæàò êëàññó LRE:
• Lempty;
• (LH){;
• (LU){.Ïðèâåä¼ííîå äàëåå ñëåäñòâèå ëåììû 5.41 ôîðìóëèðóåò íåðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìûýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ìàøèí Òüþðèíãà. Îíà óòâåðæäàåò, ÷òî íåâîçìîæíî ñîçäàòü ïðî-ãðàììó, îïðåäåëÿþùóþ, ðåøàþò ëè äâå äàííûå ïðîãðàììû îäíó è òó æå ïðîáëåìó.Ñëåäñòâèå 5.44. ßçûê LEQ = {Kod(M)#Kod(M) | L(M) = L(M)} ÿâëÿåòñÿ íåðàç-ðåøèìûì � ò. å. LEQ /∈ LR.Äîêàçàòåëüñòâî. Ñìûñë äîêàçàòåëüñòâà ïðîñò � ïîñêîëüêó ÿçûê Lempty ìîæíî ðàñ-ñìàòðèâàòü â êà÷åñòâå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ÿçûêà LEQ. Ôîðìàëüíî íåîáõîäèìî ïîêàçàòü,÷òî
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Lempty ≤m LEQ.Íåñëîæíî îïèñàòü òàêóþ ìàøèíó Òüþðèíãà A, êîòîðàÿ äëÿ äàííîãî âõîäà Kod(M)ñîçäà¼ò âûõîä

Kod(M)#Kod(C)� ãäå C ÿâëÿåòñÿ çàðàíåå çàôèêñèðîâàííîé òðèâèàëüíîé ìàøèíîé Òüþðèíãà ñ ÿçûêîì
L(C) = ∅. Î÷åâèäíî, ÷òî

Kod(M)#Kod(C) ∈ LEQ ⇔ L(M) = L(C) = ∅ ⇔ Kod(M) ∈ Lempty,÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. utÓïðàæíåíèå 5.45. Äîêàæèòå, ÷òî ÿçûê
{Kod(M)#Kod(M) | L(M) ⊆ L(M)}íå ïðèíàäëåæèò êëàññó LR.5.4 Òåîðåìà ÐàéñàÂ ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû óçíàëè, ÷òî ïðîâåðêà ïðîãðàìì ÿâëÿåòñÿ òðóäíîðåøàå-ìîé çàäà÷åé.24 Äëÿ äàííûõ ïðîãðàììû A è âõîäíîãî ñëîâà x íåðàçðåøèì âîïðîñ,çàâåøàåò ëè A ðàáîòó íàä x. Ïîýòîìó íåëüçÿ ïðîâåðèòü, îñòàíàâëèâàåòñÿ ëè çàäàííàÿïðîãðàììà äëÿ ëþáûõ âõîäíûõ äàííûõ � ò. å., ñîãëàñíî ââåä¼ííîé âûøå òåðìèíîëîãèè,ÿâëÿåòñÿ ëè ïðîãðàììà àëãîðèòìîì. Ñàìàÿ òðèâèàëüíàÿ èç ïðîáëåì ïðèíàäëåæíîñòè� ïðèíèìàåò ëè äàííàÿ ïðîãðàììà õîòü êàêîé-ëèáî âõîä (ò. å. âåðíî ëè, ÷òî L(M) 6= ∅äëÿ çàäàííîé ìàøèíû Òüþðèíãà M) � òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåðàçðåøèìîé.Âñ¼ ýòî ïðèâîäèò íàñ ê ïðåäïîëîæåíèþ î òîì, ÷òî ñóùåñòâóåò î÷åíü íåáîëüøîå ÷èñ-ëî ðàçðåøèìûõ ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ ïðîãðàììàìè (àëãîðèòìàìè, ìàøèíàìè Òüþðèí-ãà). Öåëü äàííîãî ðàçäåëà � ïîêàçàòü, ÷òî âñå (â îñîáîì, ñïåöèàëüíîì ñìûñëå) íåòðèâè-àëüíûå ïðîáëåìû î ïðîãðàììàõ ÿâëÿþòñÿ íåðàçðåøèìûìè. Â ñëåäóþùåì îïðåäåëåíèèîáúÿñíÿåòñÿ, ÷òî èìåííî îáîçíà÷àåò òåðìèí ¾íåòðèâèàëüíûé¿ â ýòîì êîíòåêñòå.Îïðåäåëåíèå 5.46. ßçûê
L ⊆ {Kod(M) | M � íåêîòîðàÿ MT}ÿâëÿåòñÿ ñåìàíòè÷åñêè íåòðèâèàëüíîé ïðîáëåìîé ïðèíàäëåæíîñòè î ìàøè-íàõ Òüþðèíãà, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:(a) Ñóùåñòâóåò MT M1, òàêàÿ ÷òî Kod(M1) ∈ L � ò. å. L 6= ∅.(b) Ñóùåñòâóåò MT M2, òàêàÿ ÷òî Kod(M2) /∈ L � ò. å. L íå ñîäåðæèò êîäîâ âñåõìàøèí Òüþðèíãà.(c) Äëÿ ëþáûõ ìàøèí Òüþðèíãà A è B èç ðàâåíñòâà L(A) = L(B) ñëåäóåò, ÷òî

Kod(A) ∈ L ⇐⇒ Kod(B) ∈ L.

24 Â îðèãèíàëå � ¾hard problem¿. Ýòî ñî÷åòàíèå ìîæíî ñ÷èòàòü òåðìèíîì � êîòîðûé áóäåòîïðåäåë¼í (òî÷íåå � îïèñàí) â ñëåäóþùåé ãëàâå. Îäíàêî â äàííîì ñëó÷àå áîëåå âàæíûìÿâëÿåòñÿ äðóãîå óòâåðæäåíèå � ñì. äàëåå. (Ïðèì. ïåðåâ.)



5.4 Òåîðåìà Ðàéñà 151Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê äîêàçàòåëüñòâó íåðàçðåøèìîñòè ñåìàíòè÷åñêè íåòðèâè-àëüíûõ ïðîáëåì ïðèíàäëåæíîñòè, íàì íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü ñëåäóþùèé ÿçûê
LH,λ = {Kod(M) | M çàâåðøàåò ðàáîòó íà λ}â êà÷åñòâå ñïåöèàëüíîãî âàðèàíòà ïðîáëåìû îñòàíîâà.Ëåììà 5.47.

LH,λ /∈ LR.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî
LH ≤m LH,λ.Íåêîòîðàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà A ìîæåò ñâåñòè LH ê LH,λ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿêàæäîãî âõîäà x, êîòîðûé íå ïðåäñòàâèì â âèäå Kod(M)#w, A ãåíåðèðóåò MT Hx,êîòîðàÿ íå çàêàí÷èâàåò ðàáîòó íè äëÿ êàêîãî âõîäà.Åñëè æå x = Kod(M)#w äëÿ íåêîòîðûõ ìàøèíû Òüþðèíãà M è âõîäíîãî ñëîâà w,òî A ãåíåðèðóåò êîä Kod(Hx) ìàøèíû Hx, êîòîðàÿ ðàáîòàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì:1. Íåçàâèñèìî îò ñâîåãî ñîáñòâåííîãî âõîäà MT Hx ãåíåðèðóåò íà ëåíòå ñëîâî x =

Kod(M)#w.2. Hx ìîäåëèðóåò ðàáîòó ìàøèíû M íàä ñëîâîì w. Åñëè ïðè ýòîì M îñòàíàâëè-âàåòñÿ, òî Hx òàêæå îñòàíàâëèâàåòñÿ è ïðèíèìàåò ñâîé âõîä. Åñëè æå ïðè ýòîìâû÷èñëåíèå M íàä w áåñêîíå÷íî, òî è Hx íå îñòàíàâëèâàåòñÿ.25Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî x ∈ {0, 1, #}∗ âûïîëíåíî ñëåäóþùåå:
x ∈ LH ⇔ x = Kod(M)#w è M çàâåðøàåò ðàáîòó íà w

⇔ Hx âñåãäà îñòàíàâëèâàåòñÿ (äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ âõîäîâ)
⇔ Hx îñòàíàâëèâàåòñÿ íà λ

⇔ Kod(Hx) ∈ LH,λ

utÒåîðåìà 5.48 (Ðàéñà).∗ Êàæäàÿ ñåìàíòè÷åñêè íåòðèâèàëüíàÿ ïðîáëåìà ïðèíàä-ëåæíîñòè î ìàøèíàõ Òüþðèíãà ÿâëÿåòñÿ íåðàçðåøèìîé.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L � ïðîèçâîëüíàÿ ñåìàíòè÷åñêè íåòðèâèàëüíàÿ ïðîáëåìàïðèíàäëåæíîñòè î ìàøèíàõ Òüþðèíãà. Ïîêàæåì, ÷òîëèáî LH,λ ≤m L, ëèáî LH,λ ≤m L{.Ïóñòü M∅ � íåêîòîðàÿ MT, òàêàÿ ÷òî L(M∅) = ∅. Áóäåì ðàçëè÷àòü äâå âîçìîæíîñòè� â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè Kod(M∅) ñëîâîì ÿçûêà L.
25 Â ýòîì ñëó÷àå ëèáî Hx âñåãäà îñòàíàâëèâàåòñÿ � åñëè ìàøèíà M îñòàíàâëèâàåòñÿ íà âõîäå

w, ëèáî Hx íå îñòàíàâëèâàåòñÿ íè äëÿ êàêîãî âõîäà � åñëè M íå îñòàíàâëèâàåòñÿ íà âõîäå
w.



152 5 Òåîðèÿ âû÷èñëèìîñòèI. Ïóñòü Kod(M∅) ∈ L. Â ýòîì ñëó÷àå ïîêàæåì, ÷òî
LH,λ ≤m L{.Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 5.46 (b), ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà M , òàêàÿ÷òî Kod(M) /∈ L.Îïèøåì ðàáîòó ìàøèíû S (ðèñ. 5.14) êîòîðàÿ ñâîäèò LH,λ ê L{. Äëÿ êàæäîãî âõîäà

x ∈ (Σbool)
∗ ìàøèíà S âû÷èñëÿåò:

• ëèáî S(x) = Kod(M ′) ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ÿçûêîì L(M ′) = L(M∅) = ∅ (ò. å.
Kod(M ′) /∈ L{) � â ñëó÷àå x /∈ LH,λ;

• ëèáî S(x) = Kod(M ′) ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ÿçûêîì L(M ′) = L(M) (ò. å.
Kod(M ′) ∈ L{) � â ñëó÷àå x ∈ LH,λ.Èòàê, ìû âèäèì, ÷òî èäåÿ ìåòîäà ñâîäèìîñòè â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè îñíîâàíà íàñåìàíòè÷åñêîé íåòðèâèàëüíîñòè L. Ìàøèíà S âûïîëíÿåò âû÷èñëåíèÿ ñëåäóþùèìîáðàçîì (ðèñ. 5.14):Âõîä: Íåêîòîðîå ñëîâî x ∈ (Σbool)

∗.Ýòàï 1. S ïðîâåðÿåò, âåðíî ëè, ÷òî x = Kod(M) äëÿ íåêîòîðîé MT M . Åñëè xíå ÿâëÿåòñÿ êîäîì íèêàêîé ìàøèíû Òüþðèíãà, òî ìàøèíà S â êà÷åñòâå ñâîåãîâûõîäà çàïèñûâàåò íà ëåíòó ñëîâî S(x) = Kod(M∅).Ýòàï 2. Åñëè æå x = Kod(M) äëÿ íåêîòîðîé MT M , òî S ãåíåðèðóåò êîä Kod(M ′)ìàøèíû M ′, êîòîðàÿ ðàáîòàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì.(a) Âõîäíûì àëôàâèòîì ìàøèíû M ′ ÿâëÿåòñÿ ΣM (âõîäíîé àëôàâèò ìàøèíû
M , ó êîòîðîé Kod(M) /∈ L, ò. å. Kod(M) ∈ L{).(b) Äëÿ êàæäîãî âõîäà y ∈ (ΣM )∗ ìàøèíà M ′ ãåíåðèðóåò íà ëåíòå ñëîâî x =
Kod(M) ñïðàâà îò y (ò. å. ñëîâî y ïðè ýòîì íå ïåðåçàïèñûâàåòñÿ) � ïîñëå÷åãî ìîäåëèðóåò ðàáîòó ìàøèíû M íàä âõîäîì λ.Åñëè M íå îñòàíàâëèâàåòñÿ íà ñëîâå λ (ò. å. Kod(M) /∈ LH,λ), òî M ′ òàêæåíå îñòàíàâëèâàåòñÿ íà y, ïîýòîìó y /∈ L(M ′).
{Ïîñêîëüêó ìîäåëèðîâàíèå âû÷èñëåíèÿ ìàøèíû M íàä ñëîâîì λ ñ ïîìî-ùüþ M ′ âûïîëíÿåòñÿ íåçàâèñèìî îò âõîäà y ìàøèíû M ′, ò. å. L(M ′) = ∅ =
L(M∅), òî âûïîëíåíî óñëîâèå Kod(M ′) ∈ L (ò. å. Kod(M ′) /∈ L{).}Åñëè M çàâåðøàåò ñâîþ ðàáîòó íàä ñëîâîì λ (ò. å. åñëè Kod(M) ∈ LH,λ),òî M ′ ãåíåðèðóåò íà ñâîåé ëåíòå êîä Kod(M) ìàøèíû M . Ïîñëå ýòîãî M ′ìîäåëèðóåò ðàáîòó ìàøèíû M íàä ñâîèì ñîáñòâåííûì âõîäîì y ∈ (ΣM )∗.
M ′ äîïóñêàåò y òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M äîïóñêàåò y.
{Ñëåäîâàòåëüíî, L(M ′) = L(M), ïîýòîìó Kod(M ′) /∈ L � ò. å. Kod(M ′) ∈
L{.}Ìû âèäèì, ÷òî

x ∈ LH,λ ⇔ S(x) ∈ L{äëÿ âñåõ x ∈ (Σbool)
∗ � ñëåäîâàòåëüíî, LH,λ ≤m L{.II. Ïóñòü Kod(M∅) /∈ L.Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 5.46 (a), ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà M̃ , òàêàÿ÷òî Kod(M̃) ∈ L. Íà îñíîâå ýòîãî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî LH,λ ≤m L � òåì æå ñïî-ñîáîì, êîòîðûì â ÷àñòè I ìû äîêàçàëè, ÷òî LH,λ ≤m L{. Â ýòîì äîêàçàòåëüñòâåìàøèíà M̃ âûïîëíÿåò ðîëü ìàøèíû M . utÓïðàæíåíèå 5.49. Ïðèâåäèòå ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî LH,λ ≤m L � äëÿ ñëó-÷àÿ II, â êîòîðîì Kod(M∅) /∈ L.



5.5 Ïðîáëåìà ñîîòâåòñòâèé Ïîñòà 153Ó òåîðåìû Ðàéñà èìååòñÿ òàêîå ñëåäñòâèå. Ïóñòü L � ïðîèçâîëüíûé ðåêóðñèâíûéÿçûê, è ïóñòü
KodL = {Kod(M) | M � íåêîòîðàÿ MT, òàêàÿ ÷òî L(M) = L}� ÿçûê, ñîäåðæàùèé êîäû âñåõ ìàøèí Òüþðèíãà, êîòîðûå äîïóñêàþò ÿçûê L. Ïîñêîëü-êó L ÿâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíûì, KodL 6= ∅. Î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàøèíû Òüþðèíãà,êîäû êîòîðûõ íå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó KodL (ò. å. âûïîëíåíî îïðåäåëåíèå 5.46 (b)),êðîìå òîãî, KodL óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåíèþ 5.46 (c). Èòàê, KodL ÿâëÿåòñÿ ñåìàíòè-÷åñêè íåòðèâèàëüíîé ïðîáëåìîé î ìàøèíàõ Òüþðèíãà � è ñîãëàñíî òåîðåìå Ðàéñà ìûïîëó÷àåì, ÷òî KodL /∈ LR.Èíòåðïðåòàöèÿ ïîñëåäíåãî ðåçóëüòàòà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íåâîçìîæíî ïðî-âåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííàÿ ïðîãðàììà êîððåêòíûì àëãîðèòìè÷åñêèì ðåøåíèåì çà-äàííîé ïðîáëåìû. Èòàê, ïðîâåðêà ïðàâèëüíîñòè ïðîãðàììû � òðóäíîðåøàåìàÿ çàäà-÷à, à ïîýòîìó õîðîøî ñòðóêòóðèðîâàííîå, ìîäóëüíîå ïðîåêòèðîâàíèå ïðîãðàìì èìååòîãðîìíîå çíà÷åíèå äëÿ ðàçðàáîòêè íàäåæíûõ ïðîãðàììíûõ ñèñòåì.Óïðàæíåíèå 5.50. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ àëôàâèòàΣ è ÿçûêà L ⊆ Σ∗ âûïîëíåíîñëåäóþùåå:

L, L{ ∈ LRE ⇔ L ∈ LR.5.5 Ïðîáëåìà ñîîòâåòñòâèé ÏîñòàÂ ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ìû ïîêàçàëè, ÷òî ïðàêòè÷åñêè âñå ïðîáëåìû î ìàøèíàõ Òüþ-ðèíãà (î ïðîãðàììàõ) ÿâëÿþòñÿ íåðàçðåøèìûìè. Ïîýòîìó âîçíèêàåò èíòåðåñíûé âî-ïðîñ � ñóùåñòâóþò ëè íåðàçðåøèìûå ïðîáëåìû, íå îòíîñÿùèåñÿ ê ìàøèíàì Òüþðèíãà.Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ïîëîæèòåëåí, è öåëü äàííîãî ðàçäåëà � ïîêàçàòü, êàê ìîæíî ïðè-ìåíèòü ìåòîä ñâîäèìîñòè äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ðåçóëüòàòîâ î íåðàçðåøèìîñòè ìàøèíÒüþðèíãà ê ìèðó èãð.26Ðàññìîòðèì èãðó â äîìèíî ñî ñëåäóþùèìè ïðàâèëàìè. Èìååòñÿ íàáîð ôèøåê äî-ìèíî êîíå÷íîãî ÷èñëà òèïîâ (ðèñ. 5.15) � êàæäûé èç òèïîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðó
(x, y) ñëîâ x è y íàä ôèêñèðîâàííûì àëôàâèòîì Σ. Äëÿ êàæäîãî òèïà (x, y) èìååòñÿáåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ôèøåê (x, y). Âîçíèêàåò âîïðîñ: ìîæíî ëè ïîìåñòèòü íåêîòî-ðîå êîëè÷åñòâî ôèøåê ðÿäîì � òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âåðõíèé òåêñò (âåðõíåå ñëîâî,îíî îïðåäåëÿåòñÿ êàê êîíêàòåíàöèÿ ïåðâûõ ýëåìåíòîâ ôèøåê äîìèíî) áûë áû òàêèìæå, êàê è íèæíèé (îïðåäåëÿåìûé àíàëîãè÷íî ïî âòîðûì ýëåìåíòàì ôèøåê). Ïðîèë-ëþñòðèðóåì ýòî íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå.Ïóñòü

s1 = (1, #0), s2 = (0, 01), s3 = (#0, 0), s4 = (01#, #)� äîïóñòèìûå òèïû ôèøåê äîìèíî íàä àëôàâèòîì {0, 1, #}. Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëå-íèå ôèøåê s1, s2, s3 è s4 ïðèâåäåíî íà ðèñ. 5.16.Ýòà èãðà èìååò ðåøåíèå, êîòîðûì ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü s2, s1, s3, s2, s4. Ýòàïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïðåäåëÿåò ñëîâî 01#0001#, îïèñàííîå íà ðèñóíêàõ 5.17 è 5.18äâóìÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè.
26 Ïî-âèäèìîìó, çäåñü è âñþäó â äàëüíåéøåì âìåñòî òåðìèíà ¾èãðû¿ òî÷íåå óïîòðåáëÿòü¾ãîëîâîëîìêè¿ � îäíàêî ìû ïðè ïåðåâîäå âñþäó îñòàâëÿåì âàðèàíò àâòîðà. (Ïðèì. ïåðåâ.)
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s1 = (00, 001), s2 = (0, 001), s3 = (1, 11)ðåøåíèÿ íå ñóùåñòâóåò � ïîòîìó ÷òî âñå âòîðûå ýëåìåíòû (ñëîâà) ôèøåê äîìèíî äëèí-íåå, ÷åì ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïåðâûå ýëåìåíòû.Òàêàÿ èãðà íàçûâàåòñÿ ïðîáëåìîé ñîîòâåòñòâèé Ïîñòà.Îïðåäåëåíèå 5.51. Ïóñòü Σ � íåêîòîðûé àëôàâèò. ×àñòíûé ñëó÷àé27 ïðîáëå-ìû ñîîòâåòñòâèé Ïîñòà íàä àëôàâèòîì Σ � ýòî ïàðà (A, B), ãäå

A = w1, . . . , wk , B = x1, . . . , xkäëÿ íåêîòîðûõ íàòóðàëüíîãî k è ñëîâ wi, xi ∈ Σ∗ ïðè i = 1, . . . , k. Äëÿ êàæäîãî
i ∈ {1, . . . , k} ïàðà (wi, xi) íàçûâàåòñÿ ôèøêîé äîìèíî.Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÷àñòíûé ñëó÷àé (A, B) ïðîáëåìû ñîîòâåòñòâèÿ Ïîñòàèìååò ðåøåíèå, åñëè ñóùåñòâóþò íåêîòîðûå íàòóðàëüíîå k è íàòóðàëüíûå
i1, i2, . . . , im, òàêèå ÷òî

wi1wi2 . . . wim
= xi1xi2 . . . xim

.Ïðîáëåìà ñîîòâåòñòâèé Ïîñòà (ÏÑÏ28) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû îïðåäå-ëèòü, èìååò ëè ðåøåíèå äàííûé ÷àñòíûé ñëó÷àé ÏÑÏ.Ëåììà 5.52. Åñëè íåêîòîðûé ÷àñòíûé ñëó÷àé ÏÑÏ èìååò ðåøåíèå, òî îí èìååòáåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé.Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè
i1, i2, . . . , ik� íåêîòîðîå ðåøåíèå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ÏÑÏ (A, B), òî

(i1, i2, . . . , ik)j� ðåøåíèå ïðîáëåìû (A, B) äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî j. utÓïðàæíåíèå 5.53. Îïðåäåëèòå ÏÑÏ êàê ïðîáëåìó ïðèíàäëåæíîñòè (LPCP, Σbool)äëÿ ÿçûêà LPCP ⊆ (Σbool)
∗. Äîêàæèòå, ÷òî LPCP ∈ LRE.Óïðàæíåíèå 5.54. Äîêàæèòå, ÷òî ÷àñòíûé ñëó÷àé ÏÑÏ ((10, 011, 101), (101, 11, 011))íå èìååò ðåøåíèé.Óïðàæíåíèå 5.55. Èìååò ëè ðåøåíèå ÷àñòíûé ñëó÷àé ÏÑÏ ((1, 1110111, 101),

(111, 1110, 01))?
27 Â ðóññêîé ëèòåðàòóðå èíîãäà ïðèìåíÿåòñÿ òåðìèí ¾ïðèìåð¿ (ïðîáëåìû ñîîòâåòñòâèé Ïî-ñòà). Óïîòðåáëÿåìûé íàìè òåðìèí áîëåå óäà÷åí � ïîñêîëüêó ñîãëàñóåòñÿ ñ îñòàëüíîé òåð-ìèíîëîãèåé ýòîé êíèãè. (Ïðèì. ïåðåâ.)
28 Àíãëèéñêàÿ àááðåâèàòóðà � PCP. Ìû áóäåì óïîòðåáëÿòü îáà âàðèàíòà, ïðè ýòîì àíãëèé-ñêèé � â ôîðìóëàõ.Ñò�îèò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî â òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêå ýòà àááðåâèàòóðà (PCP) óïî-òðåáëÿåòñÿ äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ ïîíÿòèé � äàííîãî, à òàêæå ¾probabilistically checkableproofs¿. Îäíàêî ïðè ÷òåíèè ýòîé êíèãè ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ ýòîé íåîäíîçíà÷íîñòüþ, âîç-íèêíóòü íå ìîæåò. (Ïðèì. ïåðåâ.)



5.5 Ïðîáëåìà ñîîòâåòñòâèé Ïîñòà 155Íàøà öåëü � ïîêàçàòü, ÷òî ÏÑÏ íåðàçðåøèìà. Âàæíîå çíà÷åíèå ýòîãî äîêàçàòåëü-ñòâà î íåðàçðåøèìîñòè ñîñòîèò â òîì, ÷òî îïèñàííûé íàìè âàðèàíò èãðû â äîìèíîÿâëÿåòñÿ ìîùíûì èíñòðóìåíòîì � äîñòàòî÷íûì äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ âû÷èñëåíèé ìà-øèíû Òüþðèíãà. Îäíàêî â ñâÿçè ñ òåõíè÷åñêèìè îãðàíè÷åíèÿìè ìû ââåä¼ì èçìåí¼í-íóþ (óïðîù¼ííóþ) âåðñèþ ÏÑÏ � òàêóþ, â êîòîðîé ïåðâàÿ ôèøêà äîìèíî çàäàíàçàðàíåå.Îïðåäåëåíèå 5.56. Ïóñòü Σ � íåêîòîðûé àëôàâèò. ×àñòíûé ñëó÷àé ìîäèôè-öèðîâàííîé ïðîáëåìû ñîîòâåòñòâèé Ïîñòà (ÌÏÑÏ29) íàä àëôàâèòîì Σ � ýòîïàðà (C, D), ãäå
C = u1, . . . , uk , D = v1, . . . , vkäëÿ íåêîòîðûõ íàòóðàëüíîãî k è ñëîâ ui, vi ∈ Σ∗ (i = 1, . . . , k).Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÷àñòíûé ñëó÷àé (C, D) ìîäèôèöèðîâàííîé ïðîáëåìû ñîîò-âåòñòâèé Ïîñòà èìååò ðåøåíèå, åñëè ñóùåñòâóþò íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå m è míàòóðàëüíûõ j1, j2, . . . , jm, òàêèå ÷òî
u1uj1uj2 . . . ujm

= v1vj1vj2 . . . vjm
.Ìîäèôèöèðîâàííàÿ ïðîáëåìà ñîîòâåòñòâèé Ïîñòà çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëå-íèè òîãî, èìååò ëè ðåøåíèå íåêîòîðûé çàäàííûé ÷àñòíûé ñëó÷àé ÌÏÑÏ íàä àëôà-âèòîì Σ.Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ÷àñòíûé ñëó÷àé ÏÑÏ (A, B): ïóñòü

A = 0, 11, 1, B = 001, 1, 11,ò. å. s1 = (0, 001) , s2 = (11, 1) , s3 = (1, 11).Î÷åâèäíî, ÷òî s2s3 � ðåøåíèå ýòîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ÏÑÏ. Íî åñëè ìû ðàññìîòðèì
(A, B) â êà÷åñòâå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ÌÏÑÏ, òî ïîëó÷èì, ÷òî (A, B) íå èìååò ðåøåíèé.Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæíà ðàçíèöà ìåæäó ïàðîé (A, B), ðàññìàòðèâàåìîé êàê ÷àñòíûéñëó÷àé ÏÑÏ è êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ÌÏÑÏ.Óïðàæíåíèå 5.57. Äîêàæèòå, ÷òî ÷àñòíûé ñëó÷àé ÌÏÑÏ ((0, 11, 1), (001, 1, 11)) íåèìååò ðåøåíèé.Ëåììà 5.58. Åñëè ÏÑÏ ðàçðåøèìà, òî è ÌÏÑÏ òàêæå ðàçðåøèìà.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ñâîäèìîñòè. Ïóñòü
(A, B) � ÷àñòíûé ñëó÷àé ÌÏÑÏ. Îïèøåì êîíêðåòíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé ÏÑÏ (C, D) �òàêîé ÷òî ÌÏÑÏ (A, B) èìååò ðåøåíèå ⇐⇒ ÏÑÏ (C, D) èìååò ðåøåíèå.Ïóñòü

A = w1, . . . , wk, B = x1, . . . , xk,ãäå äëÿ àëôàâèòà Σ è íàòóðàëüíîãî k ñëîâà wi, xi ∈ Σ∗ ïðè i = 1, . . . , k. Ïóñòü $, ¢ /∈ Σ.Ñêîíñòðóèðóåì ÷àñòíûé ñëó÷àé ÏÑÏ (C, D) íàä àëôàâèòîì Σ1 = Σ ∪ {¢, $}.
29 Àíãëèéñêàÿ àááðåâèàòóðà � MPCP.



156 5 Òåîðèÿ âû÷èñëèìîñòèÂî-ïåðâûõ, ñëåäóþùèì îáðàçîì îïðåäåëèì äâà ãîìîìîðôèçìà, hL è hR, äåéñòâóþ-ùèõ èç Σ∗ â Σ∗
1 . Äëÿ êàæäîãî ñèìâîëà a ∈ Σ ïîëîæèì

hL(a) = ¢a è hR(a) = a¢.Ìû âèäèì, ÷òî hL âñòàâëÿåò ñèìâîë ¢ ñëåâà îò ëþáîãî ñèìâîëà, à hR âñòàâëÿåò ýòîòæå ñèìâîë ¢ ñïðàâà îò ëþáîãî ñèìâîëà. Íàïðèìåð, äëÿ ñëîâà 0110 ìû ïîëó÷àåì
hL(0110) = ¢0¢1¢1¢0 è hR(0110) = 0¢1¢1¢0¢.Ïîëîæèì
C = y1, y2, . . . , yk+2 è D = z1, z2, . . . , zk+2,ãäå

y1 = ¢hR(w1) z1 = hL(x1)
y2 = hR(w1) z2 = hL(x1)
y3 = hR(w2) z3 = hL(x2)... ...

yi+1 = hR(wi) zi+1 = hL(xi)... ...
yk+1 = hR(wk) zk+1 = hL(xk)
yk+2 = $ zk+2 = ¢$.Íàïðèìåð, äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ÌÏÑÏ

((0, 11, 1), (001, 1, 11))ìû ñîçäà¼ì òàêîé ÷àñòíûé ñëó÷àé ÏÑÏ:
((¢0¢, 0¢, 1¢1¢, 1¢, $), (¢0¢0¢1, ¢0¢0¢1, ¢1, ¢1¢1, ¢$)).Î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé àëãîðèòì (íåêîòîðàÿMT), êîòîðûé âûøåîïè-ñàííûì ñïîñîáîì ñòðîèò ïàðó (C, D) íà îñíîâå ëþáîé çàäàííîé ïàðû (A, B). Îñòà¼òñÿïîêàçàòü, ÷òî ëèáî îáå ýòè çàäà÷è, ÌÏÑÏ (A, B) è ÏÑÏ (C, D), èìåþò ðåøåíèå � ëèáîíàîáîðîò, íè îäíà èç íèõ ðåøåíèÿ íå èìååò.

• Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî êàæäîå ðåøåíèå ÌÏÑÏ (A, B) îïðåäåëÿåò ðåøåíèå ÏÑÏ
(C, D). Ïóñòü i1, i2, . . . , im � íåêîòîðîå ðåøåíèå ÌÏÑÏ (A, B). Òîãäà

u = w1wi1wi2 . . . wim
= x1xi1xi2 . . . xim

.Ïðè ýòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ
2, i1 + 1, i2 + 1, . . . , im + 1,äëÿ ÏÑÏ(C, D) ñîîòâåòñòâóåò èñïîëüçóåìûì ìîðôèçìàì: hR äëÿ çàïèñè

w1wi1wi2 . . . wim
è hL äëÿ x1xi1xi2 . . . xim

. Ïîýòîìó
¢hR(u) = ¢y2yi1+1 . . . yim+1 = z2zi1+1 . . . zim+1¢ = hL(u)¢.Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçíèöà ìåæäó
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hR(u) = y2yi1+1 . . . yim+1 è hL(u) = z2zi1+1 . . . zim+1çàêëþ÷àåòñÿ òîëüêî â ïåðâîì è ïîñëåäíåì ñèìâîëàõ ¢.30 Ñîãëàñíî ìåòîäó ïîñòðîå-íèÿ ïàðû (C, D), ìû ïîëó÷àåì y1 = ¢y2 è z1 = z2. Èòàê, ìû ìîæåì çàìåíèòü ïåðâûéèíäåêñ 2 íà 1. Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

1, i1 + 1, i2 + 1, . . . , im + 1,äëÿ êîòîðîé
y1yi1+1yi2+1 . . . yim+1 = z1zi1+1zi2+1 . . . zim+1¢.Òåïåðü åäèíñòâåííûì îòëè÷èåì ìåæäó ñôîðìèðîâàííûìè ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿìèÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé ñèìâîë ¢ â êîíöå âûøåïðèâåä¼ííîãî òåêñòà. È ÷òîáûïîëó÷èòü ðåøåíèå äëÿ ÏÑÏ (C, D), ìû ïðîñòî äîáàâëÿåì (k + 2)-þ ôèøêó (¢, ¢$).Èòàê,

y1yi1+1yi2+1 . . . yim+1yk+2 = z1zi1+1zi2+1 . . . zim+1zk+2,è â ðåçóëüòàòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
1, i1 + 1, i2 + 1, . . . , im + 1, k + 2îïðåäåëÿåò ðåøåíèå ÏÑÏ (C, D).

• Òåïåðü ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ïðîáëåìû ÏÑÏ (C, D),òî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå è äëÿ èñõîäíîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ÌÏÑÏ (A, B). Äëÿ íà÷àëàîòìåòèì, ÷òî âñå ñëîâà zi íà÷èíàþòñÿ ñèìâîëîì ¢, à y1 � åäèíñòâåííîå ñëîâî, íà-÷èíàþùååñÿ ñèìâîëîì ¢, ñðåäè âñåõ yi. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîå ðåøåíèå äëÿ ÏÑÏ
(C, D) äîëæíî íà÷èíàòüñÿ ñ ïåðâîé ôèøêè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òîëüêî òà ôèøêà,ó êîòîðîé îáà ñëîâà çàêàí÷èâàþòñÿ îäíèì è òåì æå ñèìâîëîì, ÿâëÿåòñÿ ôèøêîé
(k + 2)-ãî òèïà. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîå ðåøåíèå äëÿ ïàðû ÏÑÏ (C, D) äîëæíîêîí÷àòüñÿ èíäåêñîì k + 2.Òàêèì îáðàçîì, ïóñòü

1, j1, j2, . . . , jm, k + 2� íåêîòîðîå ðåøåíèå äëÿ ÏÑÏ (C, D). Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî
1, j1 − 1, j2 − 1, . . . , jm − 1� ðåøåíèå äëÿ ÌÏÑÏ (C, D). Ïîñëåäíåå âûïîëíÿåòñÿ âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî:(a) óäàëåíèå ñèìâîëîâ ¢ è $ èç ñëîâà y1yj1yj2 . . . yjm

yk+2 äà¼ò ñëîâî
w1wj1−1wj2−1 . . . wjm−1,(b) óäàëåíèå ñèìâîëîâ ¢ è $ èç ñëîâà z1zj1zj2 . . . zjm

zk+2 äà¼ò ñëîâî
x1xj1−1xj2−1 . . . xjm−1xk+2.Ïîñêîëüêó 1, j1, . . . jm, k + 2 � ðåøåíèå ÏÑÏ (C, D),

y1, yj1yj2 . . . yjm
yk+2 = z1zj1zj2 . . . zjm

zk+2.Âìåñòå ñ óñëîâèÿìè (a) è (b) ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî
w1wj1−1wj2−1 . . . wjm−1 = x1xj1−1xj2−1 . . . xjm−1.Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1, j1 − 1, j2 − 1, . . . , jm − 1 îïðåäåëÿåò ðåøåíèåäëÿ ÌÏÑÏ (A, B).

30 Ïåðâûé ñèìâîë âõîäèò â hL(u), íî íå âõîäèò â hR(u); ïîñëåäíèé � íàîáîðîò.
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utÓïðàæíåíèå 5.59. Äîêàæèòå, ÷òî ðàçðåøèìîñòü ÌÏÑÏ âëå÷¼ò ðàçðåøèìîñòü ÏÑÏ.Òåïåðü ìû ïîêàæåì íåðàçðåøèìîñòü ÌÏÑÏ � à äëÿ ýòîãî ïðîäåìîíñòðèðóåì, êàêðàññìàòðèâàåìûé íàìè âàðèàíò èãðû â äîìèíî ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ìîäåëè-ðîâàíèÿ âû÷èñëåíèé ìàøèíû Òüþðèíãà.Ëåììà 5.60.∗ Ðàçðåøèìîñòü ÌÏÑÏ âëå÷¼ò ðàçðåøèìîñòü LU.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ {0, 1, #}∗. Ñîçäàäèì ÷àñòíûé ñëó÷àé ÌÏÑÏ (A, B), òàêîé÷òî

x ∈ LU ⇐⇒ ÌÏÑÏ(A, B) èìååò ðåøåíèå.Åñëè ñëîâî x íå ïðåäñòàâèìî â âèäåKod(M)#w íè äëÿ êàêèõMT M è ñëîâà w ∈ {0, 1}∗(ò. å. x /∈ LU), òî ìû ïîëàãàåì A = 0 è B = 1. Î÷åâèäíî, ÷òî èãðà â äîìèíî ñ ôèøêàìèåäèíñòâåííîãî òèïà (0, 1) íå èìååò ðåøåíèÿ.Äàëåå, ïóñòü x = Kod(M)#w äëÿ íåêîòîðûõ ìàøèíû Òüþðèíãà M =
(Q, Σ, Γ, δ, q0, qaccept, qreject) è ñëîâà w ∈ Σ∗. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìû ìîæåìïðåäïîëàãàòü, ÷òî M ïåðåìåùàåò ñâîþ ãîëîâêó íà êàæäîì øàãå âû÷èñëåíèÿ. ÎïèøåìÌÏÑÏ (C, D) â âèäå ñëåäóþùèõ ÷åòûð¼õ øàãîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ áóäåò îïðåäåëÿòüãðóïïó ôèøåê äîìèíî ñî ñïåöèàëüíûì çíà÷åíèåì.Èäåÿ íàøåãî ïîñòðîåíèÿ ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè:
• B-ñëîâ (íèæíåé ÷àñòè) äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ âû÷èñëåíèé M íà ñëîâå w;
• A-ñëîâ (âåðõíåé ÷àñòè) � äëÿ òîãî, ÷òîáû ñëåäîâàòü ýòîìó ìîäåëèðîâàíèþ ñ çà-äåðæêîé íà îäíó êîíôèãóðàöèþ.Áëàãîäàðÿ òàêîé çàäåðæêå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôèøêè òàê, ÷òî âåðõíÿÿ ÷àñòü ïðèýòîì ñîîòâåòñòâóåò àðãóìåíòàì (ñîñòîÿíèþ è ÷èòàåìîìó ñèìâîëó), à íèæíÿÿ ÷àñòü� ðåçóëüòàòàì, ïîëó÷åííûì äëÿ ýòèõ àðãóìåíòîâ ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ôóíêöèè ïåðå-õîäîâ δ ìîäåëèðóåìîé ìàøèíû. Èñïîëüçóÿ îïèñûâàåìûå äàëåå ñïåöèàëüíûå ôèøêè,¾çàäåðæèâàþùàÿñÿ¿ ââåðõíÿÿ ÷àñòü äîãîíÿåò íèæíþþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàâû÷èñëåíèå çàêàí÷èâàåòñÿ â ñîñòîÿíèè qaccept.Ïóñòü # � íåêîòîðûé íîâûé ñèìâîë, íå ñîäåðæàùèéñÿ â àëôàâèòå Γ .1. Ïåðâàÿ ãðóïïà ñîäåðæèò òîëüêî îäèí òèï ôèøåê:

(#, #q0¢w#).Ýòà ôèøêà íà÷èíàåò ìîäåëèðîâàíèå âû÷èñëåíèé ìàøèíû M íàä ñëîâîì w. Íèæ-íÿÿ ÷àñòü ñîîòâåòñòâóåò èíèöèàëüíîé êîíôèãóðàöèè M íà w, âñëåäñòâèå ÷åãî óâåðõíåé ÷àñòè îáðàçóåòñÿ ¾çàäåðæêà¿ q0¢w#.2. Âòîðàÿ ãðóïïà ñîäåðæèò ñëåäóþùèå òèïû ôèøåê:
(X, X) äëÿ âñåõ X ∈ Γ ;

(#, #).Ýòà ãðóïïà (ñîñòîÿùàÿ èç |Γ | + 1 òèïîâ ôèøåê) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñèìâîëüíîãîêîïèðîâàíèÿ èç íèæíåãî òåêñòà â âåðõíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷àñòåé êîíôèãóðàöèè� ïðè ýòîì âåðõíèé òåêñò íå èçìåíÿåòñÿ íà ñëåäóþùåì øàãå âû÷èñëåíèÿ.



5.5 Ïðîáëåìà ñîîòâåòñòâèé Ïîñòà 1593. Òðåòüÿ ãðóïïà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âîñïðîèçâåäåíèÿ øàãà âû÷èñëåíèé ìàøèíû M .Äëÿ âñåõ q ∈ Q − {qaccept}, p ∈ Q, X, Y, Z ∈ Γ ìû âûáèðàåì ñëåäóþùèå òèïûôèøåê:
(qX, Y p), åñëè δ(q, X) = (p, Y, R);

(ZqX, pZY ), åñëè δ(q, X) = (p, Y, L);

(q#, Y p#), åñëè δ(q, t) = (p, Y, R);

(Zq#, pZY #), åñëè δ(q, t) = (p, Y, L).Ýòè ôèøêè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîñèìâîëüíîãî êîïèðîâàíèÿ êîíôèãóðàöèé èç íèæ-íåãî òåêñòà â âåðõíèé, à òàêæå ãåíåðàöèþ ñëåäóþùåé êîíôèãóðàöèè â íèæíåé÷àñòè.4. Ñ ïîìîùüþ ôèøåê ÷åòâ¼ðòîé ãðóïïû âåðõíèé òåêñò äîñòèãàåò ðàçìåðà íèæíåãî �åñëè âû÷èñëåíèå ìàøèíû M íàä ñëîâîì w çàêàí÷èâàåòñÿ â ñîñòîÿíèè qaccept. Èñ-ïîëüçóÿ ñëåäóþùèå ôèøêè, ñîñòîÿíèå qaccept ìîæåò ¾ñòåðåòü¿ ñèìâîëû ìíîæåñòâà
Γ ∪ {¢}. Èòàê, äëÿ âñåõ X, Y ∈ Γ ∪ {¢} ìû âûáèðàåì ñëåäóþùèå òèïû ôèøåê:

(XqacceptY, qaccept);
(Xqaccept, qaccept);
(qacceptY, qaccept).Åñëè ñîñòîÿíèå qaccept â íèæíåì òåêñòå ¾ïîãëîùàåò¿ âñå ñèìâîëû ëåíòû, òî çà-äåðæêà âåðõíåé ÷àñòè ¾óìåíüøàåòñÿ¿ äî ñëîâà qaccept#.À ñëåäóþùèå ôèøêè

(qaccept##, #)ïîçâîëÿþò íàì îêîí÷àòåëüíî ñáàëàíñèðîâàòü äëèíû âåðõíåé è íèæíåé ÷àñòåé.Ïðîèëëþñòðèðóåì ñîçäàíèå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ÌÏÑÏ (A, B) äëÿ ìàøèíû Òüþðèíãà
M = ({q0, q1, qaccept, qreject}, {0, 1}, {¢, 0, 1, t}, δM , qaccept, qreject),ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 5.19. Äëÿ âõîäíîãî ñëîâà w = 01 ìû ñîçäà¼ì ñëåäóþùèå òèïûôèøåê äîìèíî.1. Ïåðâàÿ ãðóïïà:

(#, #q0¢01#).2. Âòîðàÿ ãðóïïà:
(0, 0), (1, 1), (¢, ¢), ($, $), (#, #).3. Òðåòüÿ ãðóïïà:

(q01, 1q0), (q00, 0q1), (q0¢, ¢q1),
(1q0#, qaccept1#), (0q0#, qaccept0#)
(q11, 1q1), (q10, 0q0), (1q1#, qreject1#), (0q1#, qreject0#).4. ×åòâ¼ðòàÿ ãðóïïà:
(0qaccept0, qaccept), (1qaccept1, qaccept), (1qaccept0, qaccept),
(0qaccept1, qaccept), (0qaccept, qaccept), (1qaccept, qaccept),
(qaccept0, qaccept), (qaccept1, qaccept),
(¢qaccept, qaccept), (qaccept¢, qaccept),
(¢qaccepta, qaccept), (aqaccept¢, qaccept) äëÿ âñåõ a ∈ {0, 1}
(qaccept##, #).



160 5 Òåîðèÿ âû÷èñëèìîñòèÍà÷àëî ìîäåëèðîâàíèÿ âû÷èñëåíèÿ ìàøèíû M íàä ñëîâîì 01 ïðåäñòàâëåíî íàðèñ. 5.20.Ðèñ. 5.21 ïîêàçûâàåò ýòàï ñîêðàùåíèÿ � â êîòîðîì âåðõíèé òåêñò ¾äîãîíÿåò¿ íèæ-íèé.Î÷åâèäíî, ÷òî êîíêðåòíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé ÌÏÑÏ (A, B) ìîæåò áûòü àëãîðèòìè-÷åñêè ñîçäàí íà îñíîâå çàäàííîãî êîäà ìàøèíû Òüþðèíãà M . Íàì îñòàëîñü äîêàçàòü,÷òî
M äîïóñêàåò w ⇐⇒ ÌÏÑÏ(A, B) èìååò ðåøåíèå.Íå âäàâàÿñü â èçëèøíèå òåõíè÷åñêèå äåòàëè, ïðèâåä¼ì òîëüêî íåôîðìàëüíûå àðãó-ìåíòû, îáîñíîâûâàþùèå ýòó ýêâèâàëåíòíîñòü.Åñëè w ∈ L(M), òî ñóùåñòâóåò äîïóñêàþùåå âû÷èñëåíèå ìàøèíû M íàä ñëîâîì w� áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòî âû÷èñëåíèå äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ÌÏÑÏ

(A, B). Ðåøåíèå íà÷èíàåòñÿ ñ ôèøêè ïåðâîé ãðóïïû (#, #q0¢w#). Çàòåì ìû èñïîëü-çóåì ôèøêè âòîðîé ãðóïïû äëÿ êîïèðîâàíèÿ ñèìâîëîâ íèæíåé ÷àñòè â âåðõíþþ � âòîì ñëó÷àå, åñëè ýòè ñèìâîëû îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè íà ñëåäóþùåì øàãå âû÷èñëå-íèÿ. Ôèøêè òðåòüåé ãðóïïû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ñëåäóþùåé êîíôèãóðà-öèè íèæíåé ÷àñòè. Ïîñëå êàæäîãî ñèìâîëà # òåêñò âíèçó âñåãäà íà îäíó êîíôèãóðà-öèþ äëèííåå, ÷åì íàâåðõó.31 Åñëè íèæíèé òåêñò ñîäåðæèò çàâåðø¼ííîå âû÷èñëåíèå(çàêàí÷èâàþùååñÿ â ñîñòÿíèè qaccept) � òî ôèøêè ÷åòâ¼ðòîé ãðóïïû ïîçâîëÿþò âåðõíå-ìó òåêñòó ¾äîãíàòü¿ íèæíèé. Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì ðåøåíèå äëÿ ÌÏÑÏ (A, B).Ïóñòü w /∈ L(M). Êàæäîå ïîòåíöèàëüíîå ðåøåíèå ÌÏÑÏ (A, B) äîëæíî íà÷èíàòü-ñÿ ñ ôèøêè ïåðâîé ãðóïïû (#, #q0¢w#). Ïîñêîëüêó ôèøêè âòîðîé è òðåòüåé ãðóïïäîïóñêàþò òîëüêî òàêèå èçìåíåíèÿ ïåðâîé êîíôèãóðàöèè, êîòîðûå îòíîñÿòñÿ ê íåêî-òîðîìó øàãó âû÷èñëåíèé ìàøèíû M , ñèìâîë qaccept íèêîãäà íå âñòðåòèòñÿ â íèæíåé÷àñòè. Ïîýòîìó íèæíèé òåêñò âñåãäà îñòà¼òñÿ äëèííåå âåðõíåãî, è ïîýòîìó ÌÏÑÏ
(A, B) íå èìååò ðåøåíèé. utÓïðàæíåíèå 5.61. Íàïèøèòå ÌÏÑÏ (A, B) äëÿ ìàøèíû Òüþðèíãà, ïðèâåä¼ííîé íàðèñ. 4.6.Óïðàæíåíèå 5.62. Ïóñòü (A, B) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ÌÏÑÏ äëÿ íåêîòîðûõìàøèíû Òüþðèíãà M è ñëîâà w � ñîãëàñíî ïîñòðîåíèþ, ïðåäñòàâëåííîìó â äîêàçà-òåëüñòâå ëåììû 5.60. Äîêàæèòå ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè ñôîðìóëèðîâàííûå äàëåå óòâåð-æäåíèÿ.Åñëè w ∈ L(M), òî ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ, òàêàÿ ÷òî:
• íèæíèé òåêñò ñîäåðæèò ïîëíîå âû÷èñëåíèå ìàøèíû M íàä ñëîâîì w � ãäå ñîñåäíèåêîíôèãóðàöèè ðàçäåëåíû ñèìâîëîì #;
• âåðõíèé òåêñò, ÿâëÿþùèéñÿ ñîáñòâåííûì ïðåôèêñîì íèæíåãî, ñîäåðæèò âñå âû÷èñ-ëåíèÿ êðîìå ïîñëåäíåé êîíôèãóðàöèè.Òåîðåìà 5.63. ÏÑÏ íåðàçðåøèìà.Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 5.60 ïîëó÷àåì, ÷òî ÌÏÑÏ íåðàçðåøèìà, à ëåììà5.58 óòâåðæäàåò, ÷òî ÏÑÏ ïî êðàéíåé ìåðå ñòîëü æå ñëîæíà, êàê ÌÏÑÏ. utÓïðàæíåíèå 5.64.∗ Ðàññìîòðèì óïðîù¼ííóþ âåðñèþ ÏÑÏ � â êîòîðîé âñå ôèøêèäîìèíî çàäàíû íàä îäíîáóêâåííûì àëôàâèòîì {0}. Ðàçðåøèìà ëè òàêàÿ ïðîáëåìà?
31 Íàïîìíèì, ÷òî òåêñò âåðõíåé ÷àñòè âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñîì òåêñòà íèæíåé ÷àñòè.



5.6 Ìåòîä ñëîæíîñòè ïî Êîëìîãîðîâó 1615.6 Ìåòîä ñëîæíîñòè ïî ÊîëìîãîðîâóÂ ðàçäåëå 5.2 ìû èñïîëüçîâàëè ìåòîä äèàãîíàëèçàöèè äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïåðâîé àëãîðèò-ìè÷åñêè íåðàçðåøèìîé ïðîáëåìû Ldiag. Äîêàçàâ íåðåêóðñèâíîñòü Ldiag, ìû ïîëó÷èëèáàçó äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðèè âû÷èñëèìîñòè. Ìû èñïîëüçîâàëè ýòó áàçó âìåñòå ñ ìåòî-äîì ñâîäèìîñòè â ðàçäåëàõ 5.3, 5.4 è 5.5 � äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàçðåøèìîñòè íåêî-òîðûõ ïðîáëåì ïðèíàäëåæíîñòè. Öåëü ýòîãî ðàçäåëà � ïðåäëîæèòü àëüòåðíàòèâíûéñïîñîá ïîñòðîåíèÿ òåîðèè âû÷èñëèìîñòè. Íå ïðåäïîëàãàÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåðàçðåøè-ìûõ ïðîáëåì (ò. å. áåç èñïîëüçîâàíèÿ êàêèõ-ëèáî ðåçóëüòàòîâ î íåðàçðåøèìîñòè, äîêà-çàííûõ â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ), ìû èñïîëüçóåì òåîðèþ ñëîæíîñòè ïî Êîëìîãîðîâó �äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåñóùåñòâîâàíèÿ àëãîðèòìà, âû÷èñëÿþùåãî ñëîæíîñòü ïî Êîëìî-ãîðîâó K (x) íåêîòîðîãî çàäàííîãî ñëîâà x ∈ (Σbool)
∗. Ïîëó÷èâ ýòîò ðåçóëüò î íåðàçðå-øèìîñòè â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâíîé áàçû32, ìû ñíîâà äåìîíñòðèðóåì èñïîëüçîâàíèåìåòîäà ñâîäèìîñòè � äîêàçûâàÿ ñ åãî ïîìîùüþ íåðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû îñòàíîâà.Ïîëó÷èâ ýòîò ðåçóëüòàò, ìû ìîæåì ïîéòè òåì æå ïóò¼ì, ÷òî è â ðàçäåëàõ 5.3 è 5.4 � äëÿäîêàçàòåëüñòâà íåðàçðåøèìîñòè íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ ïðîáëåì ïðèíàäëåæíîñòè.Òåîðåìà 5.65. Ïðîáëåìà âû÷èñëåíèÿ ñëîæíîñòè ïî Êîëìîãîðîâó K (x) äëÿ ëþáîãîçàäàííîãî ñëîâà x ∈ (Σbool)

∗ àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà.33Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì òåîðåìó 5.65 ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü A � íåêîòîðûéàëãîðèòì, âû÷èñëÿþùèé K (x) äëÿ íåêîòîðîãî çàäàííîãî ñëîâà x ∈ (Σbool)
∗. Ïóñòü xn� ïåðâîå ñëîâî îòíîñèòåëüíî êàíîíè÷åñêîãî ïîðÿäêà íàä àëôàâèòîì Σbool, òàêîå ÷òî

K (xn) ≥ n.Íà îñíîâå àëãîðèòìà A äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n îïèøåì àëãîðèòì Bn, êîòîðûé:
• èñïîëüçóåò A êàê ïîäïðîãðàììó;
• âû÷èñëÿåò xn äëÿ âõîäà, ÿâëÿþùåãîñÿ ïóñòûì ñëîâîì λ.
Bn ðàáîòàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Bn: begin x := λ;âû÷èñëèòü K (x) ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà A;while K (x) < n dobegin

x := ñëåäóþùåå ñëîâî ïîñëå xîòíîñèòåëüíî êàíîíè÷åñêîãî ïîðÿäêà;âû÷èñëèòü K (x) ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Aend;output(x)endÎ÷åâèäíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n àëãîðèòì Bn âû÷èñëÿåò ñëîâî xn. Îò-ìåòèì, ÷òî âñå àëãîðèòìû Bn èäåíòè÷íû � çà èñêëþ÷åíèåì çíà÷åíèÿ n. Ïóñòü c �
32 Âìåñòî ÿçûêà äèàãîíàëèçàöèè.
33 Åñëè ðàññìàòðèâàòü K êàê ôóíêöèþ, äåéñòâóþùóþ èç (Σbool)

∗ â (Σbool)
∗ � âìåñòî ôóíê-öèè, äåéñòâóþùåé èç (Σbool)

∗ â IN0 (ò. å. åñëè K (x) áóäåò äâîè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì ñëîæ-íîñòè ïî Êîëìîãîðîâó ñëîâà x) � òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 5.65 ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòüñëåäóþùèì îáðàçîì: ôóíêöèÿ K ÿâëÿåòñÿ íåðåêóðñèâíîé.



162 5 Òåîðèÿ âû÷èñëèìîñòèäëèíà ìàøèíîãî êîäà ïðîãðàììû Bn (íå âêëþ÷àÿ n). Òîãäà äëÿ âñåõ n ∈ IN0 äâîè÷íàÿäëèíà ïðîãðàììû Bn íå ïðåâîñõîäèò çíà÷åíèÿ
dlog2(n + 1)e + c� äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû c, íå çàâèñÿùåé îò n.34 Ïîñêîëüêó ïðîãðàììà Bn ãåíåðè-ðóåò ñëîâî xn, òî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

K (xn) ≤ dlog2(n + 1e + c.Íî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ñëîâ xn, äëÿ âñåõ n ∈ IN âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
K (xn) ≥ n.Ïðè ýòîì íåðàâåíñòâî

dlog2(n + 1)e + c ≥ K (xn) ≥ nìîæåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë � ñëåäîâà-òåëüíî, ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñî ñäåëàííûì ïðåäïîëîæåíèåì î ñóùåñòâîâàíèèàëãîðèòìà A, âû÷èñëÿþùåãî çíà÷åíèå K (x) äëÿ ëþáîãî ñëîâà x. utÓïðàæíåíèå 5.66. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî çàäàííîãî íàòóðàëüíîãî n çàäà÷à âû-÷èñëåíèÿ ïåðâîãî ñëîâà xn, òàêîãî ÷òî K (xn) ≥ n, àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà.Òåîðåìó 5.65 ìîæíî óñèëèòü � äîêàçàâ ïðè ýòîì íåðàçðåøèìîñòü îñíîâíûõ èñïîëü-çóåìûõ íàìè ÿçûêîâ, òàêèõ êàê LU, LH, Lempty è äð. Äëÿ ýòîãî ìû ñâîäèì ïðîáëåìóâû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè K ê ïðîáëåìå îñòàíîâà.À ñëåäóþùàÿ ëåììà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àëüòåðíàòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî ôàêòà
LH /∈ LR èç òåîðåìû 5.38.Ëåììà 5.67. Åñëè LH ∈ LR, òî ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, âû÷èñëÿþùèé ñëîæíîñòüïî Êîëìîãîðîâó K (x) äëÿ ëþáîãî çàäàííîãî ñëîâà x ∈ (Σbool)

∗.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü LH ∈ LR, è ïóñòü H � íåêîòîðûé àëãîðèòì, ðåøàþùèé ïðî-áëåìó LH. Ñëåäóþùèé àëãîðèòì A (ðèñ. 5.22) âû÷èñëÿåò K (x) äëÿ êàæäîãî ñëîâà
x ∈ (Σbool)

∗.
A ãåíåðèðóåò ñëîâà w1, w2, w3, . . . â êàíîíè÷åñêîì ïîðÿäêå. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëü-íîãî i àëãîðèòì A ïðîâåðÿåò, ÿâëÿåòñÿ ëè wi äâîè÷íûì êîäîì íåêîòîðîé ïðîãðàììûíà Ïàñêàëå. Åñëè wi íå ÿâëÿåòñÿ êîäîì íèêàêîé ïðîãðàììû, òî A ïðîäîëæàåò âû÷èñ-ëåíèÿ ñ wi+1. À åñëè wi = Kod(M) äëÿ íåêîòîðîé ïðîãðàììû íà Ïàñêàëå M , òî Aïðèìåíÿåò H äëÿ îïðåäåëåíèÿ òîãî, îñòàíàâëèâàåòñÿ ëè M íà ñëîâå λ.Åñëè M îñòàíàâëèâàåòñÿ íà âõîäå λ, òî A ìîäåëèðóåò ðàáîòó ìàøèíû M íàä âõîäîì

λ. Åñëè M îñòàíàâëèâàåòñÿ ñ âûõîäîì u = M(λ), òî A ïðîâåðÿåò, âûïîëíåíî ëè ðà-âåíñòâî u = x. Åñëè u = x, òî âûõîäîì àëãîðèòìà A ÿâëÿåòñÿ
K (x) = |wi|.Åñëè æå u 6= x, òî A ïðîäîëæàåò âû÷èñëåíèÿ ñî ñëîâîì wi+1.

34 Çàìåòèì åù¼, ÷òî äâîè÷íàÿ äëèíà àëãîðèòìà A òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîñòàíòîé, íå çàâèñÿùåéîò n.



5.7 Çàêëþ÷åíèå 163Åñëè |wi| � âûõîä ìàøèíû A äëÿ âõîäà x, òî wi � ñàìîå êîðîòêîå ñëîâî, îáëàäàþùååñâîéñòâîì
wi = Kod(M)äëÿ ïðîãðàììû íà Ïàñêàëå M , è M ãåíåðèðóåò ñëîâî x. Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì Aâû÷èñëÿåò ñëîæíîñòü ïî Êîëìîãîðîâó K(x) äëÿ ëþáîãî çàäàííîãî âõîäà x ∈ (Σbool)

∗.
utÓïðàæíåíèå 5.68. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
• åñëè LU ∈ LR, òî ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé âû÷èñëÿåò çíà÷åíèå K (x) äëÿëþáîãî ñëîâà x ∈ (Σbool)

∗;
• åñëè Lempty ∈ LR, òî ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé âû÷èñëÿåò çíà÷åíèå K (x) äëÿëþáîãî ñëîâà x ∈ (Σbool)

∗.5.7 Çàêëþ÷åíèåÎñíîâíûå ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâ35, ïðèìåíÿåìûõ â òåîðèè âû÷èñëèìîñòè, îòíîñÿòñÿ êòåîðèè ìíîæåñòâ. Ñàìûå âàæíûå èç íèõ òàêîâû:
• ñðàâíåíèå áåñêîíå÷íûõ ÷èñåë � òî÷íåå, ìîùíîñòåé áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ;
• ìåòîä äèàãîíàëèçàöèè;
• ìåòîä ñâîäèìîñòè.Ìíîæåñòâî A èìååò ìîùíîñòü, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå ñòîëü æå áîëü-øîé, êàê è ìîùíîñòü ìíîæåñòâà B, åñëè ñóùåñòâóåò îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, äåé-ñòâóþùåå èç B â A. Äëÿ ëþáîãî áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
|A| = |A × A| � ñëåäîâàòåëüíî, |IN0| = |Q+|. Íàèìåíüøåå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî �
IN0, è êàæäîå ìíîæåñòâî C ñ ìîùíîñòüþ |C| ≤ |IN0| íàçûâàåòñÿ ñ÷¼òíûì. Êàæäîåìíîæåñòâî B, èìåþùåå ìîùíîñòü |B| > |IN0|, íàçûâàåòñÿ íåñ÷¼òíûì.Ìíîæåñòâî âñåõ ìàøèí Òüþðèíãà (ïðîãðàìì) ñ÷¼òíî, à ìíîæåñòâî âñåõ ÿçûêîâ(çàäà÷) íàä àëôàâèòîì {0, 1} íåñ÷¼òíî. Ïîýòîìó áîëüøèíñòâî âû÷èñëèòåëüíûõ çàäà÷íåðàçðåøèìî.Åñëè |A| < |B| äëÿ äâóõ áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ A è B, òî ìåòîä äèàãîíàëèçàöèè (èåìó ïîäîáíûå òåõíîëîãèè) ïîçâîëÿåò ñêîíñòðóèðîâàòü ýëåìåíò ìíîæåñòâà B − A.ßçûê L, äîïóñêàåìûé íåêîòîðîé ìàøèíîé Òüþðèíãà, íàçûâàåòñÿ ðåêóðñèâíî ïåðå-÷èñëèìûì. Åñëè ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò ìàøèíà Òüþðèíãà M , îñòàíàâëèâàþùàÿñÿ äëÿêàæäîãî âõîäà â îäíîì èç ñîñòîÿíèé qaccept ëèáî qreject, òî ÿçûê L íàçûâàåòñÿ ðåêóðñèâ-íûì (èëè ðàçðåøèìûì). Ìåòîä äèàãîíàëèçàöèè ïîçâîëÿåò ñîçäàòü êîíêðåòíûé ÿçûê,íå ÿâëÿþùèéñÿ ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûì � ò. í. ÿçûê äèàãîíàëèçàöèè Ldiag.Ïðèìåíÿÿ ìåòîä ñâîäèìîñòè, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íåêîòîðûå ïðîáëåìû ÿâëÿþòñÿïî êðàéíåé ìåðå òàêèìè æå òðóäíûìè36, êàê Ldiag, � è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòâåòñòâóþ-ùèå ÿçûêè íåðåêóðñèâíû. Íàèáîëåå âàæíûå ïðèìåðû íåðàçðåøèìûõ ïðîáëåì ïðèíàä-ëåæíîñòè � ýòî ïðîáëåìà óíèâåðñàëüíîãî ÿçûêà è ïðîáëåìà îñòàíîâà. Óíèâåðñàëüíûéÿçûê ñîäåðæèò âñå ñëîâà, ñîñòîÿùèå èç ñëåäóþùèõ äâóõ ÷àñòåé: ïåðâàÿ êîäèðóåò ìà-øèíó Òüþðèíãà M , à âòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì ñëîâîì w, òàêèì ÷òî w ∈ L(M).
35 Ìîæíî ñêàçàòü � èíñòðóìåíòû.
36 Îòíîñèòåëüíî àëãîðèòìè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè.



164 5 Òåîðèÿ âû÷èñëèìîñòèÏðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû äëÿ çàäàííûõ ìàøèíû M è âõîäíîãî ñëîâà wðåøèòü, ïðèíèìàåò ëè M ýòî ñëîâî. À ïðîáëåìà îñòàíîâà çàêëþ÷àåòñÿ â ïîëó÷åíèèîòâåòà íà âîïðîñ, îñòàíàâëèâàåòñÿ ëè çàäàííàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà M íà çàäàííîì âõî-äå w.Òåîðåìà Ðàéñà óòâåðæäàåò, ÷òî íåðàçðåøèìîé ÿâëÿåòñÿ êàæäàÿ íåòðèâèàëüíàÿïðîáëåìà ïðèíàäëåæíîñòè î ìàøèíàõ Òüþðèíãà (ïðîãðàììàõ). Ñëåäîâàòåëüíî, íå ñó-ùåñòâóåò àëãîðèòìîâ êàê äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ïðàâèëüíîñòè ïðîãðàììû, òàê è äëÿ îòâåòàíà âîïðîñ, îñòàíàâëèâàåòñÿ ëè ïðîãðàììà. Ïîýòîìó, íåëüçÿ àëãîðèòìè÷åñêè ðåøèòü,ÿâëÿåòñÿ ëè äàííàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà (ïðîãðàììà) àëãîðèòìîì37 äëÿ ðåøåíèÿ íåêî-òîðîé çàäàííîé ïðîáëåìû � äàæå åñëè ñàìà ïðîáëåìà òðèâèàëüíà, âðîäå âû÷èñëåíèÿôóíêöèè-êîíñòàíòû. Èñïîëüçóÿ ìåòîä ñâîäèìîñòè, ìîæíî ïðèìåíÿòü äîêàçàòåëüñòâîíåðàçðåøèìîñòè è â áîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ � çà ïðåäåëàìè çàäà÷ î ìàøèíàõ Òüþðèí-ãà (ïðîãðàììàõ). Õîðîøèì ïðèìåðîì òàêîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà ñîîòâåòñòâèéÏîñòà, êîòîðàÿ ìîæåò ðàññìàòðèâàòñÿ êàê ñïåöèàëüíûé âàðèàíò èãðû â äîìèíî.Ïåðâûå àðãóìåíòû íåîáõîäèìîñòè èçó÷åíèÿ ïðîáëåì (íå)ðàçðåøèìîñòè ìàòåìàòè-÷åñêèõ çàäà÷ ïîÿâèëèñü íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ èçâåñòíîãî ìàòåìàòèêà Äàâèäà Ãèëü-áåðòà. Â íà÷àëå 20-ãî âåêà îí ñôîðìóëèðîâàë èñëåäîâàòåëüñêèé ïðîåêò ïî ìàòåìàòèêå,öåëüþ êîòîðîãî áûëà ðàçðàáîòêà ôîðìàëèçìà (ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè), â ðàìêàõ êî-òîðîãî ìîæíî áûëî áû ðåøèòü âñå ìàòåìàòè÷åñêèå ïðîáëåìû. Êóðò Ã¼äåëü â 1931ã. äîêàçàë íåðåàëüíîñòü ñòðåìëåíèé Ãèëáåðòà: ñîãëàñíî åãî òåîðåìå, êàæäàÿ íåòðè-âèàëüíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ38 íåðàçðåøèìà � ò. å. íà ÿçûêå ëþáîé òàêîé òåîðèèìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ïðîáëåìû, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü ðåøåíû â å¼ ðàìêàõ. Ðàáîòà[20], â êîòîðîé ïðèâåäåíî êîíñòðóêòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ã¼äåëÿ, ïðèâåëà êôîðìàëèçàöèè ïîíÿòèÿ ¾àëãîðèòì¿ � è, ñëåäîâàòåëüíî, ê ïîñòðîåíèþ îñíîâ òåîðèèâû÷èñëèìîñòè.Íåðàçðåøèìîñòü óíèâåðñàëüíîãî ÿçûêà áûëà óñòàíîâëåííà Òüþðèíãîì [68]. Â 1953ãîäó Ðàéñ [57] îïóáëèêîâàë ðåçóëüòàò, èçâåñòíûé â íàñòîÿùåå âðåìÿ êàê òåîðåìà Ðàéñà.Íåðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû ñîîòâåòñòâèé Ïîñòà áûëà äîêàçàíà Ïîñòîì â [52].39Èñïîëüçóÿ ìåòîä ñâîäèìîñòè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè çàäà÷ îòíîñèòåëüíîðåêóðñèâíîñòè, ìû ðàçäåëÿåì ìíîæåñòâî íåðåêóðñèâíûõ ÿçûêîâ íà áåñêîíå÷íîå ìíî-æåñòâî êëàññîâ Li (i ∈ IN). Çíà÷åíèå ôðàçû ¾ÿçûê L ïðèíàäëåæèò êëàññó Li¿ òàêîâî: Lÿâëÿëñÿ áû íåðàçðåøèìûì äàæå ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè î ðàçðåøèìîñòèâñåõ ÿçûêîâ êëàññîâ L1,L2, . . ., Li−1. Î÷åíü èíòåðåñíûé è âàæíûé ìîìåíò çäåñü çà-êëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: ñóùåñòâóþò ïðàêòè÷åñêè çíà÷èìûå çàäà÷è, ïðèíàäëåæàùèåê âûñøèì êëàññàì ýòîé èåðàðõèè.Äëÿ áîëåå âñåñòîðîííåãî è äåòàëüíîãî èçó÷åíèÿ îñíîâ òåîðèè âû÷èñëèìîñòè ìûíàñòîÿòåëüíî ðåêîìåíäóåì ñîîòâåòñòâóþùèå ãëàâû ó÷åáíèêîâ [27, 28, 65]. À äëÿ óãëóá-ëåíèÿ ýòèõ çíàíèé � êëàññè÷åñêèå ó÷åáíèêè Òðàõòåíáðîòà [67] è Ðîäæåðñà [59].
37 Íàïîìíèì, ÷òî àëãîðèòì çàâåðøàåò ñâîþ ðàáîòó (îñòàíàâëèâàåòñÿ, íå çàöèêëèâàåòñÿ) äëÿêàæäîãî êîððåêòíîãî âõîäà.
38 Íåòðèâèàëüíîñòü òåîðèè â äàííîì ñëó÷àå îçíà÷àåò, ÷òî îíà âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïî êðàéíåéìåðå ôîðìàëüíóþ àðèôìåòèêó.
39 Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè îïóáëèêîâàíî íåñêîëüêî äîêàçàòåëüñòâ íåðàçðåøèìîñòè ýòîé ïðî-áëåìû. Íàèáîëåå èíòåðåñíûì (è ïðèìåíèìûì â ñàìûõ ðàçíûõ îáëàñòÿõ òåîðåòè÷åñêîé èí-ôîðìàòèêè) ÿâëÿåòñÿ, ïî-âèäèìîìó, äîêàçàòåëüñòâî, ïðèâåä¼ííîå â êíèãå [Ñ.Ñ.Ìàð÷åíêîâ.¾Çàìêíóòûå êëàññû áóëåâûõ ôóíêöèé¿, Ì., Ôèçìàòëèò, 2000]. (Ïðèì. ïåðåâ.)



PSfrag replacements

x ∈ {0, 1}∗

x

SÅñëè x = Kod(M) äëÿ MT M ,òî S ãåíåðèðóåò MT M ′.
M ′ ìîäåëèðóåò M íà λ.Åñëè M îñòàíàâëèâàåòñÿ íà λ, òî

M ′ ìîäåëèðóåò ðàáîòó ìàøèíû Míà å¼ âõîäå.
S(x) = Kod(M ′){L(M ′) = ∅ = L(M∅), êîãäà
M íå îñòàíàâëèâàåòñÿ íà λ}{L(M ′) = L(M) ñ
Kod(M) ∈ L{êîãäà M îñòàíàâëèâàåòñÿ.}íåêîòîðàÿ MT,ïðèíèìàþùàÿ L{ÄÀ

S(x) ∈ L{

ÍÅÒ
S(x) /∈ L{

M îñòàíàâëèâàåòñÿ M íå îñòàíàâëèâàåòñÿ.

x íå ÿâëÿåòñÿêîäîì MT

S(x) = Kod(M∅){Kod(M∅) /∈ L{}

MT äëÿ ÿçûêà LH,λ

Ðèñ. 5.14.



PSfrag replacements
x1

y1

x2

y2

xn

yn

. . .Ðèñ. 5.15.PSfrag replacements
1

0

0 #0

#0 01 #

01#

s1 s2 s3 s4Ðèñ. 5.16.PSfrag replacements
1

0

00 #0

#0 0101 #

01#

s1 s2s2 s3 s4Ðèñ. 5.17.PSfrag replacements
11

11

0000

0000

##

##

s1 s2s2 s3 s4Ðèñ. 5.18.



PSfrag replacements
0 → 0, R

0 → 0, R

1 → 1, R0 → 1, R

¢ → ¢, R

t → t, Lt → t, L

q0 q1

qaccept qrejectÐèñ. 5.19.PSfrag replacements
q0q0q0

q0q0q0

q1

q1

00000

0000

11111

1111

¢¢¢¢¢

¢¢¢¢

#

#

#####

####

qaccept

· · ·Ðèñ. 5.20.PSfrag replacements
0

0

1

1

¢

¢

¢

¢

#

#

#

#

#

#

#

#

#

#

qaccept

qaccept

qaccept

qaccept

qaccept

qaccept Ðèñ. 5.21.



PSfrag replacements

x ∈ {0, 1}∗

xãåíåðàòîð äëÿ
wiïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ

ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ

óñëîâèÿ wi = Kod(M) äëÿïðîãðàììû íà Ïàñêàëå M

λ Kod(M) = wi

MT H

w1, w2, w3, . . .

L(H) = LH

ÍÅÒ

ÍÅÒ
ÍÅÒ

ÄÀ

ÄÀìîäåëèðîâàíèå ðàáîòûìàøèíû M íà âõîäå λ

M(λ)óñëîâèÿ M(λ) = x

|Kod(M)|

i = i + 1

M íåîñòàíàâëèâàåòñÿ íà λ

àëãîðèòì A,òàêîé ÷òî A(x) = K(x)äëÿ âñåõ x ∈ {0, 1}∗

Ðèñ. 5.22.



Íåò áîëüøåé ïîòåðè,÷åì ïîòåðÿííîå âðåìÿ.Ìèêåëüàíäæåëî6Òåîðèÿ ñëîæíîñòè
6.1 Öåëè è çàäà÷è ãëàâûÒåîðèÿ âû÷èñëèìîñòè äà¼ò ìåòîäû êëàññèôèêàöèè çàäà÷ îòíîñèòåëüíî èõ àëãîðèòìè-÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè: çàäà÷à àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìà, åñëè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì,ðåøàþùèé å¼ � è àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà, åñëè òàêîãî àëãîðèòìà íå ñóùåñòâó-åò. À â êà÷åñòâå ïðîäîëæåíèÿ òåîðèè âû÷èñëèìîñòè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òåîðèþñëîæíîñòè, â òîì ñìûñëå, ÷òî ïîñëåäíÿÿ ïûòàåòñÿ ðàçäåëèòü êëàññ àëãîðèòìè÷åñêèðàçðåøèìûõ çàäà÷ íà ðÿä ïîäêëàññîâ � ñîãëàñíî äîñòèæèìîé ýôôåêòèâíîñòè èõ ðå-øåíèÿ.Ñ 1960-õ ãîäîâ, êîãäà êîìïüþòåðû íà÷àëè èñïîëüçîâàòüñÿ óæå íå òîëüêî â íåñêîëü-êèõ íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ èíñòèòóòàõ, ìíîãèå ïðîãðàììèñòû-ïðàêòèêè ïîíÿëè,÷òî ñóùåñòâîâàíèÿ àëãîðèòìà äëÿ íåêîòîðîé çàäà÷è íåäîñòàòî÷íî äëÿ å¼ ðåøåíèÿ ñïîìîùüþ êîìïüþòåðà. Áûëî îïèñàíî ìíîæåñòâî âàæíûõ äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëü-çîâàíèÿ àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìûõ çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ âñå ðåàëèçîâàííûå íà êîì-ïüþòåðàõ àëãîðèòìû ðàáîòàëè òàê äîëãî, ÷òî êîìïüþòåðû ëîìàëèñü äî ïîëó÷åíèÿêàêîãî-ëèáî ðåçóëüòàòà. Â ðåçóëüòàòå âîçíèê âîïðîñ: ÿâëÿþòñÿ ëè âñå ýòè òðóäíîñòèðåçóëüòàòîì íàøåé íåñïîñîáíîñòè íàéòè ýôôåêòèâíîå àëãîðèòìè÷åñêîå ðåøåíèå ïðî-áëåìû � èëè ðåçóëüòàòîì îñîáîãî ñâîéñòâà ýòîé ïðîáëåìû, ïðîñòî íå ïðåäóñìàòðèâà-þùåé íèêàêîãî ýôôåêòèâíîãî àëãîðèòìè÷åñêîãî ðåøåíèÿ?Âñå ýòè ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò íàñ ê èäåå èçìåðåíèÿ ñëîæíîñòè âû÷èñëèòåëüíûõçàäà÷ îòíîñèòåëüíî êîëè÷åñòâà êîìïüþòåðíûõ ðåñóðñîâ, íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõäëÿ èõ âû÷èñëåíèÿ. À ýòà èäåÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèâîäèò íàñ ê êëàññèôèêàöèè àëãî-ðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìûõ çàäà÷ ñîãëàñíî ñòåïåíè èõ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè.Òàêèì îáðàçîì, òåîðèÿ ñëîæíîñòè � ýòî òåîðèÿ êîëè÷åñòâåííûõ çàêîíîâ è îãðàíè-÷åíèé àëãîðèòìè÷åñêîé îáðàáîòêè èíôîðìàöèè. Ó ýòîé òåîðèè åñòü äàæå ñâîÿ åäèíè-öà èçìåðåíèÿ. Íàïðèìåð, ìîæíî îïðåäåëÿòü àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìóþ çàäà÷ó êàêíåðàçðåøèìóþ íà ïðàêòèêå (òðóäíîðåøàåìóþ) � åñëè äëÿ ïðîãðàììíîãî âûïîëíåíèÿëþáîãî àëãîðèòìà, ðåøàþùåãî ýòó çàäà÷ó ñ ðåàëüíûìè âõîäíûìè äàííûìè, íåîáõîäè-ìî áîëüøå ìîùíîñòè, ÷åì ìîùíîñòü èçâåñòíîé íàì ÷àñòè âñåëåííîé.Îñíîâíûå öåëè òåîðèè ñëîæíîñòè òàêîâû.
• Ñîçäàòü ìåòîäû îöåíêè âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæîñòè, íåîáõîäèìîé è äîñòàòî÷íîé äëÿðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ àëãîðèòìè÷åñêèõ çàäà÷. Ïðè ýòîì âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü



170 6 Òåîðèÿ ñëîæíîñòè� ýòî ëèáî ñëîæíîñòü ïî âðåìåíè (âðåìåíí�àÿ ñëîæíîñòü), ëèáî ñëîæíîñòü ïî ïàìÿ-òè.1
• Îïðåäåëèòü ïîíÿòèå êëàññà ¾ïðàêòè÷åñêè ðàçðåøèìûõ¿ çàäà÷ è ðàçðàáîòàòü ìå-òîäû èõ êëàññèôèêàöèè � íà ¾ïðàêòè÷åñêè ðàçðåøèìûå¿ (ëåãêî, ýôôåêòèâíî ðàç-ðåøèìûå) è ¾ïðàêòè÷åñêè íåðàçðåøèìûå¿ (òðóäíî ðàçðåøèìûå).2
• Ñðàâíèòü ýôôåêòèâíîñòü (âû÷èñëèòåëüíóþ ìîùíîñòü) äåòåðìèíèðîâàííûõ, íåäå-òåðìèíèðîâàííûõ è ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ.Ïîñêîëüêó â ýòîé ãëàâå ïðîèñõîäèò òîëüêî íàøå ïåðâîå çíàêîìñòâî ñ òåîðèåé ñëîæ-íîñòè, ìû îãðàíè÷èìñÿ ñëåäóþùèìè öåëÿìè.Â ðàçäåëå 6.2 ìû íàó÷èìñÿ èçìåðÿòü âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü ìàøèí Òüþðèíãàè ïðîãðàìì. Ìû òàêæå ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ýòèõ åäèíèö èçìåðåíèÿ.Â ðàçäåëå 6.3 îáñóæäàåòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ñëîæíîñòè àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðî-áëåì. Îñíîâíûå êëàññû ñëîæíîñòè ïðîáëåì ïðèíàäëåæíîñòè äëÿ ÿçûêîâ îïðåäåëåíûêàê êëàññû ÿçûêîâ, êîòîðûå ðàçðåøèìû â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé ñëîæíîñòè. Ìûòàêæå îáñóäèì, êàê îïðåäåëèòü êëàññ ðàçðåøèìûõ íà ïðàêòèêå (ëåãêî ðàçðåøèìûõ)ïðîáëåì ïðèíàäëåæíîñòè, è ïðèâîäèì àðãóìåíòû â ïîëüçó òîãî, ÷òîáû ¾â êà÷åñòâåïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ¿ ýòîãî êëàññà âûáðàòü êëàññ çàäà÷, ðåøàåìûõ çà âðåìÿ, ïîëè-íîìèàëüíî çàâèñÿùåå îò äëèíû âõîäíûõ äàííûõ.Â ðàçäåëå 6.4 ìû ïîêàæåì, êàê èçìåðÿòü ñëîæíîñòü íåäåòåðìèíèðîâàííûõ ìàøèíÒüþðèíãà, à òàêæå ââåä¼ì îñíîâíûå êëàññû íåäåòåðìèíèðîâàííîé ñëîæíîñòè.Ðàçäåë 6.5 ïîñâÿù¼í ñðàâíåíèþ ýôôåêòèâíîñòè äåòåðìèíèðîâàííûõ è íåäåòåðìè-íèðîâàííûõ âû÷èñëåíèé. Ýòî ñðàâíåíèå çàòðàãèâàåò ôèëîñîôñêèå îñíîâû ìàòåìàòè-êè. Ìû ïîêàæåì, ÷òî âðåìåíí�àÿ ñëîæíîñòü íåäåòåðìèíèðîâàííûõ âû÷èñëåíèé ñîîò-âåòñòâóåò ñëîæíîñòè äåòåðìèíèðîâàííîé ïðîâåðêå êîððåêòíîñòè äàííîãî ìàòåìàòè-÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà íåêîòîðîãî óòâåðæäåíèÿ � â òî âðåìÿ êàê äåòåðìèíèðîâàííàÿâðåìåíí�àÿ ñëîæíîñòü ñîîòâåòñòâóåò ñëîæíîñòè ñîçäàíèÿ (ïîèñêà) ìàòåìàòè÷åñêîãî äî-êàçàòåëüñòâà òàêîãî óòâåðæäåíèÿ. Ïîýòîìó âîïðîñ ¾ìîãóò ëè íåäåòåðìèíèðîâàííûåàëãîðèòìû áûòü áîëåå ýôôåêòèâíûìè, ÷åì äåòåðìèíèðîâàííûå¿ ðàâíîñèëåí âîïðîñó¾ïðîùå ëè ïðîâåðêà êîððåêòíîñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâ, ÷åì àâòîìàòè÷åñêîå(àëãîðèòìè÷åñêîå) ñîçäàíèå òàêèõ äîêàçàòåëüñòâ¿.Ðàçäåë 6.6 çíàêîìèò ñ ïîíÿòèåì NP-ïîëíîòû. Ýòî ïîíÿòèå â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿ-åòñÿ îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî ôàêòà, ÷òî íåêîòîðûå êîíêðåò-íûå ïðîáëåìû ÿâëÿþòñÿ òðóäíûìè � â òîì ñìûñëå, ÷òî îíè íå ïðèíàäëåæàò êëàññóëåãêî ðàçðåøèìûõ çàäà÷. Ýòî � ïåðâûé ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî òàêîå íåðåàëè-ñòè÷åñêîå ïîíÿòèå, êàê íåäåòåðìèíèðîâàííîå âû÷èñëåíèå, ìîæåò áûòü óäà÷íî èñïîëü-
1 Â îòëè÷èå îò ðàçìåðà íåîáõîäèìîé ïàìÿòè êîìïüþòåðà, ÷èñëî íåîáõîäèìûõ êîìïüþòåðíûõêîìàíä, ïî-âèäèìîìó, óæå ñåé÷àñ òðåáóåò íåáîëüøèõ ïîÿñíåíèé. Âî-ïåðâûõ, ìû èìååì ââèäó íå ÷èñëî êîìàíä äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîãðàììû â ïàìÿòè êîìïüþòåðà, à ÷èñëî êîìàíä,âûïîëíÿåìûõ â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà. À âî-âòîðûõ, ìû äëÿ óïðîùåíèÿ ñ÷èòàåì, ÷òîâñå êîìïüþòåðíûå êîìàíäû âûïîëíÿþòñÿ çà îäèíàêîâîå âðåìÿ � îäíàêî ñòîèò îòìåòèòü,÷òî ýòî óïðîùåíèå ïðàêòè÷åñêè íå âëèÿåò íà ïîëó÷àåìûå íàìè îöåíêè âû÷èñëèòåëüíîéñëîæîñòè; ïîäðîáíåå ñì. ñëåäóþùèå ðàçäåëû. (Ïðèì. ïåðåâ.)
2 Â ëèòåðàòóðå íà ðóññêîì ÿçûêå âìåñòî ¾ðàçðåøèìûå¿ âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ óïîòðåáëÿåòñÿòàêæå ñëîâî ¾ðåøàåìûå¿. Íàïðèìåð, íàçâàíèå êíèãè [19] â ðóññêîì ïåðåâîäå çâó÷èò êàê¾Âû÷èñëèòåëüíûå ìàøèíû è òðóäíîðåøàåìûå çàäà÷è¿. Ñîãëàñíî óñòîÿâøåéñÿ ðóññêîé òåð-ìèíîëîãèè, íàçâàíèÿ ¾òðóäíîðåøàåìûå¿ è ¾ëåãêîðåøàåìûå¿ áóäåì ïèñàòü â îäíî ñëîâî.(Ïðèì. ïåðåâ.)



6.2 Ìåðû ñëîæíîñòè 171çîâàíî â êà÷åñòâå ïîëíîöåííîãî èíñòðóìåíòà äëÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ âû÷èñëåíèé �íàïðèìåð, â íàó÷íûõ èññëåäîâàíèÿõ.6.2 Ìåðû ñëîæíîñòèÄëÿ îïðåäåëåíèÿ îñíîâíîé åäèíèöû èçìåðåíèÿ ñëîæíîñòè ìû èñïîëüçóåì ìîäåëü ìíî-ãîëåíòî÷íûõ ìàøèí Òüþðèíãà. Ãëàâíûìè ïðè÷èíàìè, ïîñëóæèâøèìè äëÿ âûáîðà ýòîéìîäåëè, ÿâëÿþòñÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, å¼ äîñòàòî÷íàÿ ïðîñòîòà, à ñ äðóãîé ñòîðîíû � òî,÷òî îíà ñîîòâåòñòâóåò ôóíäàìåíòàëüíîé ñòðóêòóðå, èñïîëüçóåìîé â ôîí-íåéìàíîâñêîéìîäåëè âû÷èñëèòåëüíîé ìàøèíû. Ïîçæå ìû óâèäèì, ÷òî ìîäåëü ìíîãîëåíòî÷íûõ ìà-øèí Òüþðèíãà äîñòàòî÷íî íàä¼æíà � ýòî ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì, ÷òî îïðåäåë¼ííûå ñ ïîìî-ùüþ MMT îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ, ñîõðàíÿþòñÿ èäëÿ ñëîæíîñòè êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàìì, íàïèñàííûõ íà ïðîèçâîëüíîì ÿçûêå ïðîãðàì-ìèðîâàíèÿ. Ïðè ýòîì íàèáîëåå îáîñíîâàííûìè ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòû êëàññèôèêàöèè,ñâÿçàííûå ñ ëåãêî ðàçðåøèìûìè ïðîáëåìàìè äëÿ ìàøèí Òüþðèíãà.Èòàê, îïðåäåëèì åäèíèöû èçìåðåíèÿ äëÿ äâóõ îñíîâíûõ âåëè÷èí: âðåìåíí�îé ñëîæ-íîñòè (ñëîæíîñòè ïî âðåìåíè) è ñëîæíîñòè ïî ïàìÿòè. Âðåìåíí�àÿ ñëîæíîñòü âû÷èñëå-íèé � ýòî ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ êîìàíä (øàãîâ ìàøèíû Òüþðèíãà), âûïîëíÿåìûõ ïðèýòîì âû÷èñëåíèè. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ëèíåéíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó âðåìåíí�îéñëîæíîñòüþ âû÷èñëåíèé è ¾âû÷èñëèòåëüíîé ìîùíîñòüþ¿, íåîáõîäèìîé äëÿ âûïîëíå-íèÿ ýòèõ âû÷èñëåíèé. Ñëîæíîñòü ïî ïàìÿòè � ýòî èñïîëüçóåìûé â âû÷èñëåíèÿõ îáú¼ìïàìÿòè ìàøèíû, êîòîðûé èçìåðÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì íåîáõîäèìûõ ìàøèííûõ ñëîâ. Äëÿìîäåëè ìàøèíû Òüþðèíãà ðàçìåð ìàøèííûõ ñëîâ îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ èñïîëüçó-åìîãî ðàáî÷åãî àëôàâèòà � ïîñêîëüêó åãî ñèìâîëû îïèñûâàþò äîïóñòèìîå ñîäåðæàíèåìàøèííûõ ñëîâ (ðåãèñòðîâ).Îïðåäåëåíèå 6.1. Ïóñòü M � íåêîòîðàÿ MT èëè MMT, êîòîðàÿ âñåãäà îñòàíàâëè-âàåòñÿ, Σ � âõîäíîé àëôàâèò ýòîé ìàøèíû, x ∈ Σ∗, à D = C1, C2, . . . , Ck � íåêîòîðîåâû÷èñëåíèå ìàøèíû M íàä ñëîâîì x. Âðåìåíí�àÿ ñëîæíîñòü (ñëîæíîñòü ïî âðå-ìåíè) TimeM(x) âû÷èñëåíèÿ ìàøèíû M íàä x îïðåäåëÿåòñÿ êàê
TimeM(x) = k − 1,ò. å. êàê ÷èñëî øàãîâ âû÷èñëåíèÿ D.Âðåìåíí�àÿ ñëîæíîñòü ìàøèíû M � ýòî ôóíêöèÿ TimeM : IN0 → IN0, îïðåäå-ë¼ííàÿ êàê

TimeM(n) = max{TimeM (x) | x ∈ Σn}.Îòìåòèì, ÷òî TimeM (n) îïðåäåëÿåòñÿ òàê, ÷òî êàæäîå âõîäíîå ñëîâî äëèíû n (ò. å.êàæäûé âõîä, ïðèíàäëåæàùèé ìíîæåñòâó Σn) ðàñïîçíà¼òñÿ ìàøèíîé M çà âðåìÿ,íå ïðåâûøàþùåå TimeM (n) � ïðè÷¼ì ñóùåñòâóåò èìåííî òàêîé âõîä x äëèíû n, ÷òî
TimeA(x) = TimeA(n). Èíûìè ñëîâàìè, TimeM (n) � ýòî âðåìåíí�àÿ ñëîæíîñòü ñàìûõäîëãèõ âû÷èñëåíèé ñ êàêèì-ëèáî èç âõîäîâ äëèíû n. Ïîýòîìó ýòîò âàðèàíò èçìåðå-íèÿ ñëîæíîñòè íàçûâàåòñÿ ñëîæíîñòüþ â õóäøåì ñëó÷àå. Ñëîæíîñòü â õóäøåì ñëó÷àåíå ìîæåò áûòü ïðèçíàíà óäà÷íîé ìåðîé èçìåðåíèÿ � ýòî õîðîøî âèäíî íà ïðèìåðåêàêîé-íèáóäü êîíêðåòíîé èìàøèíû Òüþðèíãà, èìåþùåé äëÿ âõîäîâ îäíîé è òîé æåäëèíû âåñüìà ðàçíûå çíà÷åíèÿ âðåìåíí�îé ñëîæíîñòè. Â ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ ìû ìîæåì



172 6 Òåîðèÿ ñëîæíîñòèâìåñòî ñëîæíîñòè â õóäøåì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàòü ¾ñðåäíèé¿ âàðèàíò � â í¼ì ñëîæ-íîñòü ÿâëÿåòñÿ óñðåäí¼ííîé âåëè÷èíîé ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé, ïîëó÷åííûõ äëÿâñåõ âõîäîâ ñ îäíîé è òîé æå äëèíîé n.Îäíàêî ñëîæíîñòü â õóäøåì ñëó÷àå âñ¼ æå îáû÷íî ïðåäïî÷òèòåëüíåå � ïî ñëåäóþ-ùèì äâóì âàæíûì ïðè÷èíàì. Âî-ïåðâûõ, îïðåäåëåíèå ñðåäíåé âðåìåíí�îé ñëîæíîñòèàëãîðèòìà îáû÷íî ÿâëÿåòñÿ áîëåå òðóäíîé çàäà÷åé, ÷åì îïðåäåëåíèå TimeM (n): ÷àñòîäàæå íåâîçìîæíî ïðîèçâåñòè òî÷íîå âû÷èñëåíèå ýòîãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ. Âî-âòîðûõ,ëþäè èìåþò ñêëîííîñòü ê ãàðàíòèÿì � à èçìåðåíèå ñëîæíîñòè â õóäøåì ñëó÷àå óáåæ-äàåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì ìîæåò ðåøàòü ëþáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðîáëåìû
x äëèíû n çà âðåìÿ TimeM (n). Èòàê, â ýòîé êíèãå ìû çàîñòðèì íàøå âíèìàíèå íàâàðèàíòå âû÷èñëåíèÿ ñëîæíîñòè â õóäøåì ñëó÷àå.Îïðåäåëåíèå 6.2. Ïóñòü k ∈ IN, M � íåêîòîðàÿ k-ëåíòî÷íàÿ-MT, êîòîðàÿ âñåãäàîñòàíàâëèâàåòñÿ,

C = (q, x, i, α1, i1, α2, i2, . . . , αk, ik),ãäå 0 ≤ i ≤ |x| + 1 è 0 ≤ ij ≤ |αj | + 1 äëÿ j = 1, . . . , k� íåêîòîðàÿ êîíôèãóðàöèÿ ìàøèíû M . Ñëîæíîñòü ïî ïàìÿòè âû÷èñëåíèÿ Cåñòü3
SpaceM(C) = max{|αi| | i = 1, . . . , k}.Ïóñòü C1, C2, . . . , Cl � íåêîòîðîå âû÷èñëåíèå ìàøèíû M íàä ñëîâîì x. Ñëîæíîñòüïî ïàìÿòè ìàøèíû M íàä x åñòü

SpaceM(x) = max{SpaceM (Ci) | i = 1, . . . , l}.Ñëîæíîñòü ïî ïàìÿòè ìàøèíû M � ýòî ôóíêöèÿ âèäà
SpaceM : IN0 → IN0,çàäàííàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

SpaceM(n) = max{SpaceM (x) | x ∈ Σn}.Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ ñòðàííûì òîò ôàêò, ÷òî ìû îïðåäåëèëè ñëîæíîñòü ïî ïàìÿòèíåêîòîðîé êîíôèãóðàöèÿ êàê ìàêñèìóì äëèí âñåõ èñïîëüçóåìûõ ëåíò, ñîäåðæàíèåêîòîðûå íå ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì � âìåñòî ñóììû äëèí ëåíò. Îäíàêî íå èìååò çíà÷åíèÿ,êàêàÿ èìåííî èç ýòèõ äâóõ âîçìîæíîñòåé âûáðàíà: ñîãëàñíî ëåììå 4.13, äëÿ ëþáîãî
k ∈ IN0 âñå k ëåíò ìîãóò áûòü ïðîìîäåëèðîâàíû ñ ïîìîùüþ îäíîé � ïðè÷¼ì å¼ äëèíà íåïðåâîñõîäèò ìàêñèìóìà äëèí ìîäåëèðóåìûõ k ëåíò. Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ âûâîäèòñÿñëåäóþùàÿ ëåììà.Ëåììà 6.3. Ïóñòü k ∈ IN. Äëÿ ëþáîé k-ëåíòî÷íîé-MT A, êîòîðàÿ âñåãäà îñòàíàâ-ëèâàåòñÿ, ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ 1-ëåíòî÷íàÿ-MT B, òàêàÿ ÷òî

SpaceB(n) ≤ SpaceA(n).

3 Çàìåòèì, ÷òî ñëîæíîñòü ïî ïàìÿòè íå çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà ñèìâîëîâ èñïîëüçóåìîãî àë-ôàâèòà.



6.2 Ìåðû ñëîæíîñòè 173Ýòî ñâîéñòâî ñëîæíîñòè ïî ïàìÿòè âûòåêàåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî êîëè÷åñòâî ýëå-ìåíòîâ ðàáî÷åãî àëôàâèòà ìàøèíû M (äëèíà ìàøèííûõ ñëîâ ðåàëüíîãî êîìïüþòåðà)íå âëèÿåò íà îïðåäåëåíèå çíà÷åíèÿ SpaceM (n). Ïîýòîìó íàøå îïðåäåëåíèå ñëîæíîñòèïî ïàìÿòè íå ïîäõîäèò äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîìíîæèòåëåé-êîíñòàíò.Ëåììà 6.4. Ïóñòü k ∈ IN. Äëÿ ëþáîé k-ëåíòî÷íîé-MT A ñóùåñòâóåò k-ëåíòî÷íàÿ-
MT B, òàêàÿ ÷òî L(A) = L(B), è

SpaceB(n) ≤ SpaceA(n)

2
+ 2.Äîêàçàòåëüñòâî. Îïèøåì òîëüêî èäåþ äîêàçàòåëüñòâà. Ïóñòü ΓA � ðàáî÷èé àëôàâèòìàøèíû A. Ñêîíñòðóèðóåì ðàáî÷èé àëôàâèò ΓB ìàøèíû B òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíñîäåðæàë âñå ñèìâîëû Äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ ΓA × ΓA. Åñëè

α1, α2, . . . , αm� ñîäåðæèìîå i-é ðàáî÷åé ëåíòû ìàøèíû A, i ∈ {1, 2, . . . , k}, è ïðè ýòîì ãîëîâêà óñòà-íîâëåíà íà ñèìâîë αj äëÿ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ j ∈ {1, 2, . . . , m}, òî ñîäåðæèìîå i-éëåíòû ìàøèíû B ÿâëÿåòñÿ ñëîâîì
¢

(
α1

α2

)(
α3

α4

)
. . .

(
αm−1

αm

)
, åñëè m ÷¼òíîå, è

¢

(
α1

α2

)(
α3

α4

)
. . .

(
αm−1

t

)
, åñëè m íå÷¼òíîå.Ãîëîâêà i-é ðàáî÷åé ëåíòû ìàøèíû B óñòàíîâëåíà íà ïàðó, êîòîðàÿ ñîäåðæèò αi,4 à Bîñòà¼òñÿ â ïîëîæåíèè, ñîîòâåòñòâóþùåì òîìó èç äâóõ ñèìâîëîâ ýòîé ïàðû, íà êîòîðûéóñòàíîâëåíà ãîëîâêà i-é ëåíòû ìàøèíû A. Èòàê, B ìîæåò îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèòüëþáóþ êîíôèãóðàöèþ ìàøèíû A ðàçìåðîì 1 + dSpaceA(n)/2e.Äîñòàòî÷íî ïðîñòî îïèñàòü îáùèé ïðèíöèï ïîøàãîâîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðàáîòû ìà-øèíû A ñ ïîìîùüþ ìàøèíû B. Ïåðåäâèæåíèÿ ãîëîâêè ìàøèíû A ìîäåëèðóþòñÿ ëèáîñîîòâåòñòâóþùèì ïåðåäâèæåíèåì ãîëîâêè ìàøèíû B, ëèáî èçìåíåíèåì ñîñòîÿíèÿ ïî-ñëåäíåé. À èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ ìîäåëèðóåòñÿ ïóò¼ì èçìåíåíèÿ ñïåöèàëüíîãî ñ÷¼ò÷è-êà, êîòîðûé ñëåäèò çà òåì, êàêàÿ èìåííî ïàðà ñèìâîëîâ ÷èòàåòñÿ ìàøèíîé A. Òàêèìïóò¼ì ìû ìîæåì ñîçäàòü MMT B, òàêóþ ÷òî

L(B) = L è SpaceB(n) ≤ SpaceA(n)

2
+ 2.

utÏðèìåíèâ íåñêîëüêî ðàç ëåììó 6.4, ìû äëÿ ëþáîé çàäàííîé ìíîãîëåíòî÷íîé ìà-øèíû è ëþáîé êîíñòàíòû k ìîæåì ñîçäàòü òàêóþ ýêâèâàëåíòíóþ MMT, ó êîòîðîéñëîæíîñòü ïî ïàìÿòè îãðàíè÷åíà çíà÷åíèåì
SpaceA(n)

k
+ 2.

4 Ò. å. íà ñèìâîë � αi

αi+1

� äëÿ íå÷¼òíîãî i, ëèáî íà �αi−1
αi

� äëÿ ÷¼òíîãî i.



174 6 Òåîðèÿ ñëîæíîñòèÎòìåòèì, ÷òî âñå ïðèâåä¼ííûå íàìè îöåíêè âîçìîæíû òîëüêî ïîòîìó, ÷òî ñëîæíîñòüïî ïàìÿòè íå çàâèñèò îò ðàçìåðà èñïîëüçóåìîãî àëôàâèòà.Ìîæíî óìåíüøèòü âðåìåíí�óþ ñëîæíîñòü � òåì æå ñïîñîáîì, êîòîðûì ìû óìåíü-øàëè ñëîæíîñòü ïî ïàìÿòè â ëåììå 6.4. Åñëè õðàíèòü áîëüøåå (÷åì 2) ÷èñëî ñèìâîëîâìàøèíû MMT A â îäíîì ñèìâîëå ñîçäàâàåìîé íàìè MMT � òî ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâïîäîáíîé ìàøèíû, îïðåäåë¼ííàÿ íàä òàêèìè êîìáèíèðîâàííûìè ñèìâîëàìè, áóäåò çà-äàâàòü áîëåå ñëîæíûå îïåðàöèè, ÷åì ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ îïèñàííîé ðàíåå ìàøèíû B.Ýòî äà¼ò âîçìîæíîñòü ìîäåëèðîâàòü íåñêîëüêî øàãîâ ìàøèíû A ñ ïîìîùüþ ìåíüøåãî÷èñëà øàãîâ ìàøèíû B � äîñòèãàÿ òåì ñàìûì óñêîðåíèÿ âû÷èñëåíèé. Ñôîðìóëèðóåìýòîò ðåçóëüòàò â ñëåäóþùåì óïðàæíåíèè.Óïðàæíåíèå 6.5. Äîêàæèòå òàêîå óòâåðæäåíèå. Äëÿ ëþáîé MMT M ñóùåñòâóåò ýê-âèâàëåíòíàÿ MMT A, òàêàÿ ÷òî
TimeA(n) ≤ TimeM (n)

2
+ 2n.Óòâåðæäåíèÿ ëåììû 6.4 è óïðàæíåíèÿ 6.5 ïîêàçûâàþò, ÷òî ââåä¼ííûé âàðèàíòèçìåðåíèÿ ñëîæíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèçèòåëüíûì. Îäíàêî äëÿ íàøèõ öåëåé ýòî íåÿâëÿåòñÿ íåäîñòàòêîì � ïîòîìó ÷òî ðàçëè÷èÿ ìåæäó åäèíèöàìè èçìåðåíèÿ ñëîæíî-ñòè â ðàçëè÷íûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìîäåëÿõ ÷àñòî çíà÷èòåëüíî áîëüøå, ÷åì ðàçëè÷èÿ,âûðàæåííûå êîíñòàíòàìè-ñîìíîæèòåëÿìè. Íàì íóæíû íàä¼æíûå ðåçóëüòàòû êëàññè-ôèêàöèè, ýôôåêòèâíûå äëÿ âñåõ êîððåêòíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìîäåëåé. Ïîýòîìó íàñèíòåðåñóþò îöåíêè àñèìïòîòè÷åñêîãî ðîñòà ôóíêöèé ñëîæíîñòè TimeM è SpaceM �çíà÷èòåëüíî áîëüøå, ÷åì òî÷íûå çíà÷åíèÿ ýòèõ ôóíêöèé. Äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî àíà-ëèçà ôóíêöèé ñëîæíîñòè ìû èñïîëüçóåì ñòàíäàðòíûåΩ-,O-,Θ- è o-ñèìâîëèêè, âçÿòûåèç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.5Îïðåäåëåíèå 6.6. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f : IN0 → IR+ îïðåäåëèì

O(f(n)) = {r : IN0 → IR+ | ∃n0 ∈ IN0, ∃c ∈ IN0, òàêèå ÷òî
∀n ≥ n0 : r(n) ≤ c · f(n)}.Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè r ∈ O(f(n)) ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî r ðàñò¼ò àñèìïòîòè÷åñêèíå áûñòðåå, ÷åì f .Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g : IN0 → IR+ îïðåäåëèì

Ω(g(n)) = {s : IN0 → IR+ | ∃n0 ∈ IN0, ∃d ∈ IN0, òàêèå ÷òî
∀n ≥ n0 : s(n) ≥ 1

d
· g(n)}.Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè s ∈ Ω(g(n)) áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî s ðàñò¼ò àñèìïòîòè÷åñêè íåìåäëåííåå, ÷åì g.Äëÿ ëþáîé ôóíêöèÿ h : IN0 → IR+ îïðåäåëèì

Θ(h(n)) = {q : IN0 → IR+ | ∃c, d, n0 ∈ IN0, òàêèå ÷òî ∀n ≥ n0 :

1

d
· h(n) ≤ q(n) ≤ c · h(n)}

= O(h(n)) ∩ Ω(h(n)).

5 Ðóññêèå íàçâàíèÿ îïðåäåëÿåìûõ ïîíÿòèé ñîãëàñóþòñÿ ñ ïðèìåíÿåìûìè â èçâåñòíûõ ó÷åá-íèêàõ. Ñì., íàïðèìåð, [Ë.Ä.Êóäðÿâöåâ. ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç¿, ò. 1, Ì., Âûñøàÿ øêî-ëà, 1973]. (Ïðèì. ïåðåâ.)



6.2 Ìåðû ñëîæíîñòè 175Åñëè q ∈ Θ(h(n)), òî ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî q è h èìåþò îäèíàêîâûé àñèìïòî-òè÷åñêèé ðîñò.Ïóñòü f è g � ôóíêöèè èç IN0 â IR+. Åñëè
lim

n→∞
f(n)

g(n)
= 0,òî ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî g ðàñò¼ò àñèìïòîòè÷åñêè áûñòðåå, ÷åì f , è ïèñàòü

f(n) = o(g(n)).Óïðàæíåíèå 6.7. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé èñòèííû? (Îáîñíóéòå ñâîé îò-âåò.)
• 2n ∈ Θ(2n+a) äëÿ ëþáîé êîíñòàíòû a ∈ IN.
• 2b·n ∈ Θ(2n) äëÿ ëþáîé êîíñòàíòû b ∈ IN.
• logb n ∈ Θ(logc n) äëÿ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë b, c > 1.
• (n + 1)! ∈ O(n!).
• log(n!) ∈ Θ(n · log n).Óïðàæíåíèå 6.8. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ äëÿ âñåõ ôóíêöèé f, g : IN0 →
IR+:
• f ∈ O(g) è g ∈ O(h) ⇒ f ∈ O(h);
• f ∈ O(g) ⇔ g ∈ Ω(f);
• f ∈ Θ(g) ⇔ g ∈ Θ(f) ⇔ Θ(f) = Θ(g).Ðàññìîòðèì ìàøèíó Òüþðèíãà M , çàäàííóþ íà ðèñ. 4.5 � îíà ïðèíèìàåò ÿçûê
Lmiddle. Ýòà ìàøèíà öèêëè÷åñêè ïåðåìåùàåòñÿ ìåæäó ëåâîé è ïðàâîé ãðàíèöàìè ëåí-òû � è â òå÷åíèå êàæäîãî èç ýòèõ ïåðåìåùåíèé ïåðåäâèãàåò ëåâûé ãðàíè÷íûé ìàðêåðíà îäíó ÿ÷åéêó íàïðàâî è ïðàâûé ãðàíè÷íûé ìàðêåð íà îäíó ÿ÷åéêó íàëåâî. Èñïîëü-çóÿ ýòó ñòðàòåãèþ, ìàøèíà M â èòîãå ïîëó÷àåò ïîçèöèþ ÿ÷åéêè â ñåðåäèíå ëåíòû.Î÷åâèäíî, ÷òî âðåìåíí�àÿ ñëîæíîñòü ìàøèíû M íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ O(n2).Óïðàæíåíèå 6.9. Ïðèâåäèòå òî÷íûé àíàëèç ôóíêöèè TimeM (n) ìàøèíû M , çàäàí-íîé íà ðèñ. 4.5.Óïðàæíåíèå 6.10. Îïèøèòå ïîäðîáíî 1-ëåíòî÷íóþ-MT B, äîïóñêàþùóþ ÿçûê
L(B) = Lmiddle è èìåþùóþ âðåìåíí�óþ ñëîæíîñòü TimeB(n) ∈ O(n).Óïðàæíåíèå 6.11. Ïðèâåäèòå àñèìïòîòè÷åñèêé àíàëèç âðåìåíí�îé ñëîæíîñòè ìàøè-íû A, çàäàííîé íà ðèñ. 4.6. Ýòà ìàøèíà ïðèíèìàåò ÿçûê LP .1-ëåíòî÷íàÿ-MT A, ïðèâåä¼ííàÿ íà ðèñ. 4.10, ïðèíèìàåò ÿçûê

Lequal = {w#w | w ∈ (Σbool)
∗}ïóò¼ì êîïèðîâàíèÿ íà ðàáî÷óþ ëåíòó ïðåôèêñà âõîäíîãî ñëîâà � âïëîòü äî ñèìâîëà #,à çàòåì ñðàâíåíèÿ ñîäåðæèìîãî âõîäíîé è ðàáî÷åé ëåíò. Ìû âèäèì, ÷òî TimeA(n) ≤

3 · n ∈ O(n), à SpaceM (n) ∈ O(n).Óïðàæíåíèå 6.12. Îïèøèòå ïîäðîáíî 2-ëåíòî÷íóþ-MT M ñ ÿçûêîì L(M) = Lequal,ñëîæíîñòüþ ïî âðåìåíè TimeM (n) ∈ O( n2

log2 n ) è ñëîæíîñòüþ ïî ïàìÿòè SpaceM (n) ∈
O(log2 n).



176 6 Òåîðèÿ ñëîæíîñòèÂûøå ìû îïèñàëè è ðàññìîòðåëè âðåìåíí�óþ ñëîæíîñòü è ñëîæíîñòü ïî ïàìÿòè äëÿìíîãîëåíòî÷íûõ ìàøèí Òüþðèíãà. Òàê êàê îñíîâíàÿ öåëü òåîðèè ñëîæíîñòè çàêëþ÷à-åòñÿ â òîì, ÷òîáû ñîãëàñíî âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè êëàññèôèöèðîâàòü àëãîðèòìè-÷åñêèå ïðîáëåìû, íàì íàäî ââåñòè íîâûå âàðèàíòû îïðåäåëåíèé ñëîæíîñòè ïî âðåìåíèè ïî ïàìÿòè � òåïåðü íå äëÿ ìàøèí Òüþðèíãà, à äëÿ ïðîáëåì (çàäà÷). Åñòåñòâåííàÿèäåÿ � ýòî îïðåäåëåíèå âðåìåíí�îé ñëîæíîñòè ïðîáëåìû U êàê âðåìåíí�îé ñëîæíîñòè¾àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíîé¿ MMT (àëãîðèòìà) M äëÿ U . Ïðè ýòîì îïòèìàëüíîñòüìàøèíû M äëÿ çàäàííîé ïðîáëåìû U ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà òðåáîâàíèåì
TimeA(n) ∈ Ω(TimeM (n))äëÿ êàæäîé MMT A, êîòîðàÿ òàêæå ðåøàåò ïðîáëåìó U � ò. å. íå äîëæíî ñóùåñòâîâàòüíèêàêîé MMT äëÿ U , êîòîðàÿ áû ðåøàëà U àñèìïòîòè÷åñêè áûñòðåå, ÷åì M .Èòàê, îñíîâíàÿ èäåÿ âûøåñêàçàííîãî êàæåòñÿ íà ïåðâûé âçãëÿä âïîëíå îáîñíî-âàííîé: âðåìåíí�àÿ ñëîæíîñòü ïðîáëåìû äîëæíà ÿâëÿòüñÿ ñëîæíîñòüþ ëó÷øåãî å¼ àë-ãîðèòìè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Íî, ê ñîæàëåíèþ, ïîäîáíîå îïðåäåëåíèå ¾íå ðàáîòàåò¿ � èñëåäóþùàÿ òåîðåìà îáúÿñíÿåò, ïî÷åìó ýòî òàê.Òåîðåìà 6.13. Ñóùåñòâóåò ïðîáëåìà ïðèíàäëåæíîñòè, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. Äëÿ êàæäîé ðåøàþùåé ýòó ïðîáëåìó MMT A ñóùåñòâóåòòàêæå ðåøàþùàÿ å¼ MMT B, òàêàÿ ÷òî äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ íàòóðàëüíûõ n ∈ INâûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

TimeB(n) ≤ log2(TimeA(n)).Òåîðåìà 6.13 óòâåðæäàåò, ÷òî åñòü ïðîáëåìû, äëÿ êîòîðûõ ìîæíî ñóùåñòâåííîóëó÷øèòü ëþáîé àëãîðèòì � áîëåå òîãî, äëÿ íèõ ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü àëãîðèòìè÷åñêèõ óëó÷øåíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, àñèìïòîòè÷åñêè ëó÷øèõ (îï-òèìàëüíûõ) àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ íå cóùåñòâóåò � è ïîýòîìó íåâîçìîæ-íî îïèñàòü ñëîæíîñòü çàäà÷ ïðåäëîæåííûì âûøå ñïîñîáîì. ×òî æå íàì äåëàòü? Ìûìîæåì êëàññèôèöèðîâàòü ïðîáëåìû áåç îïèñàíèÿ èõ ñëîæíîñòè � ïðîñòî íà îñíîâåíèæíåé è âåðõíåé ãðàíèö ñëîæíîñòè ïðîáëåìû, êàê ïðåäëîæåííî â ñëåäóþùåì îïðå-äåëåíèè.Îïðåäåëåíèå 6.14. Ïóñòü L � íåêîòîðûé ÿçûê, à f è g � ôóíêöèè, äåéñòâóþùèå èç
IN0 â IR+. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî O(g(n)) � âåðõíÿÿ ãðàíèöà âðåìåíí�îé ñëîæíîñòèÿçûêà L, åñëè ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ MMT (àëãîðèòì) A, òàêàÿ ÷òî

L = L(A) è TimeA(n) ∈ O(g(n)).Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Ω(f(n)) � íèæíÿÿ ãðàíèöà âðåìåíí�îé ñëîæíîñòè ÿçû-êà L, åñëè óñëîâèå
TimeB(n) ∈ Ω(f(n))âûïîëíÿåòñÿ äëÿ êàæäîé MMT (àëãîðèòìà) B, äëÿ êîòîðîé L(B) = L.Íåêîòîðàÿ MMT (àëãîðèòì) C ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé äëÿ L òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà:

• L(C) = L;
• Ω(TimeC(n)) � íèæíÿÿ ãðàíèöà âðåìåíí�îé ñëîæíîñòè ÿçûêà L.



6.2 Ìåðû ñëîæíîñòè 177×òîáû íàéòè êàêóþ-íèáóäü âåðõíþþ ãðàíèöó ñëîæíîñòè ïðîáëåìû U , äîñòàòî÷íîíàéòè êàêîé-íèáóäü àëãîðèòì, êîòîðûé ðåøàåò ýòó ïðîáëåìó � è ïðîàíàëèçèðîâàòüåãî ñëîæíîñòü. À óñòàíîâëåíèå íåòðèâèàëüíîé íèæíåé ãðàíèöû ñëîæíîñòè ïðîáëåìû
U � î÷åíü òðóäíàÿ çàäà÷à, ïîñêîëüêó îíà òðåáóåò äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî êàæäûé èçáåñêîíå÷íîãî ÷èñëà èçâåñòíûõ è íåèçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû U äîëæåíèìåòü âðåìåíí�óþ ñëîæíîñòü â ïðåäåëàõ Ω(f(n)) � äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè f . Ýòîäîêàçàòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ åù¼ îäíèì ïðèìåðîì äîêàçàòåëüñòâà íåñóùåñòâîâàíèÿ � ìûäîëæíû äîêàçàòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìîâ, ðåøàþùèõ ïðîáëåìó U è èìåþùèõâðåìåíí�óþ ñëîæíîñòü, àñèìïòîòè÷åñêè ìåíüøóþ, ÷åì f(n). Ëó÷øåé èëëþñòðàöèåéòðóäíîñòè äîêàçàòåëüñòâà íèæíèõ ïðåäåëîâ ñëîæíîñòè ïðîáëåìû ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò,÷òî ìû çíàåì òûñÿ÷è àëãîðèòìè÷åñêèõ çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ:
• âðåìåíí�àÿ ñëîæíîñòü ëó÷øåãî èç èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ ýêñïîíåíöèàëüíà îòíîñè-òåëüíî äëèíû âõîäà;
• íè äëÿ êàêîãî èç ýòèõ àëãîðèòìîâ íåèçâåñòíî íèæíåé ãðàíèöû, õóäøåé, ÷åì ëèíåé-íàÿ.6Èòàê, äëÿ öåëîãî êëàññà ïîäîáíûõ çàäà÷ ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò àëãî-ðèòìîâ èõ ðåøåíèÿ ñ ïîëèíîìèàëüíûì îòíîñèòåëüíî ðàçìåðà âõîäà âðåìåíåì ðàáîòû �íî íå ñïîñîáíû ýòîãî äîêàçàòü. Îòñóòñòâèå äîñòàòî÷íî ìîùíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïà-ðàòà äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñëîæíîñòè íèæíèõ ãðàíèö äåëàåò êëàññèôèêàöèþ çàäà÷ îòíîñè-òåëüíî èõ àëãîðèòìè÷åñêîé ñëîæíîñòè î÷åíü òðóäíîé. Â ðàçäåëå 6.6 ìû ïîêàæåì, êàêìîæíî ïðåîäîëåòü ýòó òðóäíîñòü � âûäâèíóâ ïåðåä ýòèì îäíî îáîñíîâàííîå ïðåäïî-ëîæåíèå, äàþùåå âîçìîæíîñòü äîêàçàòü íåñóùåñòâîâàíèå ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�ûõàëãîðèòìîâ äëÿ äàííûõ àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðîáëåì (ÿçûêîâ). Ïîäðîáíûå ðàññóæäåíèÿîá îáîñíîâàííîñòè ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ áóäóò ïðèâåäåíû â ðàçäåëàõ 6.5 è 6.6.Ðàíåå ìû îáúÿñíèëè, êàê èçìåðÿòü ñëîæíîñòü íà îñíîâå àáñòðàêòíûõ ìàøèííûõìîäåëåé. È óæå â ýòîì ðàçäåëå ìû îáñóäèì èçìåðåíèå ñëîæíîñòè ïðîãðàìì � íàïèñàí-íûõ íà ïðîèçâîëüíîì ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ìû âûäåëèì äâà îñíîâíûõ èçìåðåíèÿñëîæíîñòè � à èìåííî îäíîðîäíîå èçìåðåíèå (uniform cost) è ëîãàðèôìè÷åñêîåèçìåðåíèå.Ïîäõîä, îñíîâàííûé íà îäíîðîäíîì èçìåðåíèè, ïðîùå � íî ìåíåå òî÷åí. Èçìåðåíèåâðåìåíí�îé ñëîæíîñòè âêëþ÷àåò îïðåäåëåíèå ñóììàðíîãî ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ êîìàíä(èíñòðóêöèé)7, âûïîëíÿåìûõ â ðàññìàòðèâàåìîì âû÷èñëåíèè (ò. å. â ïðîöåññå åãî âû-ïîëíåíèÿ) � à èçìåðåíèå ñëîæíîñòè ïî ïàìÿòè âêëþ÷àåò îïðåäåëåíèå ÷èñëà ïåðåìåí-íûõ, èñïîëüçóåìûõ â âû÷èñëåíèè. Ïðåèìóùåñòâî ýòîãî èçìåðåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â åãîïðîñòîòå � â òîì ñìûñëå, ÷òî îíî óïðîùàåò àíàëèç ñëîæíîñòè ïðîáëåìû (àëãîðèòìà).À íåäîñòàòîê â òîì, ÷òî îíî íå âñåãäà àäåêâàòíî � ïîòîìó ÷òî ïðåäëàãàåò îäèíàêîâóþ¾öåíó¿ 1 äëÿ ëþáûõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé íàä äâóìÿ öåëûìè ÷èñëàìè � íåçàâèñè-ìî îò èõ ðàçìåðà. Åñëè îïåðàíäû ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè, ñîñòîÿùèìè èç íåñêîëü-êèõ ñîòåí áèòîâ â äâîè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè, òî íè îäèí èç íèõ íå ìîæåò ïîìåñòèòüñÿâ îäíî ìàøèííîå ñëîâå (16, 32 èëè äàæå 64 áèòà). Ïîýòîìó â ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ îïå-ðàíäû äîëæíû õðàíèòüñÿ â íåñêîëüêèõ ìàøèííûõ ñëîâàõ � ò. å. íàì äëÿ èõ õðàíåíèÿíåîáõîäèìî íåñêîëüêî åäèíèö ïàìÿòè. À âûïîëíåíèå îäíîé àðèôìåòè÷åñêîé îïåðàöèè
6 Òèïà Ω(n log n) è ò.ï.
7 Ýëåìåíòàðíûå ìàøèííûå êîìàíäû � ýòî àðèôìåòè÷åñêèå êîìàíäû íàä öåëûìè ÷èñëàìè,ñðàâíåíèå äâóõ öåëûõ, ÷òåíèå, çàïèñü, çàãðóçêà öåëûõ ÷èñåë è ñèìâîëîâ èç îïåðàòèâíîéïàìÿòè, è ò.ä.



178 6 Òåîðèÿ ñëîæíîñòèíàä äâóìÿ òàêèìè äëèííûìè öåëûìè ÷èñëàìè (îïåðàöèè äëèííîé àðèôìåòèêè) ñîîò-âåòñòâóåò ðàáîòå ñïåöèàëüíîé ïîäïðîãðàììû, âûïîëíÿþùåé îäíó ïîäîáíóþ îïåðàöèþñ ïîìîùüþ íåñêîëüêèõ îïåðàöèé íàä öåëûìè ÷èñëàìè, çàïèñûâàåìûìè â ìàøèííûåñëîâà ðàçóìíîãî ðàçìåðà. Èòàê, îäíîðîäíîå èçìåðåíèå ìîæíî óäà÷íî èñïîëüçîâàòü âòåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî çíà÷åíèÿ âñåõ ïåðåìåííûõ â òå÷åíèåâñåãî âû÷èñëåíèÿ îãðàíè÷åíû íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé êîíñòàíòîé � çàâèñÿùåé îòïðåäïîëàãàåìîé äëèíû ìàøèííîãî ñëîâà.Îäíàêî èñïîëüçîâàíèå îäíîðîäíîãî èçìåðåíèÿ ìîæåò ïðèâåñòè ê ñåðü¼çíûì ïðî-áëåìàì � è äëÿ èëëþñòðàöèè ýòîãî ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð. Ïóñòü a ≥ 2 è
k � äâà íàòóðàëüíûõ ÷èñëà, äëèíà êîòîðûõ íå ïðåâûøàåò äëèíó çàäàííîãî ìàøèí-íîãî ñëîâà. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ ÷èñëà a2k . Äàííîå çíà÷åíèå ìîæåò áûòüâû÷èñëåíî ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé ïðîãðàììû:for i = 1 to k do a := a · aÝòà ïðîãðàììà âû÷èñëÿåò óêàçàííîå çíà÷åíèå ïóò¼ì âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ k óìíî-æåíèé:

a2 := a · a, a4 := a2 · a2, a8 := a4 · a4, . . . , a2k

:= a2k−1 · a2k−1

.Èòàê, â äàííîì ñëó÷àå îäíîðîäíàÿ âðåìåíí�àÿ ñëîæíîñòü íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ
O(k). Îäíîðîäíàÿ ñëîæíîñòü ïî ïàìÿòè â äàííîì ñëó÷àå ðàâíà 3 � ïîñêîëüêó äëÿ âû-ïîëíåíèÿ ýòîé ïðîãðàììû äîñòàòî÷íî 3 ïåðåìåííûõ. Ýòî ìîæåò áûòü âîñïðèíÿòî êàêïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî íàì íåîáõîäèìî ïî êðàéíåé ìåðå 2k áèòîâ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿðåçóëüòàòà a2k , à òàêæå ñ òåì, ÷òî äëÿ çàïèñè 2k áèòîâ ëþáîé ìàøèíå íåîáõîäèìîΩ(2k)îïåðàöèé íàä ñâîèìè ñëîâàìè. Ïîñêîëüêó âñ¼ ýòî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ êàæäîãî íàòóðàëü-íîãî k, ìû â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷àåì ðàñõîæäåíèÿ ìåæäó îäíîðîäíîé ñëîæíîñòüþ èëþáûì å¼ ðåàëüíûì èçìåðåíèåì � ïðè÷¼ì äëÿ âðåìåíí�îé ñëîæíîñòè ýòî ðàñõîæäåíèåÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì, à äëÿ ñëîæíîñòè ïî ïàìÿòè � íåîãðàíè÷åííûì.Ðåøåíèåì ýòîé ïðîáëåìû � â ñëó÷àå íåîãðàíè÷åííîãî ðîñòà çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ �ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ëîãàðèôìè÷åñêîãî èçìåðåíèÿ. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ýòîãî âàðè-àíòà ïðè èçìåðåíèè ñëîæíîñòè ïî ïàìÿòè ñòîèìîñòü êàæäîé ýëåìåíòàðíîé îïåðàöèèÿâëÿåòñÿ ñóììîé ðàçìåðîâ áèíàðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ å¼ îïåðàíäîâ.8 Ïðè ëîãàðèô-ìè÷åñêîì èçìåðåíèè âðåìåíí�àÿ ñëîæíîñòü (ñòîèìîñòü) âñåãî âû÷èñëåíèÿ åñòü ñóììàâðåìåíí�ûõ ñòîèìîñòåé âñåõ îïåðàöèé, âûïîëíåííûõ â ýòîì âû÷èñëåíèè, à ñëîæíîñòüïî ïàìÿòè � ñóììà äëèí ïðåäñòàâëåíèé çíà÷åíèé âñåõ èñïîëüçîâàííûõ â í¼ì ïðåìåí-íûõ. Ëîãàðèôìè÷åñêîå èçìåðåíèå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ïðàêòè÷íûì � íî åãî íåäîñòàòêîìÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âî ìíîãèõ ñèòóàöèÿõ åãî òî÷íîå âû÷èñëåíèå ìîæåò áûòü ñëèøêîìñëîæíûì èëè òðåáîâàòü ñëèøêîì áîëüøîãî âðåìåíè.6.3 Êëàññû ñëîæíîñòè. Êëàññ PÄëÿ îïðåäåëåíèÿ êëàññîâ ñëîæíîñòè ìû èñïîëüçóåì âû÷èñëèòåëüíóþ ìîäåëü ìíîãî-ëåíòî÷íîé ìàøèíû Òüþðèíãà. Ðàññìàòðèâàåìûå çäåñü êëàññû ñëîæíîñòè ÿâëÿþòñÿêëàññàìè ÿçûêîâ, ò. å. ìîæåñòâàìè ïðîáëåì ïðèíàäëåæíîñòè.
8 Ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîëíîé òî÷íîñòè ìû äîëæíû ê ýòîé âåëè-÷èíå äîáàâèòü äâîè÷ííóþ äëèíó àäðåñîâ ïàìÿòè âñåõ íåîáõîäèìûõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïåðå-ìåííûõ (îïåðàíäîâ).



6.3 Êëàññû ñëîæíîñòè. Êëàññ P 179Îïðåäåëåíèå 6.15. Äëÿ âñåõ ôóíêöèé f , g, äåéñòâóþùèõ èç IN0 â IR+, îïðåäåëèì:
TIME(f) = {L(B) | B � íåêîòîðàÿ MMT ñ TimeB(n) ∈ O(f(n))},

SPACE(g) = {L(A) | A � íåêîòîðàÿ MMT ñ SpaceA(n) ∈ O(g(n))},
DLOG = SPACE(log2 n),

P =
⋃

c∈IN0

TIME(nc),

PSPACE =
⋃

c∈IN0

SPACE(nc),

EXPTIME =
⋃

d∈IN0

TIME(2nd

).Â äàëüíåéøåì ìû èçó÷èì îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýòèìè êëàññàìè ñëîæíîñòèè íåêîòîðûå îñíîâíûå ñâîéñòâà âðåìåíí�îé ñëîæíîñòè è ñëîæíîñòè ïî ïàìÿòè.Ëåììà 6.16. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè t : IN0 → IR+ âûïîëíåíî ñëåäóþùåå:
TIME(t(n)) ⊆ SPACE(t(n)).Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäàÿ MMT M , ðàáîòàþùàÿ çà âðåìÿ TimeM (n), ìîæåò ïîñåòèòüíå áîëåå TimeM (n) ÿ÷ååê êàæäîé èç ðàáî÷èõ ëåíò. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîé MMT

M SpaceM (n) ≤ TimeM (n). utÑëåäñòâèå 6.17.
P ⊆ PSPACE.×òîáû ïîëó÷èòü äðóãèå îòíîøåíèÿ ìåæäó êëàññàìè ñëîæíîñòè, íàì íåîáõîäèìîââåñòè ïîíÿòèå êîíñòðóêòèâíûõ ôóíêöèé. Ñìûñë ââîäèìîãî äàëåå îïðåäåëåíèÿ çàêëþ-÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìû õîòåëè áû ñîçäàòü ìíîãîëåíòî÷íûå ìàøèíû Òüþðèíãà, ñïîñîáíûåêîíòðîëèðîâàòü ñàìèõ ñåáÿ � â òîì ñìûñëå, ÷òî îíè ñ÷èòàþò êîëè÷åñòâî èñïîëüçóå-ìûõ (èìè ñàìèìè) âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ, íèêîãäà íå ïðåâûøàÿ ïðè ýòîì íåêîòî-ðûé çàðàíåå óñòàíîâëåííûé âåðõíèé ïðåäåë. Äëÿ âîçìîæíîñòè òàêîãî ñàìîêîíòðîëÿìû äîëæíû îïèñàòü âåðõíèå ïðåäåëû ñëîæíîñòè ñ ïîìîùüþ íåñêîëüêèõ ïîäõîäÿùèõôóíêöèé.Îïðåäåëåíèå 6.18. Ôóíêöèÿ s : IN0 → IN0 íàçûâàåòñÿ êîíñòðóêòèâíîé ïî ïàìÿ-òè, åñëè ñóùåñòâóåò 1-ëåíòî÷íàÿ-MT M , òàêàÿ ÷òî:

• SpaceM (n) ≤ s(n) äëÿ âñåõ n ∈ IN0;
• äëÿ êàæäîãî âõîäà 0n, ãäå n ∈ IN0, ìàøèíà M íà ñâîåé ðàáî÷åé ëåíòå ãåíåðèðóåòñëîâî 0s(n) � ïîñëå ÷åãî îñòàíàâëèâàåòñÿ â ñîñòîÿíèè qaccept.Ôóíêöèÿ t : IN0 → IN0 íàçûâàåòñÿ êîíñòðóêòèâíîé ïî âðåìåíè, åñëè ñóùåñòâóåòíåêîòîðàÿ MMT A, òàêàÿ ÷òî
• T imeA ∈ O(t(n));
• äëÿ êàæäîãî âõîäà 0n, ãäå n ∈ IN0, ìàøèíà A íà ñâîåé ïåðâîé ðàáî÷åé ëåíòå ãåíå-ðèðóåò ñëîâî 0t(n) � ïîñëå ÷åãî îñòàíàâëèâàåòñÿ â ñîñòîÿíèè qaccept.



180 6 Òåîðèÿ ñëîæíîñòèÊîíñòðóêòèâíûìè ïî ïàìÿòè [ïî âðåìåíè] ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûå ìîíîòîííûåôóíêöèè, ó êîòîðûõ f(n) ≥ log2(n + 1) [f(n) ≥ n]. Íàïðèìåð, íà 1-ëåíòî÷íîé-MTôóíêöèþ dlog2(n + 1)e ìîæíî çàïðîãðàììèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ìàøèíà ÷è-òàåò ñëîâî 0n ñëåâà íàïðàâî íà âõîäíîé ëåíòå, ïðè ýòîì çàïèñûâàÿ íà ñâîþ ðàáî÷óþëåíòó äâîè÷íóþ êîäèðîâêó òåêóùåé ïîçèöèè ñ÷èòûâàþùåé ãîëîâêè âõîäíîé ëåíòû.Ïîñëåäíåå ìîæåò áûòü ëåãêî ñäåëàíî ïóò¼ì äîáàâëåíèÿ íà êàæäîì øàãå (äî ïðàâîéãðàíèöû âõîäíîé ëåíòû) çíà÷åíèÿ 1 ê ñîäåðæèìîìó ðàáî÷eé ëåíòû. Åñëè ãîëîâêà íàâõîäíîé ëåíòå äîñòèãëà ñèìâîëà t, òî äëèíà äâîè÷íîãî ñëîâà íà ðàáî÷åé ëåíòå â òî÷íî-ñòè ðàâíà dlog2(n + 1)e. Ïîñëå ýòîãî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñëîâà 0dlog2(n+1)e íà ðàáî÷åé ëåíòåäîñòàòî÷íî ïîìåíÿòü âñå å¼ åäèíèöû íà íóëè.Çàìåòèì, ÷òî íå èìååò çíà÷åíèÿ, êàêîé èìåííî ôîðìàëèçì èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïðå-äåëåíèÿ êîíñòðóêòèâíîñòè ïî ïàìÿòè (1-ëåíòî÷íàÿ-MT èëè MMT) � ïîñêîëüêó ëþáàÿ
MMT ìîæåò áûòü ïðîìîäåëèðîâàíà 1-ëåíòî÷íîé-MT, èìåþùåé òàêóþ æå êîíñòðóê-òèâíîñòü ïî ïàìÿòè.Òåïåðü îïèøåì ðàáîòó MMT M , âû÷èñëÿþùóþ ôóíêöèþ d√n e. Èäåÿ ïðîãðàììè-ðîâàíèÿ M çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòîÿííîé ïðîâåðêå âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ

i2 ≤ n < (i + 1)2.Òàêàÿ ïðîâåðêà äåëàåòñÿ äëÿ i = 1, 2, . . . � è äëÿ êîíêðåòíîãî çíà÷åíèÿ i îíà ìîæåòáûòü âûïîëíåíà ìàøèíîé M ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî âñïîìîãàòåëüíîãî àëãîðèòìà.
M çàïèñûâàåò ñëîâî 0i íà ïåðâûå äâå ëåíòû. ×òîáû ïðîâåðèòü íåðàâåíñòâî i · i ≥ n,

M ïûòàåòñÿ ïðîäâèíóòüñÿ íà i · i øàãîâ íàïðàâî îò ñèìâîëà ¢ âõîäíîé ëåíòû � à òàêèåäåéñòâèÿ ìàøèíà M ìîæåò âûïîëíèòü ñëåäóþùèì ïóò¼ì. Ñíà÷àëà ãîëîâêà âõîäíîéëåíòû è ãîëîâêà ïåðâîé ðàáî÷åé ëåíòû îäíîâðåìåííî äâèæóòñÿ íàïðàâî, à ãîëîâêàâòîðîé ðàáî÷åé ëåíòû ïðè ýòîì îñòà¼òñÿ íåïîäâèæíîé. Êîãäà ãîëîâêà ïåðâîé ðàáî÷åéëåíòû äîñòèãàåò ñèìâîëà t, îíà âîçâðàùàåòñÿ ê ëåâîìó ãðàíè÷íîìó ìàðêåðó ¢ � àãîëîâêà âòîðîé ðàáî÷åé ëåíòû ïåðåäâèãàåòñÿ íà îäíó êëåòêó íàïðàâî. Ïîñëå ýòîãî Mïðîäîëæàåò âûïîëíÿòü òå æå ñàìûå äåéñòâèÿ ñ ãîëîâêàìè âõîäíîé è ïåðâîé ðàáî÷åéëåíò.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âõîäíîé ëåíòû êîëè÷åñòâî øàãîâ íàïðàâî ðàâíî ïðîèçâåäåíèþäëèí ñîäåðæèìîãî äâóõ ðàáî÷èõ ëåíò � è, ñëåäîâàòåëüíî, ìàøèíà M íàõîäèò íàèìåíü-øåå çíà÷åíèå i, òàêîå ÷òî i · i > n.Óïðàæíåíèå 6.19. Äàéòå ôîðìàëüíîå îïèñàíèå (ò. å. äèàãðàììû) ìíîãîëåíòî÷íûõìàøèí Òüþðèíãà, èñïîëüçîâàâøèõñÿ âûøå äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèé dlog2(n + 1)e è
d√n e.Çàìåòèì, ÷òî îïèñàííîå âûøå óìíîæåíèå äâóõ äëèí ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ è äëÿäîêàçàòåëüñòâà òîãî ôàêòà, ÷òî êîíñòðóêòèâíîé ïî âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ f(n) =
nq äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ q ∈ IN0.Óïðàæíåíèå 6.20. Ïîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ êîíñòðóêòèâíûìèïî ïàìÿòè:
• d√n eq äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî q;
• dn 1

3 e;
•

⌈
n

q
2

⌉ äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî q ≥ 2;
• 2n.



6.3 Êëàññû ñëîæíîñòè. Êëàññ P 181Óïðàæíåíèå 6.21. Ïîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ êîíñòðóêòèâíûìèïî âðåìåíè:
• nj äëÿ ëþáîãî j ∈ IN;
• c · n äëÿ ëþáîãî c ∈ IN;
• 2n;
• cn äëÿ ëþáîãî c ∈ IN − {1}.Óïðàæíåíèå 6.22. Ïóñòü s(n) è t(n) � äâå ôóíêöèè, êîíñòðóêòèâíûå ïî ïàìÿòè [ïîâðåìåíè]. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ t(n)·s(n) òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêòèâíîé ïî ïàìÿòè[ïî âðåìåíè].Ïóñòü s � ôóíêöèÿ, êîíñòðóêòèâíàÿ ïî ïàìÿòè. Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òîäëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ íåêîòîðîé MMT M , ïðèíèìàþùåé ÿçûê L(M) = Lè èìåþùåé ñëîæíîñòü ïî ïàìÿòè â ïðåäåëàõ s(n),9 äîñòàòî÷íî îïèñàòü íåêîòîðóþ
MMT A, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò L è èñïîëüçóåò íå áîëåå ÷åì s(|x|) åäèíèö ïàìÿòè äëÿñëîâ ÿçûêà L; ïðè ýòîì âû÷èñëåíèÿ íàä ñëîâàìè èç L{ ìîãóò èìåòü íåîãðàíè÷åííóþñëîæíîñòü ïî ïàìÿòè.Ëåììà 6.23. Ïóñòü s : IN0 → IN0 � ôóíêöèÿ, êîíñòðóêòèâíàÿ ïî ïàìÿòè. Ïóñòü
M � íåêîòîðàÿ MMT, òàêàÿ ÷òî SpaceM (x) ≤ s(|x|) äëÿ âñåõ x ∈ L(M). Òîãäà ñóùå-ñòâóåò íåêîòîðàÿ MMT A, äîïóñêàþùàÿ ÿçûê L(A) = L(M), äëÿ êîòîðîé

SpaceA(n) ≤ s(n)� ò. å. SpaceA(y) ≤ s(|y|) äëÿ âñåõ y íàä âõîäíûì àëôàâèòîì ìàøèíû M .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M � íåêîòîðàÿ k-ëåíòî÷íàÿ-MT äëÿ k ∈ IN, ïðè÷¼ì
SpaceM (x) ≤ s(|x|) äëÿ âñåõ x ∈ L(M). Ïóñòü B � 1-ëåíòî÷íàÿ-MT, êîòîðàÿ âû÷èñ-ëÿåò ôóíêöèþ s. Îïèøåì ðàáîòó (k + 1)-ëåíòî÷íîé-MT A ñ ÿçûêîì L(A) = L(M) è
SpaceA(n) ≤ s(n); ïóñòü x � íåêîòîðûé å¼ âõîä.1. A ðàññìàòðèâàåò x â êà÷åñòâå 0|x| è ìîäåëèðóåò íà ñâîåé (k + 1)-é ðàáî÷åé ëåíòåâû÷èñëåíèå ìàøèíû B íàä ñëîâîì 0|x|. Ìîäåëèðîâàíèå çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà íà

(k + 1)-é ëåíòå çàïèñàíî ñëîâî 0s(|x|).2. A çàïèñûâàåò ñïåöèàëüíûé ñèìâîë # /∈ ΓM â ïîçèöèþ s(|x|) êàæäîé èç ðàáî÷èõëåíò.3. A âûïîëíÿåò ïîøàãîâîå ìîäåëèðîâàíèå ðàáîòû ìàøèíû M íàä âõîäîì x, èñïîëü-çóÿ äëÿ ýòîãî ïåðâûå k ðàáî÷èõ ëåíò. Åñëè ìîäåëèðîâàíèå ìàøèíîé M ìàøèíû
A ïîòðåáîâàëî ïåðåìåùåíèÿ ãîëîâêè íàïðàâî çà ñèìâîë # ðàáî÷åé ëåíòû, òî Aîñòàíàâëèâàåòñÿ â ñîñòîÿíèè qreject. Åñëè æå ìàøèíà A ñìîãëà ïîëíîñòüþ ñìîäå-ëèðîâàòü âû÷èñëåíèå ìàøèíû M íàä âõîäîì x, òî A ïðèíèìàåò x òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà M ïðèíèìàåò x.Î÷åâèäíî, ÷òî SpaceA(z) ≤ s(|z|) äëÿ âñåõ âõîäîâ z. Êðîìå òîãî, L(A) = L(M).Åñëè x ∈ L(M), òî SpaceM (x) ≤ s(|x|). Èòàê, ìàøèíà A ìîäåëèðóåò ïîëíîå âû÷èñ-ëåíèå ìàøèíû M íàä âõîäîì x � è çàêàí÷èâàåò ýòî ìîäåëèðîâàíèå â ñîñòîÿíèè qaccept.Ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ L(A).

9 Ò. å. MMT M ñ ÿçûêîì L = L(M) è ñëîæíîñòüþ ïî ïàìÿòè SpaceM (x) ≤ s(|x|) äëÿ êàæäîãîâõîäíîãî ñëîâà x ∈ Σ∗.



182 6 Òåîðèÿ ñëîæíîñòèÅñëè y /∈ L(M), òî ìû âûäåëÿåì ñëåäóþùèå äâà ñëó÷àÿ.Åñëè SpaceM (y) ≤ s(|y|), òî A ìîäåëèðóåò ïîëíîå âû÷èñëåíèå ìàøèíû M íàä y èîòêëîíÿåò y.Åñëè æå SpaceM (y) > s(|y|), òî A îñòàíàâëèâàåò ìîäåëèðîâàíèå êàê òîëüêîM ïûòà-åòñÿ èñïîëüçîâàòü áîëåå ÷åì s(|y|) ÿ÷ååê ðàáî÷åé ëåíòû � ïðè ýòîì A îñòàíàâëèâàåòñÿâ ñîñòîÿíèè qreject, è, ñëåäîâàòåëüíîë, y /∈ L(A). utÑëåäóþùàÿ ëåììà 6.24 äà¼ò óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå ëåììå 6.23, äëÿ ñëîæíîñòèïî âðåìåíè.Ëåììà 6.24. Ïóñòü t : IN0 → IN0 � íåêîòîðàÿ êîíñòðóêòèâíàÿ ïî âðåìåíè ôóíêöèÿ.Ïóñòü M � íåêîòîðàÿ MMT, òàêàÿ ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ L(M) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
TimeM (x) ≤ t(|x|). Òîãäà ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ MMT A, òàêàÿ ÷òî L(A) = L(M) è

TimeA(n) ∈ O(t(n)).Óïðàæíåíèå 6.25. Äîêàæèòå ëåììó 6.24.Ëåììû 6.23 è 6.24 ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ êîíñòðóêòèâíîé ïî ïàìÿòè ôóíê-öèè s è êîíñòðóêòèâíîé ïî âðåìåíè ôóíêöèè t êëàññû ñëîæíîñòè SPACE(s) è TIME(t)íå ìåíÿþòñÿ, åñëè ìû çàìåíÿåì íàøè îïðåäåëåíèÿ êëàññîâ SpaceM è T imeM � òî åñòü
SpaceM (n) = max{SpaceM (x) | x ∈ Σn} è
TimeM (n) = max{TimeM (x) | x ∈ Σn}� íà ñëåäóþùèå:

SpaceM (n) = max{SpaceM (x) | x ∈ L(M) è |x| = n} è
TimeM (n) = max{TimeM (x) | x ∈ L(M) è |x| = n}.Òåîðåìà 6.26 ôîðìóëèðóåò âàæíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ñëîæíîñòüþ ïî ïàìÿòè è ïîâðåìåíè.Òåîðåìà 6.26. Äëÿ ëþáîé êîíñòðóêòèâíîé ïî ïàìÿòè ôóíêöèè s, òàêîé ÷òî s(n) ≥

log2 n, âûïîëíåíî ñëåäóþùåå:
SPACE(s(n)) ⊆

⋃

c∈IN0

TIME(cs(n)).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L ∈ SPACE(s(n)). Ñîãëàñíî ëåììå 6.4, ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ1-ëåíòî÷íàÿ-MT M = (Q, Σ, Γ, δ, q0, qaccept, qreject), òàêàÿ ÷òî L = L(M) è SpaceM (n) ≤
s(n).Äëÿ êàæäîé êîíôèãóðàöèè C = (q, w, i, x, j) ìàøèíû M îïðåäåëèì âíóòðåííþþêîíôèãóðàöèþ äëÿ C êàê

In(C) = (q, i, x, j).Âíóòðåííÿÿ êîíôèãóðàöèÿ In(C) âêëþ÷àåò òîëüêî òå ÷àñòè C, êîòîðûå ìîãóò èçìå-íÿòüñÿ â ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ; ò. å. îíà íå âêëþ÷àåò ñîäåðæèìîå w âõîäíîé ëåíòû �ïîñêîëüêó ýòî ñîäåðæèìîå îñòà¼òñÿ íåèçìåííûì â òå÷åíèè âñåãî âû÷èñëåíèÿ íàä âõî-äîì w.



6.3 Êëàññû ñëîæíîñòè. Êëàññ P 183Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N çàïèñü InConf(n) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæ-íûõ âíóòðåííèõ êîíôèãóðàöèé, êîòîðûå ìîãóò âîçíèêíóòü â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé ìà-øèíû M íàä âõîäíûìè ñëîâàì äëèíû n. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:äëÿ ïðîâåðêè, ïðèíèìàåò ëè ìàøèíà M íåêîòîðûé âõîä w, íàì äîñòàòî÷íî ïðîìî-äåëèðîâàòü íå áîëåå ÷åì |InConf(|w|)| øàãîâ âû÷èñëåíèÿ ìàøèíû M íàä ñëîâîì w� ïîñêîëüêó êàæäîå âû÷èñëåíèå, äëèíà êîòîðîãî ïðåâîñõîäèò |InConf(|w|)|, ÿâëÿåòñÿáåñêîíå÷íûì. Èñïîëüçóÿ ýòîò ôàêò, ìîæíî îïèñàòü MMT A, êîòîðàÿ ìîäåëèðóåò M èðàáîòàåò çà âðåìÿ
O(|InConf(|w|)).Òåïåðü îöåíèì çíà÷åíèå |InConf(n)|. Äëÿ êàæäîé âíóòðåííåé êîíôèãóðàöèè

(q, i, x, j) ∈ InConf(n)âûïîëíåíû òàêèå íåðàâåíñòâà: 0 ≤ i ≤ n + 1, |x| ≤ SpaceM (n) ≤ s(n) è 0 ≤ j ≤
SpaceM (n) ≤ s(n). Ïîýòîìó

|InConfM (n)| ≤ |Q| · (n + 2) · |Γ |SpaceM (n) · SpaceM (n)

≤ (max{2, |Q|, |Γ |})4·s(n)

≤ cs(n)� äëÿ êîíñòàíòû c = (max{2, |Q|, |Γ |})4.Ïóñòü w � íåêîòîðîå âõîäíîå ñëîâî äëèíû n. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè n ≥ |InConfM (n)|,òî êàæäîå âû÷èñëåíèå D = C1, C2, C3, . . . ìàøèíû M íàä w äîëæíî ñîäåðæàòü äâå òà-êèå êîíôèãóðàöèè Ci è Cj , ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå èì âíóòðåííèå êîíôèãóðàöèè In(Ci)è In(Cj) îäèíàêîâû. Ïðèìåíÿÿ îïðåäåëåíèå âíóòðåííåé êîíôèãóðàöèè, ìû ïîëó÷àåì,÷òî êîíôèãóðàöèè Ci è Cj òàêæå îäèíàêîâû. Ïîñêîëüêó ìàøèíà M äåòåðìèíèðîâàí-íàÿ, âû÷èñëåíèå
D = C1, . . . , Ci−1, Ci, Ci+1, . . . , Cj−1, Ci, Ci+1, . . . , Cj−1, Ci . . .ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì � ñ öèêëîì Ci, Ci+1, . . . , Cj . Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîå êîíå÷íîåâû÷èñëåíèå ìàøèíû M íàä íåêîòîðûì âõîäîì w èìååò äëèíó, íå ïðåâûøàþùóþ

|InConfM (|w|)|. Ïîýòîìó äëèíà êàæäîãî äîïóñêàþùåãî âû÷èñëåíèÿ ñî âõîäîì äëèíû
n íå ïðåâûøàåò |InConfM (n)|.Òåïåðü îïèøåì ðàáîòó 3-ëåíòî÷íîé-MT A, äîïóñêàþùåé ÿçûê L(A) = L(M), óêîòîðîé TimeA(n) ∈ O(ks(n)) äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû k. Äëÿ ëþáîãî âõîäà w ìàøèíà
A ðàáîòàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì.1. A ìîäåëèðóåò âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè s è çàïèñûâàåò ñëîâî 0s(|w|) íà ïåðâîé ðàáî÷åéëåíòå.

{Ïîñêîëüêó 1-ëåíòî÷íàÿ-MT ïðè âû÷èñëåíèè s èñïîëüçóåò íå áîëåå ÷åì s(|w|) ÿ÷å-åê ðàáî÷åé ëåíòû, ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà d, òàêàÿ ÷òî TimeB(n) ≤ ds(n). Ñëåäîâà-òåëüíî, A ãåíåðèðóåò ñëîâî 0s(|n|) çà âðåìÿ ds(n).}2. A çàïèñûâàåò ñëîâî 0
c
s(|w|) íà âòîðóþ ðàáî÷óþ ëåíòó çà cs(|w|) øàãîâ.{Òðåòüþ ðàáî÷óþ ëåíòó ìàøèíà A èñïîëüçóåò äëÿ óñêîðåíèÿ ðàáîòû.}3. A ïîøàãîâî ìîäåëèðóåò ðàáîòó ìàøèíû M íàä ñëîâîì w íà ïåðâîé ðàáî÷åé ëåíòå.Ïîñëå êàæäîãî øàãà ìîäåëèðîâàíèÿ ìàøèíà A ñòèðàåò îäèí ñèìâîë 0 íà âòîðîéðàáî÷åé ëåíòå. Åñëè ïðè ýòîì íà âòîðîé ðàáî÷åé ëåíòå áîëüøå íåò ñèìâîëîâ 0, íîïðîöåññ ìîäåëèðîâàíèÿ åù¼ íå çàâåðø¼í, òî A îñòàíàâëèâàåòñÿ â ñîñòîÿíèè qreject.



184 6 Òåîðèÿ ñëîæíîñòèÅñëè âû÷èñëåíèå ìàøèíû M íàä ñëîâîì w ñîäåðæèò íå áîëåå ÷åì cs(|w|) øàãîâ,òî ìîäåëèðîâàíèå äîñòèãàåò öåëè � è A ïðèíèìàåò ñëîâî w òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà åãî ïðèíèìàåò M .Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòàïîâ 1 è 2 ìàøèíå A òðåáóåòñÿ ñî-îòâåòñòâåííî O(ds(|w|)) è O(cs(|w|)) åäèíèö âðåìåíè. Ýòàï 3 âû÷èñëåíèÿ ìàøèíû Aâûïîëíÿåòñÿ çà âðåìÿ O(cs(|w|)). Ñëåäîâàòåëüíî,
TimeA(n) ∈ O((max{c, d})s(|w|)).Åñëè x ∈ L(M), òî äëèíà âû÷èñëåíèÿ ìàøèíû M íàä ñëîâîì x íå ïðåâûøàåò cs(|w|)� ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëå óñïåøíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ A òàêæå ïðèíèìàåò ñëîâî x. Åñëè æå

x /∈ L(M), òî A îòêëîíÿåò x � è íå èìååò çíà÷åíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ëè âû÷èñëåíèå ìàøèíû
M áåñêîíå÷íûì èëè îòêëîíÿþùèì. utÑëåäñòâèå 6.27.

DLOG ⊆ P è PSPACE ⊆ EXPTIMEÏðèìåíÿÿ ñëåäñòâèÿ 6.17 è 6.27 ìû ïîëó÷àåì òàêóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ èåðàðõèþäåòåðìèíèðîâàííûõ êëàññîâ ñëîæíîñòè:
DLOG ⊆ P ⊆ PSPACE ⊆ EXPTIME.À ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû îòíîñÿòñÿ ê îñíîâíûì ðåçóëüòàòàì òåîðèè ñëîæíîñòè.Èõ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâàíû íà âåñüìà äåòàëüíî ðàçðàáîòàííûõ âåðñèÿõ ìåòîäà äèà-ãîíàëèçàöèè � ïîýòîìó ìû îïóñêàåì ýòè äîêàçàòåëüñòâà.Òåîðåìà 6.28.∗ Ïóñòü s1 è s2 � äâå ôóíêöèè, äåéñòâóþùèå èç IN0 â IN0, êîòîðûåóäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

• s2(n) ≥ log2 n;
• s2 êîíñòðóêòèâíà ïî ïàìÿòè;
• s1(n) = o(s2(n)).Òîãäà

SPACE(s1) ( SPACE(s2).Òåîðåìà 6.29.∗ Ïóñòü t1 è t2 � äâå ôóíêöèè, äåéñòâóþùèå èç IN0 â IN0, êîòîðûåóäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:
• t2 êîíñòðóêòèâíà ïî âðåìåíè;
• t1(n) · log2(t1(n)) = o(t2(n)).Òîãäà

TIME(t1) ( TIME(t2).Èåðàðõèè êëàññîâ ñëîæíîñòè, ïîëó÷àåìûå íà îñíîâå òåîðåì 6.28 è 6.29, ïîêàçûâàþòñóùåñòâîâàíèå ñêîëüêî óãîäíî ¾òðóäíûõ¿ ïðîáëåì. Íàïðèìåð, ñóùåñòâóþò âû÷èñëè-òåëüíûå çàäà÷è, êîòîðûå íå âûïîëíÿþòñÿ çà âðåìÿ TIME(2n) � ò. å. âñå àëãîðèòìûäëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ èìåþò âðåìåíí�óþ ñëîæíîñòü, ïðåâîñõîäÿùóþ 2n. Òàáëèöà 6.1ïîäòâåðæäàåò òîò ôàêò, ÷òî âûïîëíåíèå àëãîðèòìîâ äëÿ òðóäíîðåøàåìûõ çàäà÷ ìî-æåò ïðåâûñèòü ãðàíèöû ëþáûõ ôèçè÷åñêèõ âîçìîæíîñòåé. Äëÿ ôóíêöèé ñ âðåìåíí�îéñëîæíîñòüþ 10n, 2n2, n3, 2n è n! òàáëèöà 6.1 ïîêàçûâàåò, ñêîëüêî îïåðàöèé äîëæíî



6.3 Êëàññû ñëîæíîñòè. Êëàññ P 185Òàáëèöà 6.1.
n 10 50 100 300

f(n)10n 100 500 1000 3000
2n2 200 5000 20 000 180 000
n3 1000 125 000 1 000 000 27 000 000
2n 1024 16 öèôð 31 öèôð 91 öèôð
n! ≈ 3.6 · 106 65 öèôð 158 öèôð 615 öèôðáûòü âûïîëíåíî íàä âõîäíûìè ñëîâàìè äëèíû 10, 50, 100 è 300. Íåêîòîðûå ÷èñëà âêëåòêàõ òàáëèöû ñëèøêîì âåëèêè � è íàì ïðèõîäèòñÿ âìåñòî òî÷íûõ çíà÷åíèé çàïè-ñûâàòü èõ äëèíó.Ïóñòü ó íàñ åñòü ÏÊ, âûïîëíÿþùèé 106 îïåðàöèé â ñåêóíäó. Òîãäà íåêîòîðûé àë-ãîðèòì A ñ âðåìåíí�îé ñëîæíîñòüþ TimeA(n) = n3 ìîæåò âû÷èñëÿòü ðåçóëüòàòû äëÿâõîäíûõ äàííûõ, äëèíà êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò n = 300, â ïðåäåëàõ 3 ñåêóíä. Åñëèæå TimeA(n) = 2n, òî A òðåáóåò äëÿ âõîäíûõ ñëîâ äëèíû 50 áîëåå ÷åì 3 ëåò, à äëÿ

n = 100 � áîëåå ÷åì 3 · 1015 ëåò âû÷èñëåíèé. Ñðàâíèâàÿ çíà÷åíèÿ 2n è n! äëÿ ðåàëü-íûõ ðàçìåðîâ âõîäíûõ äàííûõ � ìåæäó 100 è 300 � ñ ïðåäïîëàãàåìûì ÷èñëîì ñåêóíä,ïðîøåäøèõ ñ ìîìåíòà Áîëüøîãî Âçðûâà (÷èñëîì, ñîñòîÿùèì èç 21 öèôðû), ìû ïî-ëó÷àåì, ÷òî âûïîëíåíèå àëãîðèòìîâ ýêñïîíåíöèàëüíîé ñëîæíîñòè ñ òàêèìè äàííûìèïðåâûøàåò ëþáûå ãðàíèöû ôèçè÷åñêèõ âîçìîæíîñòåé.Áîëåå òîãî, ìû îáðàùàåì âíèìàíèå íà ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ôóíêöèé n3 è 2n. Åñëè
t � âðåìÿ, êîòîðîå ìû ìîæåì ïîòðàòèòü íà îæèäàíèå ðåçóëüòàòà, òî ðàçðàáîòêà áîëååìîùíîãî êîìïüþòåðà � êîòîðûé âûïîëíÿåò â äâà ðàçà áîëüøå êîìàíä çà åäèíèöóâðåìåíè � ïðèíåñ¼ò ñëåäóþùèå óëó÷øåíèÿ.
• Äëÿ àëãîðèòìà, âûïîëíÿþùåãîñÿ çà âðåìÿ n3, ðàçìåð ëåãêîðåøàåìûõ âõîäíûõ äàí-íûõ ìîæåò áûòü óâåëè÷åí ïóò¼ì óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòó 3

√
2, ñ t1/3 äî 3

√
2 · t1/3 �ò. å. ìîæíî îáðàáàòûâàòü â 3

√
2 ðàç áîëåå äëèííûå ðàçìåðû âõîäíûõ äàííûõ, ÷åìðàíåå.

• Îäíàêî äëÿ àëãîðèòìà, âûïîëíÿþùåãîñÿ çà âðåìÿ 2n, ðàçìåð ëåãêîðåøàåìûõ âõîä-íûõ äàííûõ ìîæåò áûòü óâåëè÷åí òîëüêî íà 1 áèò.Èòàê, àëãîðèòìû ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé âðåìåíí�îé ñëîæíîñòüþ íåëüçÿ ñ÷èòàòü ïðàê-òè÷åñêè ïðèìåíèìûìè, à àëãîðèòìû ñ ïîëèíîìèàëüíîé âðåìåíí�îé ñëîæíîñòüþ (O(nc)äëÿ ìàëûõ c) � ìîæíî. Ïîýòîìó ëþáàÿ ïðîáëåìà, íå ïðèíàäëåæàùàÿ êëàññó TIME(2n),ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ òðóäíîðåøàåìîé (íå ðàçðåøèìîé íà ïðàêòèêå), à ëþáàÿ ïðèíàäëå-æàùàÿ TIME(n3) � ëåãêîðåøàåìîé (ðàçðåøèìîé).Êàê óæå óïîìèíàëîñü, îñíîâíûìè öåëÿìè òåîðèè ñëîæíîñòè ÿâëÿþòñÿíàéòè ôîðìàëüíîå îïèñàíèå êëàññà ëåãêîðåøàåìûõ ïðîáëåì (ðàçðåøèìûõ íàïðàêòèêå);ðàçðàáîòàòü ìåòîäû êëàññèôèêàöèè àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðîáëåì � ñîãëàñíî èõïðèíàäëåæíîñòè ê ñïåöèàëüíûì ïîäêëàññàì ýòîãî êëàññà.



186 6 Òåîðèÿ ñëîæíîñòèÏåðâûå ïîïûòêè ïîèñêà ðàöèîíàëüíîé äåòàëèçàöèè èíòóèòèâíîãî ïîíÿòèÿ ëåãêîðåøà-åìûõ çàäà÷ ïðèâåëè ê ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ.10 Â äàëüíåéøåì ëþáîé àëãîðèòì A ñâðåìåíí�îé ñëîæíîñòüþ TimeA(n) ∈ O(nc) äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû c áóäåì íàçûâàòüïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�ûì àëãîðèòìîì. Èòàê,ïðîáëåìà ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé íà ïðàêòèêå (ëåãêîðåøàåìîé), åñëè è òîëüêîåñëè ñóùåñòâóåò ðåøàþùèé å¼ ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåííîé àëãîðèòì. Êëàñññëîæíîñòè P � ýòî êëàññ ëåãêîðåøàåìûõ ïðîáëåì ïðèíàäëåæíîñòè.Ïðèâåä¼ì äâå ïðè÷èíû òîãî, ÷òî ìû îáúåäèíÿåì ðàññìîòðåíèå ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�ûõ âû÷èñëåíèé ñ èíòóèòèâíûì ïîíÿòèåì ïðàêòè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè.
• Ïåðâàÿ ïðè÷èíà � ïîäõîä ê ïðàêòè÷åñêîé âûïîëíèìîñòè, îñíîâàííûé íà íàøåìîïûòå. Ìû óæå îòìå÷àëè, ÷òî àëãîðèòìû, èìåþùèå ýêñïîíåíöèàëüíóþ ñëîæíîñòü,íå ÿâëÿþòñÿ ïðàêòè÷åñêè âûïîëíèìûìè, à ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�ûå àëãîðèòìûñ ìàëîé ñòåïåíüþ ïîëèíîìîâ � ÿâëÿþòñÿ. Íî ÷òî ìîæíî ñêàçàòü î òàêîì âðåìåíèâûïîëíåíèÿ, êàê n1000? Êîíå÷íî, àëãîðèòì ñ âðåìåíí�îé ñëîæíîñòüþ n1000 âðÿä ëèìîæåò áûòü ïîëåçåí � ïîñêîëüêó n1000 > 2n äëÿ âñåõ ïðèåìëåìûõ äëèí âõîäíûõäàííûõ n.Îäíàêî îïûò äîêàçàë äîïóñòèìîñòü ðàññìîòðåíèÿ ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�ûõ âû-÷èñëåíèé êàê ëåãêîðåøàåìûõ. Ïî÷òè âî âñåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà äëÿ íåêîòîðîé àëãîðèò-ìè÷åñêîé ïðîáëåìû, ïðåæäå êàçàâøåéñÿ òðóäíîé, áûëè íàéäåíû ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�ûå àëãîðèòìû � çàîäíî áûëî ïîëó÷åíî íåêîòîðîå êëþ÷åâîå ïðîíèêíîâåíèåâ ñóòü ñàì�îé ïðîáëåìû, áûëè îïèñàíû íîâûå èäåè äëÿ å¼ ðåøåíèÿ. Âñ¼ ýòî äàëîïîëîæèòåëüíûå ðåçóëüòàòû è ¾â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè¿: áëàãîäàðÿ òàêèì íîâûìçíàíèÿì áûëè ðàçðàáîòàíû íîâûå ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�ûå àëãîðèòìû � ñî ñòå-ïåíüþ ïîëèíîìà íèæå, ÷åì ðàíüøå.Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî èçâåñòíî òîëüêî íåñêîëüêî èñêëþ÷åíèé � ïðèìåðîâ íåòðèâè-àëüíûõ çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ ëó÷øèé ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåííîé àëãîðèòì íå ÿâëÿ-åòñÿ ïðèãîäíûì íà ïðàêòèêå.
• À âòîðàÿ ïðè÷èíà èìååò òåîðåòè÷åñêóþ ïðèðîäó. Ëþáîå îïðåäåëåíèå êëàññà âàæ-íûõ ïðîáëåì äîëæíî áûòü ñòîëü ¾æ¼ñòêèì¿, ÷òîáû îïèñàííûé êëàññ ÿâëÿëñÿ áûèíâàðèàíòîì îòíîñèòåëüíî âñåõ ïðèåìëåìûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìîäåëåé. Ìû íå ìî-æåì äîïóñòèòü òîãî, ÷òîáû ïðîáëåìà áûëà ëåãêîðåøàåìîé äëÿ íåêîòîðîãî ÿçûêàïðîãðàììèðîâàíèÿ (íàïðèìåð, äëÿ ßâû) � íî íå äëÿ MMT. À ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿìîãëà áû âîçíèêíóòü, åñëè áû ìû îïðåäåëèëè â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà ëåãêî ðåøà-åìûõ çàäà÷ TIME(n6). Êëþ÷åâûì ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îòíîñèòåëüíî âñåõïðèåìëåìûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìîäåëåé êëàññ P è ÿâëÿåòñÿ æ¼ñòêèì � â îïèñàííîìçäåñü ñìûñëå.Äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ îñíîâàíî íà îïðåäåëåíèè ïîëèíîìèàëü-íî-âðåìåíí�îé ñâîäèìîñòè äëÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ìîäåëåé. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ìîäåëü

A ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèìà ïî âðåìåíè ê âû÷èñëèòåëüíîé ìîäåëè B, åñëè ñóùå-ñòâóåò íåêîòîðûé ïîëèíîì p, òàêîé ÷òî äëÿ êàæäîãî àëãîðèòìà A ∈ A ñóùåñòâóåòàëãîðèòì B ∈ B, êîòîðûé ðåøàåò òó æå ñàìóþ ïðîáëåìó, ÷òî è A, ïðè÷¼ì
TimeB(n) ∈ O(p(TimeA(n))).

10 Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òàêàÿ äåòàëèçàöèÿ àëãîðèòìè÷åñêîé ëåãêîðåøàåìîñòè íå ïðèíÿòà âïîäîáíîé îãðàíè÷åííîé ôîðìå � ìû ïðèâåä¼ì áîëåå ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå ýòîé òåìû âñëåäóþùåé ãëàâå.



6.4 Íåäåòåðìèíèðîâàííûå ìåðû ñëîæíîñòè 187Åñëè ðàññìàòðèâàòüA êàê êëàññ ìàøèí Òüþðèíãà, à B � êàê êëàññ ìíîãîëåíòî÷íûõìàøèí Òüþðèíãà, òî âîçìîæíîñòü ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�îé ñâîäèìîñòè A ê B ñïîëèíîìîì p(n) = n áûëà ïîêàçàíà â ëåììå 4.11.Ôàêòè÷åñêè, äëÿ âñåõ ïàð ïðèåìëåìûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìîäåëåé èçâåñòíûåïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�ûå ñâîäèìîñòè ðàáîòàþò ñ ôóíêöèåé p(n) ∈ O(n3). Èòàê,åñëè ìû ðàçðàáîòàåì íåêîòîðûé ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåííîé àëãîðèòì äëÿ íåêîòî-ðîé ïðîáëåìû U â âèäå ïðîãðàììû íà ßâå � òî ñóùåñòâóåò è ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåííîé àëãîðèòì ðåøåíèÿ U â ëþáîì ïðèåìëåìîì ôîðìàëèçìå. Ñ äðóãîé ñòîðî-íû, åñëè äîêàçàòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ìàøèíû Òüþðèíãà, äîïóñêàþùåé çàäàííûéÿçûê L è ðàáîòàþùåé çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, � òî ìîæíî áûòü óâåðåííûì, ÷òîíå ñóùåñòâóåò è ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�îé êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû, ðàñïîçíàþ-ùåé L. Èòàê, îïèñàííîå çäåñü ¾ñâîéñòâî æ¼ñòêîñòè¿ î÷åíü âàæíî � îíî òðåáóåòñÿäëÿ ëþáîé îáîñíîâàííîé ñïåöèôèêàöèè êëàññà ëåãêîðåøàåìûõ çàäà÷.Óïðàæíåíèå 6.30. Ïðèìåíèòå ëåììó 4.13 äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåãî óòâåðæäå-íèÿ. Äëÿ êàæäîé MMT A, èìåþùåé âðåìåíí�óþ ñëîæíîñòü TimeA(n) ≥ n, ñóùåñòâóåòýêâèâàëåíòíàÿ MT B, òàêàÿ ÷òî
TimeB(n) ∈ O((TimeA(n))2).6.4 Íåäåòåðìèíèðîâàííûå ìåðû ñëîæíîñòèÍåäåòåðìèíèðîâàííûå ìàøèíû Òüþðèíãà ìîãóò èìåòü ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ âû÷èñ-ëåíèé íàä îäíèì âõîäîì11 � è ñëîæíîñòü ýòèõ âû÷èñëåíèé ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííîðàçëè÷íîé. Êàê æå îïðåäåëèòü ñëîæíîñòü íåäåòåðìèíèðîâàííîé ìàøèíû Òüþðèíãà(íåäåòåðìèíèðîâàííîãî àëãîðèòìà) M íàä íåêîòîðûì âõîäîì w? Ïðè íåäåòåðìèíèðî-âàííîé ðàáîòå ìû ïðèäåðæèâàåìñÿ ¾îïòèìèñòè÷åñêîãî¿ âçãëÿäà � ñ÷èòàåì, ÷òî íåäå-òåðìèíèðîâàííàÿ ìàøèíà âñåãäà äåëàåò ¾ëó÷øèé¿ âûáîð èç âñåõ âîçìîæíûõ. Ëó÷øèéâûáîð â äàííîì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåò íå òîëüêî òî, ÷òî îí â äàëüíåéøåì îáåñïå÷èòêîððåêòíîå ðåøåíèå � íî òàêæå è òî, ÷òî ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèé â èòîãå ïîëó÷èò-ñÿ ìèíèìàëüíî âîçìîæíîé. Èíòåðïðåòèðóÿ íåäåòåðìèíèçì ýòèì îïòèìèñòè÷åñêèìñïîñîáîì, ìîæíî îïðåäåëèòü ñëîæíîñòü ðàáîòû íåäåòåðìèíèðîâàííîãî àëãîðèòìà Míàä âõîäîì w êàê ñëîæíîñòü íàèáîëåå ýôôåêòèâíîãî âû÷èñëåíèÿ M íàä w, äàþùåãîâåðíûé ðåçóëüòàò. Ïîýòîìó äàëåå äëÿ ïðîáëåì ïðèíàäëåæíîñòè (ïðîáëåì ðàñïîçíàâà-íèÿ ÿçûêîâ) ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü âû÷èñëåíèÿ ñëîæíîñòè òîëüêî íàä òåìè âõîäàìè,êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ÿçûêó.Îïðåäåëåíèå 6.31. Ïóñòü M � íåêîòîðàÿ íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà,ëèáî íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ìíîãîëåíòî÷íàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà. Ïóñòü x ∈ L(M) ⊆

Σ∗.Ñëîæíîñòü ïî âðåìåíè M íàä x, TimeM(x) � ýòî äëèíà ñàìîãî êîðîòêîãîäîïóñêàþùåãî âû÷èñëåíèÿ ìàøèíû M íàä ñëîâîì x.Ñëîæíîñòü ïî âðåìåíè M � ýòî ôóíêöèÿ TimeM : IN0 → IN0, îïðåäåë¼ííàÿ êàê
TimeM(n) = max{TimeM (x) | x ∈ L(M) ∩ Σn}.

11 Äàæå áåñêîíå÷íîå (íî ñ÷¼òíîå) ìíîæåñòâî âû÷èñëåíèé.



188 6 Òåîðèÿ ñëîæíîñòèÏóñòü C = C1, C2, . . . , Cm � íåêîòîðîå äîïóñêàþùåå âû÷èñëåíèå ìàøèíû M íàäñëîâîì x, à SpaceM (Ci) � ñëîæíîñòü ïî ïàìÿòè êîíôèãóðàöèè Ci. Îïðåäåëèì
SpaceM(C) = max{SpaceM (Ci) | i = 1, 2, . . . , m}.Ñëîæíîñòü ïî ïàìÿòè ìàøèíû M íàä x �

SpaceM(x) = min{SpaceM (C) | C � äîïóñêàþùååâû÷èñëåíèå M íàä x}.Ñëîæíîñòü ïî ïàìÿòè M � ôóíêöèÿ SpaceM : IN0 → IN0, îïðåäåë¼ííàÿ êàê
SpaceM(n) = max{SpaceM (x) | x ∈ L(M) ∩ Σn}.Îïðåäåëåíèå 6.32. Äëÿ âñåõ ôóíêöèé f, g : IN0 → IR+ îïðåäåëèì

NTIME(f) = {L(M) | M � íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ MMT,ïðè÷¼ì T imeM(n) ∈ O(f(n))},
NSPACE(g) = {L(M) | M � íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ MMTïðè÷¼ì SpaceM (n) ∈ O(g(n))},

NLOG = NSPACE(log2 n),

NP =
⋃

c∈IN0

NTIME(nc),

NPSPACE =
⋃

c∈IN0

NSPACE(nc).Ðàññìîòðèì îòíîøåíèÿ ìåæäó ñëîæíîñòüþ ïî âðåìåíè è ïî ïàìÿòè äëÿ íåäåòåð-ìèíèðîâàííîãî ñëó÷àÿ. Îòìåòèì, ÷òî ýòè îòíîøåíèÿ � òàêèå æå, êàê è â äåòåðìèíè-ðîâàííîì ñëó÷àå, ò. å. àíàëîãè÷íû ëåììå 6.16 è òåîðåìå 6.26.Ëåììà 6.33. Äëÿ âñåõ ïàð êîíñòðóêòèâíûõ ïî ïàìÿòè ôóíêöèé t è s:(a)NTIME(t) ⊆ NSPACE(t),(b) NSPACE(s) ⊆ NTIME(cs(n)) äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû c.Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì (a), à ïîòîì (b).(a) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî L ∈ NTIME(t) � ò. å. ñóùåñòâóåò íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ MMT
M , òàêàÿ ÷òî äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû d è âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n âûïîëíåíûóñëîâèÿ

L(M) = L è TimeM (n) ≤ d · t(n).Îòñþäà äëÿ êàæäîãî äîñòàòî÷íî äëèííîãî ñëîâà x ∈ L(M) ñóùåñòâóåò äîïóñêà-þùåå âû÷èñëåíèå Cx ìàøèíû M íàä x, äëèíà êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò d · t(|x|).Ïîñêîëüêó M çà d · t(n) øàãîâ ìîæåò ïîñåòèòü íå áîëåå, ÷åì d · t(n) ÿ÷ååê ëåíòû,ìû ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî
SpaceM (Cx) ≤ d · t(|x|).Èòàê,

SpaceM (n) ≤ d · t(n)äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n � ïîýòîìó L ∈ NSPACE(t).



6.4 Íåäåòåðìèíèðîâàííûå ìåðû ñëîæíîñòè 189(b)Ïóñòü L ∈ NSPACE(s), à s � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, êîíñòðóêòèâíàÿ ïî ïàìÿòè. Òîãäàñóùåñòâóåò íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ MMT A, òàêàÿ ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ êîíñòàíòû dè âñåõ äîñòàòî÷íî äëèííûõ ñëîâ x ∈ L(A) = L âûïîëíåíû óñëîâèÿ
L = L(M) è SpaceA(x) ≤ d · s(|x|).Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî äëèííûõ ñëîâ x ∈ L(A) ñóùåñòâóåò äîïóñ-êàþùåå âû÷èñëåíèå Cx, òàêîå ÷òî

SpaceA(Cx) ≤ d · s(|x|).Ïóñòü Cx � íàèáîëåå êîðîòêîå äîïóñêàþùåå âû÷èñëåíèå ìàøèíû A íàä ñëîâîì x,îáëàäàþùåå ñôîðìóëèðîâàííûì ñâîéñòâîì. Èñïîëüçóÿ òîò æå àðãóìåíò, ÷òî è âäîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 6.26, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ôàêò: äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íîäëèííûõ x ∈ L(A) ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà k, òàêàÿ ÷òî äëèíà âû÷èñëåíèÿ Cx íåïðåâîñõîäèò çíà÷åíèÿ
|InConfA(|x|)| ≤ kd·s(|x|).Åñëè áû äëèíà âû÷èñëåíèÿ Cx áûëà áîëüøå, ÷åì |InConfA(|x|)|, òî ñóùåñòâîâàëèáû i, j ∈ IN, i 6= j, òàêèå ÷òî

Cx = C1, C2, . . . , Ci−1, Ci, Ci+1, . . . , Cj , Cj+1, . . . , Cm� ïðè÷¼ì Ci è Cj áûëè áû îäèíàêîâû. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
C′

x = C1, C2, . . . , Ci−1, Ci, Cj+1, . . . , Cmòàêæå ÿâëÿëàñü áû äîïóñêàþùèì âû÷èñëåíèåì ìàøèíû A íàä ñëîâîì x. Ïðè ýòîì,ïîñêîëüêó C′
x êîðî÷å, ÷åì Cx, ìû ïîëó÷èëè áû ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì îòîì, ÷òî Cx � íàèáîëåå êîðîòêîå äîïóñêàþùåå âû÷èñëåíèå ìàøèíû A íàä ñëîâîì

x, òàêîå ÷òî SpaceA(Cx) ≤ d · s(|x|).Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî äîñòàòî÷íî äëèííîãî ñëîâà x ∈ L(A) ñóùåñòâóåò äî-ïóñêàþùåå âû÷èñëåíèå ìàøèíû A, äëèíà êîòîðîãî íå ïðåâûøàåò çíà÷åíèÿ
kd·s(|x|) = cs(|x|)� ãäå c = kd äëÿ âûáðàííûõ ðàíåå êîíñòàíò k è d. Èòàê,

TimeA(n) ∈ O(cs(n)),è L ∈ NTIME(cs(n)). utÓïðàæíåíèå 6.34. Ïóñòü M � íåêîòîðàÿ íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ MMT, òàêàÿ ÷òî
TimeM (n) ≤ t(n) äëÿ íåêîòîðîé êîíñòðóêòèâíîé ïî âðåìåíè ôóíêöèè t. Äîêàæèòå,÷òî ñóùåñòâóåò íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ MMT A, äëÿ êîòîðîé:
• L(A) = L(M);
• ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà d, òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáîãî w ∈ Σ∗ äëèíà êàæäîãî âû÷èñëåíèÿìàøèíû A íàä w íå ïðåâîñõîäèò d · t(|w|).Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò ôóíäàìåíòàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ðàçëè÷íû-ìè âàðèàíòàìè èçìåðåíèÿ ñëîæíîñòè â äåòåðìèíèðîâàííîì è íåäåòåðìèíèðîâàííîìñëó÷àÿõ.



190 6 Òåîðèÿ ñëîæíîñòèÒåîðåìà 6.35. Äëÿ êàæäûõ ôóíêöèè t : IN0 → IR+ è êîíñòðóêòèâíîé ïî ïàìÿòè èïî âðåìåíè ôóíêöèè s : IN0 → IN0, òàêîé ÷òî s(n) ≥ log2 n:(a)TIME(t) ⊆ NTIME(t);(b) SPACE(t) ⊆ NSPACE(t);(c) NTIME(s(n)) ⊆ SPACE(s(n)) ⊆ ⋃
c∈IN0

TIME(cs(n)).Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèÿ (a) è (b) î÷åâèäíû � ïîñêîëüêó êàæäàÿMMT ÿâëÿåòñÿîäíîâðåìåííî íåäåòåðìèíèðîâàííîé MMT. Âêëþ÷åíèå
SPACE(s(n)) ⊆

⋃

c∈IN0

TIME(cs(n))áûëî äîêàçàíî â òåîðåìå 6.26. Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ (c) äîñòàòî÷íîïîêàçàòü, ÷òî
NTIME(s(n)) ⊆ SPACE(s(n)).Ïóñòü L ∈ NTIME(s(n)), ò. å. ñóùåñòâóåò íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ k-ëåíòî÷íàÿ-MT

M = (Q, Σ, Γ, δM , q0, qaccept, qreject), òàêàÿ ÷òî
L = L(M) è TimeM (n) ∈ O(s(n)).Î÷åâèäíî, ÷òî çíà÷åíèå

r = rM = max{|δM (U)| | U = (q, a, b1, . . . , bk) ∈ Q × (Σ ∪ {¢, $})× Γ k}ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíèöåé ÷èñëà ðàçëè÷íûõ âîçìîæíûõ äåéñòâèé ìàøèíû M â ëþáîéêîíôèãóðàöèè. Ïóñòü TM,x � äåðåâî âû÷èñëåíèé ìàøèíû M íàä âõîäîì x ∈ Σ∗. Åñëèóïîðÿäî÷èòü íåäåòåðìèíèðîâàííûå àëüòåðíàòèâû δM äëÿ êàæäîãî íàáîðà àðãóìåíòîâ
U , òî ìîæíî ïîìåòèòü èõ ÷èñëàìè 1, 2, . . . , r, ñîîòâåòñòâóþùèìè äóãàì äåðåâà TM,x(ðèñ. 6.1). Òàêèì ïóò¼ì ìû äëÿ ëþáîãî âû÷èñëåíèÿ ìàøèíû M íàä x ñ l íåäåòåðìèíè-ðîâàííûìè âàðèàíòàìè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåì ñëîâî

z = z1z2 . . . zl ∈ {1, 2, . . . , r}∗.Èòàê, íà îñíîâå çàäàííûõ ìàøèíû M è âõîäíîãî ñëîâà x ïîñëåäîâàòåëüíîñòü z:
• ëèáî îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ïðåôèêñ íåêîòîðûõ âû÷èñëåíèé M íàä ñëîâîì x (íà-ïðèìåð, ñëîâî z = r322 äëÿ äåðåâà TM,x, ïðèâåä¼ííîãî íà ðèñ. 6.1, îïðåäåëÿåò òàêîéïðåôèêñ âû÷èñëåíèé, â êîòîðîì ìû âûáèðàåì r-þ âîçìîæíîñòü äëÿ ïåðâîãî âûáî-ðà, 3-þ âîçìîæíîñòü äëÿ âòîðîãî âûáîðà, 2-þ âîçìîæíîñòü äëÿ òðåòüåãî âûáîðà è

2-þ âîçìîæíîñòü äëÿ ÷åòâ¼ðòîãî âûáîðà);
• ëèáî ÿâëÿåòñÿ áåññìûñëèöåé (íàïðèìåð, íèêàêîå âû÷èñëåíèå èç ïðèâåä¼ííûõ íàðèñ. 6.1 íå ñîîòâåòñòâóåò íèêàêîìó ñëîâó âèäà z = 24 . . . � ïîñêîëüêó â äàííîìñëó÷àå íå ñóùåñòâóåò 4-é âîçìîæíîñòè äëÿ âòîðîãî âûáîðà).Ñîãëàñíî óïðàæíåíèþ 6.34, ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòû d, ÷òî âñå âû÷èñëåíèÿìàøèíû M íàä âõîäîì w èìåþò äëèíó, íå ïðåâûøàþùóþ d · s(|w|). Ñëåäîâàòåëüíî,íèêàêîå âû÷èñëåíèå ìàøèíû M íàä w íå èñïîëüçóåò áîëåå ÷åì d·s(|w|) åäèíèö ïàìÿòè.Òåïåðü îïèøåì (k +2)-ëåíòî÷íóþ ìàøèíó Òüþðèíãà A, ìîäåëèðóþùóþ âñå âû÷èñ-ëåíèÿ ìàøèíû M , äëèíà êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò |InConfM (n)|. Äëÿ êàæäîãî âõîäà
w ∈ Σ∗ ìàøèíà A ðàáîòàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Ðèñ. 6.1.1. A çàïèñûâàåò ñëîâî 0s(|w|) íà (k + 2)-þ ëåíòó.2. A çàïèñûâàåò ñëîâî 0d·s(|w|) íà (k + 1)-þ ëåíòó è ñòèðàåò ñîäåðæèìîå (k + 2)-éëåíòû.3. A ïîñëåäîâàòåëüíî ãåíåðèðóåò âñå ñëîâà z ∈ {1, 2, . . . , rM}∗, äëèíà êîòîðûõ íå ïðå-âîñõîäèò d · s(|w|). Ýòè ñëîâà ãåíåðèðóþòñÿ â êàíîíè÷åñêîì ïîðÿäêå íà (k + 2)-éëåíòå. Äëÿ êàæäîãî ñãåíåðèðîâàííîãî ñëîâà z ìàøèíà A ñ ïîìîùüþ ñâîèõ k ïåð-âûõ ðàáî÷èõ ëåíò ìîäåëèðóåò ñîîòâåòñòâóþùåå âû÷èñëåíèå ìàøèíû M íàä ñëîâîì
w � åñëè òàêîå âû÷èñëåíèå ñóùåñòâóåò. Åñëè M äîñòèãàåò ñâîåãî äîïóñêàþùåãî ñî-ñòîÿíèÿ â êàêîì-ëèáî èç ñìîäåëèðîâàííûõ âû÷èñëåíèé, òî A äîïóñêàåò w. Åñëèæå âñå ñìîäåëèðîâàííûå âû÷èñëåíèÿ ìàøèíû M íå ÿâëÿþòñÿ äîïóñêàþùèìè (ò. å.íè â îäíîì èç ýòèõ âû÷èñëåíèé íå äîñòèãàåòñÿ ñîñòîÿíèå qaccept), òî M îòêëîíÿåò
w.Äëèíà ëþáîãî âû÷èñëåíèÿ ìàøèíû M íà âõîäàõ äëèíû n îãðàíè÷åíà çíà÷åíèåì

d · s(n), ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî òàêîãî âõîäà w ìàøèíà A ïðîâåðÿåò âñå âû÷èñëåíèÿìàøèíû M íàä w � ñëåäîâàòåëüíî, L(A) = L(M). Ïîñêîëüêó SpaceM (n) ≤ TimeM (n),ìû ïîëó÷àåì, ÷òî SpaceM (n) ≤ d · s(n) � è ïîýòîìó ìàøèíà A íèêîãäà íå èñïîëüçóåòáîëåå ÷åì SpaceM (n) ≤ d · s(n) ÿ÷ååê íà ïåðâûõ k ðàáî÷èõ ëåíòàõ. À íà (k + 1)-é ëåíòåäëÿ ñëîâà Od·s(|w|) èñïîëüçóåòñÿ â òî÷íîñòè d·s(n) ÿ÷ååê. Òî æå ñàìîå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ
(k + 2)-é ëåíòû, êîòîðàÿ âî âðåìÿ ìîäåëèðîâàíèÿ âñåãäà ñîäåðæèò îäíî ñëîâî ÿçûêà
{1, 2, . . . , r}∗, èìåþùåå äëèíó, íå ïðåâîñõîäÿùóþ d · s(n). Èòàê,

SpaceA(n) ≤ d · s(n).Ïîñëåäíèé ôàêò çàêàí÷èâàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.35. utÑëåäñòâèå 6.36.
NP ⊆ PSPACE



192 6 Òåîðèÿ ñëîæíîñòèÓïðàæíåíèå 6.37. Ïðîàíàëèçèðóéòå âðåìåíí�óþ ñëîæíîñòü (k +2)-ëåíòî÷íîé ìàøè-íû Òüþðèíãà A, îïèñàííîé â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 6.35.Ê ñîæàëåíèþ, íåèçâåñòíî áîëåå ýôôåêòèâíîãî äåòåðìèíèðîâàííîãî ìîäåëèðîâà-íèÿ íåäåòåðìèíèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ êðîìå ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ âñåõâû÷èñëåíèé íåäåòåðìèíèðîâàííîãî àëãîðèòìà ñ çàäàííûì âõîäîì. Ìû ýòî óæå ðàñ-ñìàòðèâàëè âûøå: â îäíîì èç ñëó÷àåâ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 6.35 � ãäå ìû âûïîë-íÿëè ïîèñê â øèðèíó â äåðåâå âû÷èñëåíèé, à òàêæå â òåîðåìå 4.27 � ïðè ïîèñêå âãëóáèíó. Îáà ýòè âàðèàíòà ìîäåëèðîâàíèÿ òðåáóþò, âîîáùå ãîâîðÿ, ýêñïîíåíöèàëüíî-ãî âðåìåíè ðàáîòû � ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî øàãîâ âû÷èñëåíèÿ ìîæåò ýêñïîíåíöèàëüíîçàâèñåòü îò ãëóáèíû äåðåâà âû÷èñëåíèé. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ áîëüøèíñòâî èññëåäîâà-òåëåé ïðåäïîëàãàþò, ÷òî íå ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòè ìîäåëèðîâàíèÿ íåäåòåðìèíèçìàc ðîñòîì âðåìåíí�îé ñëîæíîñòè, ïîëèíîìèàëüíî çàâèñÿùèì îò äëèíû âõîäà, � íî íèêòîíå ìîæåò äîêàçàòü, ÷òî òàêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äåéñòâèòåëüíî íå ñóùåñòâóåò.12Óïðàæíåíèå 6.38. Îöåíèòå âðåìåíí�óþ ñëîæíîñòü äåòåðìèíèðîâàííîé MMT, ðàñ-ñìîòðåííîé â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4.27, � ò. å. îöåíèòå âðåìåíí�óþ ñëîæíîñòü ïîèñêàâ øèðèíó äåòåðìèíèðîâàííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íåäåòåðìèíèçìà.Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà çíàêîìèò ñ íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì èç èçâåñòíûõ âèäîì ìîäå-ëèðîâàíèÿ íåäåòåðìèíèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà ñîáûòèé çà äåòåðìèíèðîâàííîå âðåìÿ.Îòìåòèì, ÷òî ýòî ìîäåëèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ñòîëü æå ýôôåêòèâíûì, êàê è ìîäåëèðîâà-íèå äåòåðìèíèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé çà äåòåðìèíèðîâàííîå âðåìÿ â òåî-ðåìå 6.26.Òåîðåìà 6.39.∗ Äëÿ êàæäîé êîíñòðóêòèâíîé ïî ïàìÿòè ôóíêöèè s, òàêîé ÷òî
s(n) ≥ log2 n, âûïîëíåíî ñëåäóþùåå:

NSPACE(s(n)) ⊆
⋃

c∈IN0

TIME(cs(n)).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M � íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ MMT, ó êîòîðîé
L(M) = L è SpaceM (n) ∈ O(s(n)).Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü ñëåäóþùåå.(a) Ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà d, òàêàÿ ÷òî äëÿ êàæäîãî âõîäà w ñëîæíîñòü ïî ïàìÿòè âñåõâû÷èñëåíèé ìàøèíû M íàä w íå ïðåâîñõîäèò

d · s(n).(b)Äëÿ êàæäîãî âõîäà w ∈ L(M) ó ìàøèíû M èìååòñÿ åäèíñòâåííàÿ äîïóñêàþùàÿêîíôèãóðàöèÿ
(qaccept, w, 0, λ, . . . , λ, 0)� ò. å. ïåðåä äîñòèæåíèåì ñîñòîÿíèÿ qaccept ìàøèíà M ñòèðàåò ñîäåðæàíèå âñåõñâîèõ ðàáî÷èõ ëåíò è óñòàíàâëèâàåò âñå ñâîè ãîëîâêè íà ëåâûé ãðàíè÷íûé ìàðêåð

¢.
12 Ýòà ïðîáëåìà ïîäðîáíî îáñóæäàåòñÿ â ñëåäóþùèõ äâóõ ãëàâàõ.



6.4 Íåäåòåðìèíèðîâàííûå ìåðû ñëîæíîñòè 193Ñîãëàñíî (a) è ëåììå 6.33, ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà c, òàêàÿ ÷òî äëÿ êàæ-äîãî âõîäà w ÷èñëî âñåõ ðàçëè÷íûõ êîíôèãóðàöèé ñ w íà âõîäíîé ëåíòå íå ïðåâûøàåòçíà÷åíèÿ
|InConf(|w|)| ≤ cs(|w|).Ðàñïîëîæèì âñå ýòè êîíôèãóðàöèè â êàíîíè÷åñêîì ïîðÿäêå � â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

C0, C1, . . . , C|InConf(|w|)|.Îïèøåì (äåòåðìèíèðîâàííóþ) MMT A, äîïóñêàþùóþ ÿçûê L(A) = L. Äëÿ êàæ-äîãî âõîäà w ìàøèíà A ðàáîòàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì.1. A ñîçäà¼ò ìàòðèöó ñìåæíîñòè M(w) îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G(w), ÷üè âåðøèíûÿâëÿþòñÿ |InConf(|w|)| êîíôèãóðàöèÿìè ñ w íà âõîäíîé ëåíòå, à ñëîæíîñòü ïîïàìÿòè îãðàíè÷åíà çíà÷åíèåì d · s(n). Ïðè ýòîì â îðãðàôå G(w) äóãà èç Ci â Cjïðèñóòñòâóåò â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà Ci |−−M Cj � ò. å. Cj ìîæåò áûòüäîñòèãíóòà èç Ci çà îäèí øàã âû÷èñëåíèÿ ìàøèíû M .2. Ïóñòü Ck � åäèíñòâåííàÿ äîïóñêàþùàÿ êîíôèãóðàöèÿ ìàøèíû M ñî ñëîâîì w íàâõîäíîé ëåíòå. Ïóñòü C0 � èíèöèàëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ ìàøèíû M íàä w. Î÷å-âèäíî, ÷òî M äîïóñêàåò w åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò ïóòü èç C0 â Ck â ãðàôå
G(w). Èñïîëüçóÿ êàêîé-íèáóäü ñòàíäàðòíûé ïîäõîä (íàïðèìåð, àëãîðèòì Ôëîéäà),
A ïðîâåðÿåò, äåéñòâèòåëüíî ëè âåðøèíà (êîíôèãóðàöèÿ) Ck äîñòèæèìà èç âåðøè-íû C0. Åñëè äîñòèæèìà, òî A äîïóñêàåò w, èíà÷å îòêëîíÿåò.Ðàâåíñòâî L(A) = L(M) î÷åâèäíî.Òåïåðü ïðîàíàëèçèðóåì âðåìåíí�óþ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà A. ×òîáû ñîçäàòü M(w),àëãîðèòì A äîëæåí âû÷èñëèòü

|InConf(|w|)| · |InConf(|w|)| ≤ cd·s(|w|) · cd·s(|w|) ≤ c2d·s(|w|)ýëåìåíòîâ mij ìàòðèöû M(w). ×òîáû îïðåäåëèòü êàæäûé ýëåìåíò mij , ìû äîëæíûñãåíåðèðîâàòü âåðøèíû (êîíôèãóðàöèè) Ci è Cj . Ëþáàÿ êîíôèãóðàöèÿ ìîæåò áûòüñãåíåðèðîâàíà çà âðåìÿ
d · s(|w|) · |InConf(|w|)| ≤ c2d·s(|w|).Çà âðåìÿ 2d · s(|w|) ìîæíî ïðîâåðèòü, ìîæíî ëè ïîëó÷èòü Cj èç Ci çà îäèí øàã âû÷èñ-ëåíèé M . Èòàê, âðåìåíí�àÿ ñëîæíîñòü ÷àñòè 1 âû÷èñëåíèé ìàøèíû A íå ïðåâîñõîäèòçíà÷åíèÿ

c2d·s(|w|) · (2c2d·s(|w|) + 2d · s(|w|)) ≤ c12d·s(|w|).Ïðîâåðêà ñóùåñòâîâàíèÿ ïóòè èç C0 â Ck in G(w) ìîæåò áûòü ïðîèçâåäåíà â ïðåäå-ëàõ ïîëèíîìèàëüíîãî âðåìåíè (îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèÿ |InConf(|w|)|): ìíîãîëåíòî÷íàÿìàøèíà Òüþðèíãà ìîæåò âûïîëíèòü ýòó çàäà÷ó çà O(|InConf(|w|)|4) øàãîâ. È, ïî-ñêîëüêó
(cd·s(|w|))4 = c4d·s(|w|),ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

TimeA(n) ∈ O(c12·d·s(n)).

ut



194 6 Òåîðèÿ ñëîæíîñòèÑëåäñòâèå 6.40.
NLOG ⊆ P è NPSPACE ⊆ EXPTIME.Íåìíîãî áîëåå ñëîæíûé âàðèàíò ïîèñêà â îðãðàôå G(w) âñåõ âîçìîæíûõ êîíôè-ãóðàöèé íàä ñëîâîì w äà¼ò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.13Òåîðåìà 6.41 (Ñàâè÷à).∗ Ïóñòü s � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, êîíñòðóêòèâíàÿ ïî ïà-ìÿòè, òàêàÿ ÷òî s(n) ≥ log2 n. Òîãäà

NSPACE(s(n)) ⊆ SPACE(s(n)2).Ñëåäñòâèå 6.42.
PSPACE = NPSPACE.Íàì äî ñèõ ïîð íåèçâåñòíî, ñóùåñòâóåò ëè óëó÷øåíèå êàêîãî-ëèáî èç îïèñàííûõ âû-øå âàðèàíòîâ äåòåðìèíèðîâàííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íåäåòåðìèíèðîâàííûõ âû÷èñëåíèé� ò. å. âàðèàíòû, êîòîðûå äàâàëè áû áîëåå ýôôåêòèâíîå ìîäåëèðîâàíèå. Ñëåäóþùàÿôóíäàìåíòàëüíàÿ èåðàðõèÿ êëàññîâ ñëîæíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíûõ âû÷èñëåíèé

DLOG ⊆ NLOG ⊆ P ⊆ NP ⊆ PSPACE ⊆ EXPTIMEôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ðåçóëüòàòîâ îïèñàííîãî âûøå ìîäåëèðîâà-íèÿ.Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ âêëþ÷åíèé îñòà¼òñÿ îòêðûòûì âîïðîñ, ÿâëÿåòñÿ ëèîíî ñîáñòâåííûì. Îäíàêî â ïðèâåä¼ííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (èåðàðõèè êëàññîâ ñëîæ-íîñòè) íåêîòîðûå âêëþ÷åíèÿ îáÿçàòåëüíî äîëæíû áûòü ñîáñòâåííûìè � ïîñêîëüêóñîáñòâåííûìè ÿâëÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ
DLOG ( PSPACE è P ( EXPTIME.Äâà ïîñëåäíèõ óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè ñëåäñòâèÿìè òåîðåì ýòîãî ðàçäåëà � è ìî-ãóò áûòü íàçâàíû òåîðåìàìè îá èåðàðõèè. Â òå÷åíèå ïîñëåäíèõ 30 ëåò ïðîâåðêà èñ-òèííîñòè âêëþ÷åíèé ôóíäàìåíòàëüíîé èåðàðõèè êëàññîâ ñëîæíîñòè áûëà è îñòà¼òñÿöåíòðàëüíîé íåðåø¼ííîé ïðîáëåìîé òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè.6.5 Êëàññ NP è ïðîâåðêà äîêàçàòåëüñòâÖåíòðàëüíàÿ îòêðûòàÿ ïðîáëåìà ôóíäàìåíòàëüíîé èåðàðõèè ñëîæíîñòè � ýòî îòíî-øåíèå ìåæäó êëàññàìè P è NP. Âîïðîñâåðíî ëè, ÷òî P = NP ? èëè æå P ( NP ?ÿâëÿåòñÿ ñàìîé èçâåñòíîé îòêðûòîé ïðîáëåìîé òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè � è äàæåâñåé ìàòåìàòèêè âîîáùå!Ñóùåñòâóåò ìíîãî ïðè÷èí äëÿ ñòîëü áîëüøîãî èíòåðåñà. Îäíà èç íèõ çàêëþ÷àåòñÿâ òîì, ÷òî ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà � à, ñëåäîâàòåëüíî, è êëàññ P,

13 Ýòîò âàðèàíò ïîèñêà ïðîèçâîäèòñÿ áåç ñîçäàíèÿ ãðàôà G(w) � ïîòîìó ÷òî äëÿ ýòîãî ïî-òðåáîâàëîñü áû ñëèøêîì ìíîãî ïàìÿòè.



6.5 Êëàññ NP è ïðîâåðêà äîêàçàòåëüñòâ 195� ñâÿçàíû ñ ïðàêòè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòüþ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû çíàåì áîëåå 4000àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðîáëåì â êëàññå NP, òàêèõ ÷òî íè äëÿ îäíîé èç íèõ íåò (äåòåð-ìèíèðîâàííûõ) àëãîðèòìîâ, ðàáîòàþùèõ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. È ïðî êàæäóþèç ýòè ïðîáëåì íàì õîòåëîñü áû çíàòü, ãäå èìåííî îíà íàõîäèòñÿ: â P èëè NP − P(ò. å. çà ïðåäåëàìè P). Äðóãàÿ ïðè÷èíà íàøåãî èíòåðåñà ê èçó÷åíèþ êëàññîâ P è NPñâÿçàíà ñ ôîðìàëüíûì äîêàçàòåëüñòâîì � êàê ôóíäàìåíòàëüíûì ïîíÿòèåì ìàòåìàòè-êè. Â íåêîòîðûõ ïðèëîæåíèÿõ âðåìåíí�àÿ ñëîæíîñòü äåòåðìèíèðîâàííûõ âû÷èñëåíèéñîîòâåòñòâóåò ñëîæíîñòè àëãîðèòìè÷åñêîãî ñîçäàíèÿ (àëãîðèòìè÷åñêîãî ïîèñêà) ìà-òåìàòè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà äàííîé òåîðåìû � â òî âðåìÿ êàê âðåìåíí�àÿ ñëîæíîñòüíåäåòåðìèíèðîâàííûõ âû÷èñëåíèé ñîîòâåòñòâóåò ñëîæíîñòè àëãîðèòìè÷åñêîé ïðîâåð-êè ïðàâèëüíîñòè çàðàíåå çàäàííîãî äîêàçàòåëüñòâà.Ïîýòîìó ñðàâíåíèå êëàññîâ P è NP ýêâèâàëåíòíî âîïðîñó¾ëåã÷å¿ ëè ïðîâåðêà äàííîãî ôîðìàëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà, ÷åì åãî ñîçäàíèå?À ãëàâíàÿ öåëü ýòîãî ðàçäåëà � ïîêàçàòü âçàèìîñâÿçü ìåæäó êëàññîì NP è àëãîðèò-ìè÷åñêîé ïðîâåðêîé äîêàçàòåëüñòâ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.Ñâÿçü ìåæäó âû÷èñëåíèÿìè è äîêàçàòåëüñòâàìè îïèøåì ñíà÷àëà èíòóèòèâíî.Ïóñòü C � íåêîòîðîå äîïóñêàþùåå âû÷èñëåíèå ìàøèíû Òüþðèíãà M íàä âõîäîì
x; ïðè ýòîì ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü C â êà÷åñòâå äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ
x ∈ L(M). Àíàëîãè÷íî, íåêîòîðîå îòêëîíÿþùåå âû÷èñëåíèå (äåòåðìèíèðîâàííîé) ìà-øèíû Òüþðèíãà M íàä âõîäîì x ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäå-íèÿ x /∈ L(M).Ïðèâåä¼ííàÿ èíòåðïðåòàöèÿ áëèçêà ê êëàññè÷åñêîìó âçãëÿäó íà ìàòåìàòè÷åñêèåäîêàçàòåëüñòâà. À èìåííî, åñëè ðàññìàòðèâàòü L êàê ÿçûê, êîòîðûé âêëþ÷àåò âñåâåðíûå òåîðåìû íåêîòîðîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè,14 � òî äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî
x ∈ L(M), ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì èñòèííîñòè (ñïðàâåäëèâîñòè, äîñòîâåðíîñòè)óòâåðæäåíèÿ x,15 à äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî x /∈ L(M), � äîêàçàòåëüñòâîì ëîæíî-ñòè x.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ÿçûê L = SAT, ãäå

SAT = {x ∈ (Σlogic)
∗ | x êîäèðóåò âûïîëíèìóþ ôîðìóëó â KHÔ}.Òîãäà óòâåðæäåíèÿ ¾Φ ∈ SAT¿ è ¾ôîðìóëà Φ âûïîëíèìà¿ ýêâèâàëåíòíû.Ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå ìåæäó íåäåòåðìèíèðîâàííûìè âû÷èñëåíèÿìè è ïðîâåðêîéêîððåêòíîñòè äîêàçàòåëüñòâ. Êàê ïðàâèëî, íåäåòåðìèíèðîâàííîå âû÷èñëåíèå íà÷èíà-åòñÿ ñ ïðåäïîëîæåíèÿ (óãàäûâàíèÿ âàðèàíòà) è ïðîäîëæàåòñÿ ïðîâåðêîé ïðàâèëüíî-ñòè ñäåëàííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ. Ïðè ýòîì óãàäûâàíèå âàðèàíòà îáû÷íî ïðîèçâîäèò-ñÿ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî íåäåòåðìèíèðîâàííîãî àëãîðèòìà, à ïðîâåðêà âàðèàíòà �ñ ïîìîùüþ äåòåðìèíèðîâàííîãî; íåêîòîðûå ïðèìåðû óæå áûëè ïðèâåäåíû ðàíåå. Âðàññìàòðèâàåìîì íàìè ñëó÷àå ïðåäïîëîæåíèåì ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå x ∈ L(M).Ïðîèëëþñòðèðóåì ïîñëåäíåå ðàññóæäåíèå ñ ïîìîùüþ ïðîáëåìû âûïîëíèìîñòè.Ðàññìîòðèì íåäåòåðìèíèðîâàííóþ ìàøèíó Òüþðèíãà M , ÿçûêîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ

L(M) = SAT. Äëÿ íåêîòîðîé ôîðìóëû Φ íàä n Áóëåâûìè ïåðåìåííûìè x1, . . . , xn ìà-øèíà M óãàäûâàåò êàêîé-ëèáî èç âîçìîæíûõ íàáîðîâ α1, . . . , αn çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ
x1, . . . , xn (èíûìè ñëîâàìè � êàêóþ-ëèáî èç âîçìîæíûõ ïîäñòàíîâîê); ýòî ïðîèñõîäèò
14 Òî÷íåå � ïðåäñòàâëåíèå âñåõ òàêèõ òåîðåì.
15 Íåêîòîðîå äîïóñêàþùåå âû÷èñëåíèå ìàøèíû M íàä âõîäîì x è ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîìäàííîãî ôàêòà.
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PSfrag replacements

x1=0 x1=1

x2=0x2=0 x2=1x2=1

xn=0xn=0 xn=1 xn=1 9>>=>>; äåòåðìèíèðîâàííàÿïðîâåðêà
... ......... . . .

9>>>>>>>>=>>>>>>>>; óãàäûâàíèå èïîäñòàíîâêà
− 2n øàãîâ âû÷èñëåíèÿ

TM,Φ

Ðèñ. 6.2.íà ïåðâûõ n øàãàõ âû÷èñëåíèÿ. Ïîñëå ýòîãî M âû÷èñëÿåò çíà÷åíèå Φ(α1, . . . , αn) � äëÿïðîâåðêè òîãî, ñîîòâåòñòâóåò ëè ïðåäïîëîæåííàÿ (óãàäàííàÿ) ïîäñòàíîâêà α1, . . . , αnôîðìóëå Φ (ðèñ. 6.2). Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé α1, . . . , αn óäîâëåòâîðÿåò ôîð-ìóëå Φ, è ïðè ýòîì ìû óæå çíàåì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè α1, . . . , αn� òî ìû ìîæåì ýôôåêòèâíî ñîçäàòü äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ ¾ôîðìóëà Φ âûïîë-íèìà¿; ýòî äîêàçàòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèåì çíà÷åíèÿ ôîðìóëû Φ äëÿ çíà÷åíèéàðãóìåíòîâ α1, . . . , αn. Âñëåäñòâèå ýòîãî16 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü α1, . . . , αn íàçûâàåòñÿñâèäåòåëüñòâîì � èëè äîêàçàòåëüñòâîì óòâåðæäåíèÿ ¾ôîðìóëà Φ âûïîëíèìà¿. Âðå-ìåíí�àÿ ñëîæíîñòü ìàøèíû M ÿâëÿåòñÿ ñóììîé âðåìåíí�îé ñëîæíîñòüþ óãàäûâàíèÿäîêàçàòåëüñòâà è âðåìåíí�îé ñëîæíîñòüþ åãî ïðîâåðêè. Ïîñêîëüêó ñëîæíîñòü óãàäûâà-íèÿ äîêàçàòåëüñòâà íå ïðåâûøàåò äëèíó âõîäà, ñëîæíîñòü ìàøèíû M àñèìïòîòè÷åñêèýêâèâàëåíòíà ñëîæíîñòè ïðîâåðêè äîêàçàòåëüñòâà.Íàøà öåëü � ïîêàçàòü, ÷òî íà îñíîâå ëþáîé íåäåòåðìèíèðîâàííîé ìàøèíû Òüþ-ðèíãà, ðàáîòàþùåé çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ è ïðèíèìàþùåé ÿçûê L, ìîæíî ïîñòðî-èòü ýêâèâàëåíòíóþ HMT, êîòîðàÿ ñíà÷àëà íåäåòåðìèíèðîâàííî âûáèðàåò (óãàäûâàåò)íåêîòîðîãî êàíäèäàòà w äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ x ∈ L, à çàòåì äåòåðìèíèðî-âàííî ïðîâåðÿåò, íà ñàìîì ëè äåëå w ÿâëÿåòñÿ òàêèì äîêàçàòåëüñòâîì. Òàêèì îáðàçîì,âðåìåíí�óþ ñëîæíîñòü íåäåòåðìèíèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ ìîæíî ñâåñòè ê âðåìåíí�îéñëîæíîñòè ïðîâåðêè äåòåðìèíèðîâàííûõ äîêàçàòåëüñòâ. Äëÿ ýòîãî íàì íåîáõîäèìîñëåäóþùåå ôîðìàëüíîå ïîíÿòèå.Îïðåäåëåíèå 6.43. Ïóñòü L ⊆ Σ∗ � íåêîòîðûé ÿçûê, à p : IN0 → IN0 � íåêîòîðîåîòîáðàæåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî MMT (àëãîðèòì) A, ðàáîòàþùàÿ íàä âõîäàìèèç ìíîæåñòâà Σ∗ × (Σbool)
∗, ÿâëÿåòñÿ p-âåðèôèêàòîðîì äëÿ L, è çàïèñûâàòüýòîò ôàêò â âèäå V(A) = L, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå 3 óñëîâèÿ.

• TimeA(w, x) ≤ p(|w|) äëÿ êàæäîãî âõîäà (w, x) ∈ Σ∗ × (Σbool)
∗.

• Äëÿ êàæäîãî w ∈ L ñóùåñòâóåò x ∈ (Σbool)
∗, òàêîå ÷òî

|x| ≤ p(|w|) è (w, x) ∈ L(A) (ò. å. A ïðèíèìàåò (w, x)).

16 Ò. å. âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ìû óæå çíàåì êîíêðåòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé
α1, . . . , αn. (Ïðèì. ïåðåâ.)



6.5 Êëàññ NP è ïðîâåðêà äîêàçàòåëüñòâ 197Ñëîâî x ïðè ýòîì íàçûâàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì óòâåðæäåíèÿ w ∈ L.
• Äëÿ âñåõ y /∈ L è z ∈ (Σbool)

∗ âûïîëíåíî óñëîâèå (y, z) /∈ L(A).Åñëè p(n) ∈ O(nk) äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî k, òî ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî A �ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåííîé âåðèôèêàòîð. Îïðåäåëèì êëàññ ÿçûêîâ, ïðîâåðÿ-åìûõ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, êàê
VP = {V (A) | A � ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåííîé âåðèôèêàòîð}.Çàìåòèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî p-âåðèôèêàòîðà A ÿçûêè L(A) è V (A) ðàçëè÷íû.Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 6.43,
V (A) = {w ∈ Σ∗ | ∃x ∈ (Σbool)

∗ : |x| ≤ p(|w|), (w, x) ∈ L(A)}.Èòàê, âåðèôèêàòîð A äëÿ íåêîòîðîãî ÿçûêà L ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äåòåðìèíèðî-âàííûé àëãîðèòì, êîòîðûé äëÿ êàæäîãî âõîäà (w, x) ïðîâåðÿåò, ÿâëÿåòñÿ ëè x äîêàçà-òåëüñòâîì óòâåðæäåíèÿ w ∈ L. Ñëîâî w ïðèíàäëåæèò V (A) åñëè ñóùåñòâóåò äîêàçà-òåëüñòâî x óòâåðæäåíèÿ w ∈ L, èìåþùóþ äëèíó |x| ≤ p(|w|).Ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåííîé âåðèôèêàòîðA äëÿ SAT ìîæåò áûòü îïèñàí ñëåäóþùèìîáðàçîì. Äëÿ ëþáîãî âõîäà (w, x) àëãîðèòì A ñíà÷àëà ïðîâåðÿåò, ÿâëÿåòñÿ ëè w êîäîìíåêîòîðîé ôîðìóëû Φw â KHÔ. Åñëè íåò, òî A îòêëîíÿåò âõîä. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå Aïîäñ÷èòûâàåò ÷èñëî Áóëåâûõ ïåðåìåííûõ â Φw (ïóñòü n), è ïðîâåðÿåò, íå ïðåâîñõîäèòëè äëèíà ñëîâà x ∈ {0, 1}∗ ýòîãî çíà÷åíèÿ. Åñëè |x| < n, òî A îòêëîíÿåò âõîä. Èíà÷å
|x| ≥ n � è A ðàññìàòðèâàåò ïåðâûå n áèò ñëîâà x â êà÷åñòâå ïîäñòàíîâêè Áóëåâûõïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â ôîðìóëó Φw.Î÷åâèäíî, ÷òî A ïðèíèìàåò ïàðó (w, x) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îïèñàí-íàÿ ïîäñòàíîâêà óäîâëåòâîðÿåò ôîðìóëå Φw. Ïðè ýòîì A äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�ûì âåðèôèêàòîðîì äëÿ SAT � ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî w ñó-ùåñòâóåò äîêàçàòåëüñòâî x, òàêîå ÷òî

|x| ≤ |w| è (w, x) ∈ L(A),è ìîæíî ýôôåêòèâíî âû÷èñëèòü çíà÷åíèå Áóëåâîé ôîðìóëû â KHÔ äëÿ çàäàííûõçíà÷åíèé âñåõ å¼ ïåðåìåííûõ (çàäàííîé ïîäñòàíîâêè).17
k-êëèêà ãðàôàG ñ n âåðøèíàìè, ãäå k ≤ n, åñòü ïîëíûé ïîäãðàô ãðàôàG, èìåþùèé

k âåðøèí. Ïóñòü
CLIQUE = {x#y | x, y ∈ {0, 1}∗, x êîäèðóåò ãðàô Gx,ñîäåðæàùèé Number (y)-êëèêó}.Ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåííîé âåðèôèêàòîð B äëÿ CLIQUE ìîæåò áûòü îïèñàí ñëåäó-þùèì îáðàçîì. Äëÿ ëþáîãî âõîäà (w, z), àëãîðèòì B ïðîâåðÿåò, ïðåäñòàâèìî ëè ñëîâî

w â âèäå w = x#y, ãäå x � ïðåäñòàâëåíèå ãðàôà Gx, à y ∈ (Σbool)
∗. Åñëè íå ïðåäñòà-âèìî, òî B îòêëîíÿåò (w, z). Èíà÷å B ñíà÷àëà ïîäñ÷èòûâàåò ÷èñëî n âåðøèí ãðàôà

Gx.Äàëåå, ïóñòü v1, . . . , vn � âñå âåðøèíû ãðàôà Gx. Òåïåðü B ïðîâåðÿåò, âûïîëíåíûëè îäíîâðåìåííî óñëîâèÿ
17 Ìíîãîëåíòî÷íàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà ìîæåò âûïîëíèòü ýòî çà êâàäðàòè÷íîå âðåìÿ. Áîëååòîãî, ïðè èñïîëüçîâàíèè óäîáíûõ ñòðóêòóð äàííûõ ìû ìîæåì ïîëó÷èòü äàæå ëèíåéíîåâðåìÿ ðàáîòû.
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Number(y) ≤ n è |z| ≥ dlog2 ne · Number(y).Åñëè íåò, òî B îòêëîíÿåò ñâîé âõîä (w, z). Èíà÷å B èíòåðïðåòèðóåò ïðåôèêñ ñëîâà zäëèíû dlog2 ne · Number (y) êàê êîä Number (y) ÷èñåë ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n}. B ïðî-âåðÿåò, äåéñòâèòåëüíî ëè âñå ýòè Number (y) ÷èñåë ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Åñëè íåò, òî Bòàêæå îòêëîíÿåò ñâîé âõîä.Ïóñòü i1, i2, . . . , iNumber (y) � ðàññìàòðèâàåìûå Number (y) ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ÷èñåë. Òîãäà B ïðîâåðÿåò, îáðàçóþò ëè âåðøèíû vi1 , vi2 , . . . , viNumber (y)

ïîëíûé ïîäãðàôãðàôà Gx. Ïðè ýòîì B ïðèíèìàåò âõîä (w, z) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîñëåäíÿÿïðîâåðêà çàâåðøèëàñü óñïåõîì.Óïðàæíåíèå 6.44. Ðàçðàáîòàéòå ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåííîé âåðèôèêàòîð äëÿ ÿçûêà
COMPOSITE = {x ∈ (Σbool)

∗ | Number(x) � ñîñòàâíîå ÷èñëî}.Óïðàæíåíèå 6.45. Ðàçðàáîòàéòå ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåííîé âåðèôèêàòîð èïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�óþ HMT äëÿ ÿçûêà HC � ò. å. äëÿ ïðîáëåìû Ãàìèëüòî-íîâà öèêëà, ðàññìàòðèâàâøåéñÿ â ðàçäåëå 2.3.Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî êàæäàÿ ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�àÿ HMT ìî-æåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà â ýêâèâàëåíòíóþ18 ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�óþ HMT � òàêóþ,êîòîðàÿ ïðèíèìàåò âñå ñâîè íåäåòåðìèíèðîâàííûå ðåøåíèÿ íà ñàìîé ðàííåé ñòàäèèñâîèõ âû÷èñëåíèÿé, à çàòåì ïðîâåðÿåò ïðàâèëüíîñòü ñâîèõ ðåøåíèé.Òåîðåìà 6.46.
VP = NP.Äîêàçàòåëüñòâî. Óñòàíîâèì ýòî ðàâåíñòâî, äîêàçàâ âêëþ÷åíèÿ NP ⊆ VP è VP ⊆ NP.

⊇ Âî-ïåðâûõ, äîêàæåì âêëþ÷åíèå NP ⊆ VP. Ïóñòü L ∈ NP, L ⊆ Σ∗ äëÿ íåêîòîðî-ãî àëôàâèòà Σ. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ IN ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�àÿ
HMT M ñ ÿçûêîì L = L(M) è âðåìåíí�îé ñëîæíîñòüþ TimeM (n) ∈ O(nk). Áåç îãðà-íè÷åíèÿ îáùíîñòè ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòîâñâîåé ôóíêöèè ïåðåõîäîâ ìàøèíà M èìååò âûáîð íå áîëåå ÷åì èç äâóõ âîçìîæíî-ñòåé. Îïèøåì âåðèôèêàòîð A, ðàáîòàþùèé äëÿ êàæäîãî âõîäà (x, c) ∈ Σ∗×(Σbool)

∗ñëåäóþùèì îáðàçîì.1. A èíòåðïðåòèðóåò ñëîâî c â êà÷åñòâå ¾íàâèãàòîðà¿ äëÿ ïðîâîäèìîãî åþ ìîäå-ëèðîâàíèÿ íåäåòåðìèíèðîâàííîãî âûáîðà ìàøèíû M � ò. å. A ïîøàãîâî ìîäå-ëèðóåò å¼ ðàáîòó íàä âõîäîì w. Åñëè M èìååò âûáîð èç äâóõ âîçìîæíîñòåé,òî A âûáèðàåò ïåðâóþ èç íèõ â òîì ñëó÷àå, êîãäà î÷åðåäíîé áèò ñëîâà c ðà-âåí 0, è âòîðóþ � êîãäà îí ðàâåí 1. Òàêèì ïóò¼ì A ìîäåëèðóåò ðîâíî îäíî èçâû÷èñëåíèé ìàøèíû M íàä x.{Ýòà ñòðàòåãèÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñîâïàäàåò ñ èñïîëüçîâàâøåéñÿ â äîêàçàòåëüñòâåòåîðåìû 6.35 � ãäå íåäåòåðìèíèçì ìîäåëèðîâàëñÿ ïóò¼ì ïîèñêà â ãëóáèíó âäåðåâå âû÷èñëåíèé.}2. Åñëè M âñ¼ åù¼ íóæäàåòñÿ â âûáîðå, à A óæå èñïîëüçîâàëà âñå áèòû ñëîâà c,òî A îñòàíàâëèâàåòñÿ, îòêëîíÿÿ âõîä (x, c).
18 Àíàëîãè÷íî äðóãèì ôîðìàëèçìàì, íåäåòåðìèíèðîâàííûå ìàøèíû Òüþðèíãà íàçûâàþòñÿýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè ïðèíèìàþò îäèí è òîò æå ÿçûê.



6.6 NP-ïîëíîòà 1993. Åñëè ìàøèíà A äîñòèãàåò óñïåõà â ìîäåëèðîâàíèè âñåãî âû÷èñëåíèÿ ìàøèíû
M íàä ñëîâîì x, òî A îñòàíàâëèâàåòñÿ è ïðèíèìàåò ïàðó (x, c) òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà M òàêæå ïðèíèìàåò ñëîâî x â ñâî¼ì âû÷èñëåíèè.{Îòìåòèì åù¼ ðàç, ÷òî ýòî âû÷èñëåíèå ìàøèíû M ìîäåëèðóåòñÿ ìàøèíîé A ñïîìîùüþ ñëîâà c.}Òåïåðü ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî A � ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåííîé âåðèôèêàòîð, ïðè-÷¼ì

L(A) = L(M).Åñëè x ∈ L(M), òî ñàìîå êîðîòêîå äîïóñêàþùåå âû÷èñëåíèÿ CM,x ìàøèíû Míàä x âûïîëíÿåòñÿ çà âðåìÿ O(|x|k). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò äîêàçàòåëüñòâî(íàâèãàòîð) c, êîòîðîå îïðåäåëÿåò CM,x, ïðè÷¼ì |c| ≤ |CM,x| ∈ O(|x|k). Ïîñêîëüêó
A ìîäåëèðóåò âû÷èñëåíèÿ CM,x ïîøàãîâî, âû÷èñëåíèÿ ìàøèíû A íàä ïàðîé (x, c)òàêæå âûïîëíÿþòñÿ çà âðåìÿ O(|x|k).Åñëè x /∈ L(M), òî íå ñóùåñòâóåò íè îäíîãî äîïóñêàþùåãî âû÷èñëåíèÿ ìàøèíû Míàä x, ïîýòîìó A îòêëîíÿåò âõîä (x, d) äëÿ âñåõ d ∈ (Σbool)

∗.Îòñþäà ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ ÿçûêà L(M) àëãîðèòì A ÿâëÿåòñÿ O(nk)-âåðèôèêàòîðîì.19
⊆ Âî-âòîðûõ, äîêàæåì âêëþ÷åíèå VP ⊆ NP.Ïóñòü L ⊆ Σ∗ (äëÿ íåêîòîðîãî àëôàâèòà Σ) � ÿçûê êëàññà VP. Òîãäà ñóùåñòâóåòïîëèíîìèàëüíî-âðåìåííîé âåðèôèêàòîð A, òàêîé ÷òî V (A) = L. Ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�àÿ HMT M , ìîäåëèðóþùàÿ A, ìîæåò áûòü çàäàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.Âõîä: Íåêîòîðîå ñëîâî x ∈ Σ∗.Ýòàï 1. M íåäåòåðìèíèðîâàííî ãåíåðèðóåò ñëîâî c ∈ (Σbool)

∗.Ýòàï 2. M ïîøàãîâî ìîäåëèðóåò ðàáîòó ìàøèíû A íàä âõîäîì (x, c).Ýòàï 3. M ïðèíèìàåò ñëîâî x, åñëè A ïðèíèìàåò ïàðó (x, c) � è îòêëîíÿåò x,åñëè A îòêëîíÿåò (x, c).Î÷åâèäíî, ÷òî L(M) = V (A) è
TimeM (x) ≤ 2 · TimeA(x, c)äëÿ êàæäîãî x ∈ L(M) è ñàìîãî êîðîòêîãî äîêàçàòåëüñòâà c äëÿ ýòîãî ñëîâà x.Ïîýòîìó ìàøèíà M ðàáîòàåò çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ � ñëåäîâàòåëüíî, L ∈ NP.

utÑîãëàñíî òåîðåìå 6.46, êëàññ NP ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ òàêèõ ÿçûêîâ L, ÷òî äëÿêàæäîãî ñëîâà x ∈ L ñóùåñòâóåò äîêàçàòåëüñòâî cx óòâåðæäåíèÿ x ∈ L, îáëàäàþùååñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.
• Äëèíà cx ïîëèíîìèàëüíî çàâèñèò îòíîñèòåëüíî äëèíû x.
• Çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ìîæíî ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè cx äîêàçàòåëüñòâîì óòâåð-æäåíèÿ x ∈ L.6.6 NP-ïîëíîòàÂ îòëè÷èå îò òåîðèè âû÷èñëèìîñòè � êîòîðàÿ íàì äà¼ò õîðîøî ðàçðàáîòàííóþ ìå-òîäîëîãèþ äëÿ êëàññèôèêàöèè ïðîáëåì, äåëåíèÿ èõ íà àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìûå
19 Ò. å. V (A) = L(M).



200 6 Òåîðèÿ ñëîæíîñòèè íåðàçðåøèìûå � â òåîðèè ñëîæíîñòè íå óäàëîñü ñîçäàòü óäà÷íîãî ìàòåìàòè÷åñêîãîàïïàðàòà äëÿ êëàññèôèêàöèè àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðîáëåì, ïðèíàäëåæàùèõ êëàññó P, îò-íîñèòåëüíî èõ ðàçðåøèìîñòè íà ïðàêòèêå. Äîñòàòî÷íî ìîùíûå ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâàíèæíèõ ãðàíèö ñëîæíîñòè êîíêðåòíûõ ïðîáëåì íå äîñòèãàþò æåëàåìîãî ðåçóëüòàòà.Ñëåäóþùèé ôàêò ïîêàçûâàåò, êàê äàëåêî ìû íàõîäèìñÿ îò äîêàçàòåëüñòâà íåðàçðå-øèìîñòè çàäà÷ êëàññà NP çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ: íàèáîëüøåé èçâåñòíîé íèæíåéãðàíèöåé âðåìåíí�îé ñëîæíîñòè ìíîãîëåíòî÷íûõ ìàøèí Òüþðèíãà, ïðåäíàçíà÷åííûõäëÿ ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ ïðîáëåì êëàññà NP, ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíàÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà
Ω(n) � ñîâïàäàþùàÿ ñî âðåìåíåì, íåîáõîäèìûì ïðîñòî äëÿ ÷òåíèÿ âñåãî âõîäà. Òîåñòü íè äëÿ êàêîé ïðîáëåìû êëàññà NP ìû ïîêà íå ñïîñîáíû äàæå äîêàçàòü íèæíþþãðàíèöó Ω(n · log n) � íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ñàìûå ëó÷øèå èçâåñòíûå àëãîðèòìû äëÿ òû-ñÿ÷ çàäà÷ êëàññà NP âûïîëíÿþòñÿ òîëüêî çà ýêñïîíåíöèàëüíîå âðåìÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,òîëüêî íàø îïûò ïîçâîëÿåò íàì âåðèòü â òî, ÷òî Ω(2n) è ÿâëÿåòñÿ íèæíåé ãðàíèöåéâðåìåíí�îé ñëîæíîñòè ìíîãèõ çàäà÷ � íî íàìè ïîêà íå óäàëîñü äîêàçàòü, ÷òî äëÿ íèõñóùåñòâóåò íèæíÿÿ ãðàíèöà, ïðåâûøàþùàÿ Ω(n).Äëÿ òîãî, ÷òîáû õîòÿ áû íåìíîãî âîñïîëíèòü ïðîáåë ìåæäó ìàòåìàòè÷åñêîé ðåàëü-íîñòüþ (íåóäîâëåòâîð¼ííîñòüþ ðàçðàáîòêîé ìåòîäîâ äîêàçàòåëüñòâ) � è âåðîé â ñóùå-ñòâîâàíèå ýêñïîíåíöèàëüíûõ íèæíèõ ãðàíèö äëÿ óïîìÿíóòûõ âûøå çàäà÷, íåêîòîðûåó÷¼íûå ïðåäëîæèëè ñîçäàòü ìåòîä êëàññèôèêàöèè çàäà÷ (îïðåäåëÿþùèé èõ ïðàêòè-÷åñêóþ ðàçðåøèìîñòü) � â êîòîðîì ìîæíî äîïóñêàòü äîñòîâåðíîñòü íåäîêàçàííîãî,íî ïðàâäîïîäîáíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ. Ââåäåíèå òàêîãî äîïóùåíèÿ ïðèâåëî ê ñîçäàíèþêîíöåïöèè NP-ñëîæíîñòè, êîòîðàÿ ïîçâîëèëà äîêàçàòü, ÷òî íåêîòîðûå ïðîáëåìû ÿâ-ëÿþòñÿ íåðàçðåøèìûìè çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ � ñ äîïîëíèòåëüíûì ïðåäïîëîæå-íèåì, ÷òî êëàññ P ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ïîäìíîæåñòâîì êëàññà NP. Öåëü íàñòîÿùåãîðàçäåëà � ïîçíàêîìèòü ÷èòàòåëÿ ñ òàêîé êîíöåïöèåé.Îáîñíîâàííîñòü ïðåäïîëîæåíèÿ P ( NP íà÷í¼ì ñ îáñóæäåíèÿ òåîðåòè÷åñêèõ äî-âîäîâ; íåêîòîðûå èç íèõ áûëè ïðèâåäåíû â ðàçäåëå 6.5. Òðóäíî ïîâåðèòü â òî, ÷òîïðîâåðêà äîêàçàòåëüñòâà ÿâëÿåòñÿ ñòîëü æå òðóäíîé, êàê è åãî ñîçäàíèå. Ê òîìó æå,íåñìîòðÿ íà çíà÷èòåëüíûå äîñòèæåíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîé íàìè îáëàñòè òåîðåòè÷å-ñêîé èíôîðìàòèêè, âñ¼ åù¼ íå ðàçðàáîòàíû ìåòîäû ìîäåëèðîâàíèÿ íåäåòåðìèíèçìàñ ïîìîùüþ äåòåðìèíèçìà, êîòîðûå áû ñóùåñòâåííî îòëè÷àëèñü îò ïîñëåäîâàòåëüíîãîïåðåáîðà âñåõ íåäåòåðìèíèðîâàííûõ âû÷èñëåíèé. Òàê êàê äåðåâüÿ âû÷èñëåíèé íåäå-òåðìèíèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ ìîãóò ñîäåðæàòü ýêñïîíåíöèàëüíî ìíîãî ðàçëè÷íûõ âû-÷èñëåíèé (îòíîñèòåëüíî ñâîåé ãëóáèíû), à ñàìà ãëóáèíà ôàêòè÷åñêè ïðåäñòàâëÿåò ñî-áîé âðåìåíí�óþ ñëîæíîñòü íåäåòåðìèíèðîâàííîãî àëãîðèòìà � òî ïðè ïðèìåíåíèè íåäå-òåðìèíèðîâàííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ êàæåòñÿ íåèçáåæíûì ýêñïîíåíöèàëüíîå óâåëè÷åíèåâðåìåíí�îé ñëîæíîñòè.Óêàæåì òàêæå ïðàêòè÷åñêóþ ïðè÷èíó îáîñíîâàííîñòè óòâåðæäåíèÿ P ( NP �îíà îñíîâàíà íà íàøåì îïûòå ðàçðàáîòêè àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ òðóäíûõ çàäà÷. Ìûçíàåì áîëåå 3000 çàäà÷ êëàññà NP, äëÿ êîòîðûõ íåèçâåñòíî äåòåðìèíèðîâàííûõïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�ûõ àëãîðèòìîâ; ïðè ýòîì ìíîãèå èç òàêèõ çàäà÷ äåòàëüíî èçó-÷àëèñü â òå÷åíèå ïîñëåäíèõ 40 ëåò. Âðÿä ëè ýòîò ôàêò ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî, ÷òîìû íåñïîñîáíû íàéòè äëÿ íèõ ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû. Äàæå åñëè áû âñ¼ îáñòîÿëîèìåííî òàêèì îáðàçîì, êëàññû P è NP ñ òî÷êè çðåíèÿ ñîâðåìåííîé ïðàêòèêè áûëè áû



6.6 NP-ïîëíîòà 201ðàçëè÷íû20 � ïî òîé æå ñàìîé ïðè÷èíå, ò. å. ïîñêîëüêó ìû íå çíàåì ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�ûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ìíîãèõ çàäà÷ êëàññà NP.Îòìåòèì, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå P ( NP íå àíàëîãè÷íî ïðåäïîëîæåíèþ îá îáîñíîâàí-íîñòè òåçèñà ×¼ð÷à�Òüþðèíãà.21 Â òî âðåìÿ êàê òåçèñ ×¼ð÷à�Òüþðèíãà � ýòî àêñèîìà,êîòîðàÿ íå ìîæåò áûòü äîêàçàíà, âåðíîñòü èëè íåâåðíîñòü óòâåðæäåíèÿ P ( NP â áó-äóùåì ìîæåò áûòü äîêàçàíà � è ïîýòîìó ýòî ïðåäïîëîæåíèå íåëüçÿ ðàññìàòðèâàòü âêà÷åñòâå àêñèîìû.Äî êîíöà ýòîãî ðàçäåëà ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî P ( NP. Êàê ýòî ïðåäïîëîæå-íèå ìîæåò ïîìî÷ü äîêàçàòåëüñòâó ðåçóëüòàòîâ òèïà L /∈ P � äëÿ êîíêðåòíûõ ÿçûêîâ
L? Èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû òî÷íî îïðåäåëèòü ïîäìíîæåñòâî ñàìûõ òðóäíûõïðîáëåì � ñðåäè ïðèíàäëåæàùèõ êëàññó NP. Ýòî ïîäìíîæåñòâî äîëíî áûòü îïðåäåëå-íî òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èç ïðèíàäëåæíîñòè êëàññó P ëþáîé òàêîé ïðîáëåìû ïðÿìîâûâîäèëîñü áû ðàâåíñòâî P = NP. À ïîñêîëüêó ìû óæå ïðåäïîëîæèëè, ÷òî P ( NP,íèêàêàÿ èç òàêèõ òðóäíûõ ïðîáëåì êëàññà NP íå ìîæåò ïðèíàäëåæàòü êëàññó P.Òàê æå, êàê è â òåîðèè ñëîæíîñòè, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ìàòåìàòè÷åñêóþ êîíöåï-öèþ ñâîäèìîñòè � äëÿ òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ïîäêëàññà çàäà÷, òðóäíûõ îòíîñèòåëüíîïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�îé ðàçðåøèìîñòè. Íåêîòîðûé ÿçûê (çàäà÷à ïðèíàäëåæíîñòè)
L ÿâëÿåòñÿ òðóäíûì, åñëè ðàñïîçíàâàíèå ëþáîãî ÿçûêà êëàññà NP (ò. å. ðåøåíèå ëþáîéïðîáëåìû ïðèíàäëåæíîñòè èç NP) ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî ñâåäåíî ê ðàñïîçíàâàíèþÿçûêà L.Îïðåäåëåíèå 6.47. Ïóñòü L1 ⊆ Σ∗

1 è L2 ⊆ Σ∗
2 � íåêîòîðûå ÿçûêè. Áóäåì ãîâîðèòü,÷òî ÿçûê L1 ñâîäèì ïîëèíîìèàëüíî ïî âðåìåíè ê ÿçûêó L2, è ïèñàòü ïðè ýòîì

L1 ≤p L2, åñëè ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�àÿ MT (àëãîðèòì) A (ðèñ. 6.3),êîòîðàÿ âû÷èñëÿåò îòîáðàæåíèå, äåéñòâóþùåå èç Σ∗
1 â Σ∗

2 , òàêîå ÷òî äëÿ êàæäîãî
x ∈ Σ∗

1 âûïîëíåíî ñëåäóþùåå:
x ∈ L1 ⇔ A(x) ∈ L2.

A íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�îé ñâîäèìîñòüþ ÿçûêà L1 ê L2.Îòìåòèì, ÷òî ñâîäèìîñòü ≤p ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ñâîäèìîñòè ≤m ñ ïîìîùüþäîïîëíèòåëüíîãî òðåáîâàíèÿ ýôôåêòèâíîñòè (ðèñ. 6.3). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óñëîâèå
L1 ≤p L2îçíà÷àåò, ÷òî ÿçûê L2 ÿâëÿåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå ñòîëü òàêèì æå òðóäíûì, êàê è L1, �íî òðóäíîñòü ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�îé ðàç-ðåøèìîñòè, âìåñòî (ïðîñòî) ðàçðåøèìîñòè.Îïðåäåëåíèå 6.48. ßçûê L íàçûâàåòñÿ NP-òðóäíûì, åñëè äëÿ êàæäîãî L′ ∈ NPâûïîëíåíî óñëîâèå
L′ ≤p L.ßçûê L íàçûâàåòñÿ NP-ïîëíûì, åñëè:

20 Åñëè ìû äîêàçûâàåì íåñóùåñòâîâàíèå ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�îãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿíåêîòîðîé êîíêðåòíîé ïðîáëåìû, äåëàÿ ïðè ýòîì ïðåäïîëîæåíèå P ( NP, � òî ýòî äåé-ñòâèòåëüíî îçíà÷àåò, ÷òî äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ òðóäíîé äëÿ ñîâðåìåííîé ïðàêòèêè.
21 Íåñìîòðÿ íà óïîòðåáëåíèå ñèíîíèìîâ � ¾òåçèñ¿ è ¾ïðåäïîëîæåíèå¿. (Ïðèì. ïåðåâ.)
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PSfrag replacements

x ∈ Σ∗
1

Añ ïîëèíîìèàëüíûì
TimeA(n)

A(x) ∈ Σ∗
2ñ x ∈ L1 ⇔

A(x) ∈ L2

Cñ L(C) = L2

A(x) ∈ L2 A(x) /∈ L2

x ∈ L1 x /∈ L1

àëãîðèòì Bñ L(B) = L1

Ðèñ. 6.3.
• L ∈ NP;
• L � NP-òðóäíûé.Äàëåå ìíîæåñòâî NP-ïîëíûõ ÿçûêîâ ðàññìàòðèâàåòñÿ â êà÷åñòâå èìåííî òîãî ïîä-êëàññà íàèáîëåå òðóäíûõ ïðîáëåìû êëàññà NP, êîòîðûé ìû è ïûòàëèñü íåôîðìàëüíîîïèñàòü ðàíåå. Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî íàøà ñïåöèôèêàöèÿ ïîíÿòèÿ òðóä-íîñòè äåéñòâèòåëüíî ñîîòâåòñòâóåò òàêîìó ñâîéñòâó òðóäíûõ ïðîáëåì � à èìåííî, ÷òîïðè ñäåëàííîì ïðåäïîëîæåíèè P 6= NP ïåðåñå÷åíèå êëàññà P è ìíîæåñòâà òðóäíûõïðîáëåì ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì (ðèñ. 6.4).Ëåììà 6.49. Åñëè L ∈ P è L � NP-òðóäíûé, òî P = NP.Äîêàçàòåëüñòâî. Ôàêò L ∈ P âëå÷¼ò ñóùåñòâîâàíèå ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�îé ìàøè-íû Òüþðèíãà M ñ ÿçûêîì L = L(M). Äîêàæåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ÿçûêà U ∈ NP íàäíåêîòîðûì àëôàâèòîì Σ ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�àÿ MMT (àëãîðèòì) AU ,äîïóñêàþùàÿ ÿçûê L(AU ) = U , ò. å. ÷òî U ∈ P; î÷åâèäíî, ÷òî èç ïîñëåäíåãî ñëåäóåòðàâåíñòâî P = NP.Ïîñêîëüêó äëÿ êàæäîãî ÿçûêà U ∈ NP âûïîëíåíî óñëîâèå U ≤p L, ñóùåñòâóåòïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�àÿ MT BU , òàêàÿ ÷òî

x ∈ U ⇔ BU (x) ∈ L.
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PSfrag replacements P

NP

NP-ïîëíûå ÿçûêèÐèñ. 6.4.Îïèøåì ðàáîòó ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�îé MMT AU , äîïóñêàþùåé ÿçûê L(AU ) = U .Äëÿ ëþáîãî âõîäà x ∈ Σ∗ ìàøèíà AU ðàáîòàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì.1. AU ìîäåëèðóåò âû÷èñëåíèå ìàøèíû BU íàä ñëîâîì x è âû÷èñëÿåò BU (x).2. AU ìîäåëèðóåò ðàáîòó ìàøèíû M íàä âûõîäîì BU (x) � è äîïóñêàåò x òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà M äîïóñêàåò BU (x).Òàê êàê óñëîâèÿ x ∈ U è BU (x) ∈ L ðàâíîñèëüíû, âûïîëíåíî ðàâåíñòâî L(AU ) = U .È, ïîñêîëüêó âûïîëíåíû ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ:
• TimeAU

(x) = TimeBU
(x) + TimeM (BU (x));

• ôóíêöèÿ |BU (x)| ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîé îòíîñèòåëüíî äëèíû |x|;
• îáå ìàøèíû � BU è M � ðàáîòàþò çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ� ìû ïîëó÷àåì, ÷òî AU òàêæå ðàáîòàåò çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. utÒåïåðü ìû ïîëó÷èì èñêîìóþ ñïåöèôèêàöèþ íàèáîëåå òðóäíûõ ïðîáëåìû êëàññà
NP � äîêàçàâ, ÷òî ìíîæåñòâî NP-ïîëíûõ ÿçûêîâ íå ïóñòî. Òåîðåìà 6.52 ïîêàæåò, ÷òîñîîòâåòñòâóþùèå ¾îïàñåíèÿ¿ íàïðàñíû: ïðîáëåìà SAT ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé22, è ïî-ýòîìó êîíöåïöèÿ NP-ïîëíîòû äåéñòâèòåëüíî îáîñíîâàíà.

NP-òðóäíîñòü ïðîáëåìû SAT ãîâîðèò î òîì, ÷òî ÿçûê Áóëåâûõ ôîðìóë ÿâëÿåòñÿâåñüìà ìîùíûì ñðåäñòâîì � äîñòàòî÷íîì äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ëþáîé ïðîáëåìû ïðè-íàäëåæíîñòè êëàññà NP. Áîëåå òî÷íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÿçûêà L ∈ NPâîïðîñ¾ïðèíàäëåæèò ëè ñëîâî x ÿçûêó L?¿ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü êàê¾âûïîëíèìà ëè çàäàííàÿ Áóëåâà ôîðìóëà Φx,L?¿Îïèñàòåëüíûå âîçìîæíîñòè ÿçûêà Áóëåâûõ ôîðìóë íå äîëæíû âûçûâàòü óäèâëåíèÿ:ôîðìóëû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ îïèñàíèÿ ëþáîãî òåêñòà, à òåêñòû, â ñâîþî÷åðåäü, ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ ôîðìàëèçàöèè ïðîèçâîëüíûõ îáúåêòîâ � òàêèõ, êàêòåîðåìû, äîêàçàòåëüñòâà, âû÷èñëåíèÿ, ãðàôû è ò.ä.Ïðèâåä¼ì ïðîñòîé ïðèìåð, ïîäòâåðæäàþùèé ýòî èíòóèòèâíîå ñîîáðàæåíèå. Ïóñòüíàì íóæíî îïèñàòü ìåòîä ñîçäàíèÿ òàêèõ Áóëåâûõ ôîðìóë â KHÔ, êîòîðûå ìîãëè áû
22 Íàïîìíèì, ÷òî ìû óæå äîêàçàëè, ÷òî SAT ∈ NP, ïîýòîìó îñòà¼òñÿ äîêàçàòü, ÷òî ïðîáëåìà

SAT � NP-òðóäíàÿ.



204 6 Òåîðèÿ ñëîæíîñòèáûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ îïèñàíèÿ ìàòðèö ðàçìåðà 3× 3, ñîäåðæàùèõ çíà÷åíèÿ −1, 0 è
1. Ïðè ýòîì ôîðìóëà äîëæíà áûòü âûïîëíèìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â êàæäîéñòðîêå è â êàæäîì ñòîëáöå ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû èìååòñÿ ðîâíî îäèí ýëåìåíò 1.Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì 27 ïåðåìåííûõ xi,j,k � äëÿ êàæäîãî âàðèàíòà çíà÷åíèé èíäåê-ñîâ i, j ∈ {1, 2, 3} è êàæäîãî k ∈ {−1, 0, 1}. Ñëåäóþùèé ñìûñë ïðèñâàèâàíèÿ çíà÷åíèéýòèì ïåðåìåííûì23 ïîçâîëÿåò íàì îïèñàòü ëþáóþ ìàòðèöó A = (aij)i,j=1,2,3 ðàçìåðà
3 × 3:

xi,j,1 = 1 ⇔ aij = 1,

xi,j,0 = 1 ⇔ aij = 0,

xi,j,−1 = 1 ⇔ aij = −1.Èñïîëüçóÿ òàêóþ èíòåðïðåòàöèþ, ìîæíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü ìàòðèöó



1 0 0
−1 0 1
0 1 0



ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé ïîäñòàíîâêè çíà÷åíèé ðàññìàòðèâàåìûì ïåðåìåííûì:
x1,1,1 = 1, x1,1,0 = 0, x1,1,−1 = 0,

x1,2,1 = 0, x1,2,0 = 1, x1,2,−1 = 0,

x1,3,1 = 0, x1,3,0 = 1, x1,3,−1 = 0,

x2,1,1 = 0, x2,1,0 = 0, x2,1,−1 = 1,

x2,2,1 = 0, x2,2,0 = 1, x2,2,−1 = 0,

x2,3,1 = 1, x2,3,0 = 0, x2,3,−1 = 0,

x3,1,1 = 0, x3,1,0 = 1, x3,1,−1 = 0,

x3,2,1 = 1, x3,2,0 = 0, x3,2,−1 = 0,

x3,3,1 = 0, x3,3,0 = 1, x3,3,−1 = 0.Îäíàêî îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêèå âàðèàíòû ïîäñòàíîâîê, êîòîðûå íå îïðåäå-ëÿþò ìàòðèöû � ò. å. ÿâëÿþòñÿ áåññìûñëèöåé24. Íàïðèìåð, äâå ïîäñòàíîâêè
x1,1,0 = x1,1,1 = 1îçíà÷àëè áû, ÷òî ýëåìåíò a11 äîëæåí ïðèíèìàòü îäíîâðåìåííî äâà çíà÷åíèÿ, 0 è 1, �÷òî íåâîçìîæíî. Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ïîäîáíûõ âîçìîæíîñòåé îïèøåì ïîñòðîåíèå Áóëå-âîé ôîðìóëû, ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèå 1 òîëüêî â ðåçóëüòàòå òàêèõ ïîäñòàíîâîê çíà÷å-íèé å¼ ïåðåìåííûì, êîòîðûå äåéñòâèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþò òðåáóåìîìó ïðåäñòàâëåíèþìàòðèöû 3 × 3 íàä ìíîæåñòâîì {−1, 0, 1}.

23 Ïðè èñïîëüçîâàíèè àëôàâèòà Σbool è ïåðåìåííûõ íàä ýòèì àëôàâèòîì ìû íàçûâàëè ïî-äîáíûå äåéñòâèÿ ïîäñòàíîâêîé. Íèæå áóäåì èíîãäà óïîòðåáëÿòü ýòî íàçâàíèå è äëÿ äðóãèõàëôàâèòîâ, â òîì ÷èñëå � äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî íàìè {−1, 0, 1}. (Ïðèì. ïåðåâ.)
24 Ýòî ñëîâî óïîòðåáëÿëîñü è ðàíåå � â ðàçäåëå 6.4. Â ýòîì ðàçäåëå (çäåñü è íèæå) ñìûñëñëîâà ¾áåññìûñëèöà¿, êàçàëîñü áû, èíîé � îäíàêî ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðîãðàì-ìèðîâàíèÿ (â òîì ÷èñëå � äëÿ ìàøèí Òüþðèíãà) îí ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâ: ãåíåðèðóåòñÿêàêîé-ëèáî îáúåêò (íàâèãàòîð, ìàòðèöà è äð.) � êîòîûé âïîñëåäñòâèè íå îáðàáàòûâàåòñÿ.(Ïðèì. ïåðåâ.)



6.6 NP-ïîëíîòà 205Íà÷í¼ì ñ ïîñòðîåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ôîðìóë. Äëÿ êàæäîé ïàðû i, j ∈ {1, 2, 3}ôîðìóëà
Fi,j = (xi,j,1 ∨ xi,j,0 ∨ xi,j,−1) ∧

(x̄i,j,1 ∨ x̄i,j,0) ∧ (x̄i,j,1 ∨ x̄i,j,−1) ∧ (x̄i,j,0 ∨ x̄i,j,−1)ãàðàíòèðóåò, ÷òî â òî÷íîñòè îäíà èç ïåðåìåííûõ
xi,j,1, xi,j,0, xi,j,−1ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 � ïîýòîìó äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ïàðû i, j çíà÷åíèå ïîçèöèè (i, j)ìàòðèöû îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî.25Ïðè ïðèìåíåíèè ýòîãî ïîäõîäà êàæäàÿ ïîäñòàíîâêà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ôîðìóëå

Φ =
∧

1≤i,j≤3

Fi,j ,îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ìàòðèöó 3 × 3, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó
{−1, 0, 1}. Äàëåå, äëÿ i = 1, 2, 3 ôîðìóëà

Zi = (xi,1,1 ∨ xi,2,1 ∨ xi,3,1) ∧
(x̄i,1,1 ∨ x̄i,2,1) ∧ (x̄i,1,1 ∨ x̄i,3,1) ∧ (x̄i,2,1 ∨ x̄i,3,1)ãàðàíòèðóåò, ÷òî i-ÿ ñòðîêà ñîäåðæèò â òî÷íîñòè îäíî çíà÷åíèå 1. Àíàëîãè÷íî, ôîð-ìóëà

Sj = (x1,j,1 ∨ x2,j,1 ∨ x3,j,1) ∧
(x̄1,j,1 ∨ x̄2,j,1) ∧ (x̄1,j,1 ∨ x̄3,j,1) ∧ (x̄2,j,1 ∨ x̄3,j,1)ãàðàíòèðóåò, ÷òî â òî÷íîñòè îäíî çíà÷åíèå 1 ñîäåðæèò j-é ñòîëáåö � òàêæå äëÿ j =

1, 2, 3.Ñëåäîâàòåëüíî,
Φ ∧

∧

i=1,2,3

Zi ∧
∧

j=1,2,3

Sj� èñêîìàÿ Áóëåâà ôîðìóëà â KHÔ.Óïðàæíåíèå 6.50. Çàäàéòå ìíîæåñòâî Áóëåâûõ ïåðåìåííûõ, äîñòàòî÷íîå äëÿ îïèñà-íèÿ ëþáîé ïîçèöèè (ñèòóàöèè) â øàõìàòàõ. Îïèøèòå ïðîöåññ ñîçäàíèÿ òàêîé ôîðìóëûíàä ýòèìè ïåðåìåííûìè, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàíà äîñêå íàõîäÿòñÿ ðîâíî 8 ôåðçåé, êðîìå íèõ äðóãèõ ôèãóð íåò � è ïðè ýòîì íè îäèíèç ôåðçåé íå àòàêóåò äðóãîãî.Èñïîëüçóÿ ïîäîáíóþ ñòðàòåãèþ, ìû ìîæåì îïèñàòü ïðåäñòàâëåíèå òåêñòà, ïðèâå-ä¼ííîãî íà çàäàííîé ñòðàíèöå. Ñòðàíèöó ìîæíî ðàçäåëèòü íà n×m ýëåìåíòîâ, ñîäåð-æàùèõ ñèìâîëû àëôàâèòà Σkeyboard; ýòè ýëåìåíòû ôîðìèðóþò ìàòðèöó (äâóìåðíûéìàññèâ). Ïðè ýòîì äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ëþáîãî òåêñòà, ïðèâåä¼ííîãî íà çàäàííîé ñòðà-íèöå, äîñòàòî÷íî n · m · |Σkeyboard| Áóëåâûõ ïåðåìåííûõ.
25 Íåìíîãî ïîäðîáíåå. Ýëåìåíòàðíàÿ äèçúþíêöèÿ xi,j,1 ∨ xi,j,0 ∨ xi,j,−1 ãàðàíòèðóåò, ÷òî ïîêðàéíåé ìåðå îäíà èç áóäóùèõ ïåðåìåííûõ � xi,j,1, xi,j,0 è xi,j,0 � ïðèìåò çíà÷åíèå 1. Àýëåìåíòàðíàÿ äèçúþíêöèÿ x̄i,j,1∨ x̄i,j,0 ãàðàíòèðóåò, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç âõîäÿùèõâ íå¼ ïåðåìåííûõ ïðèìåò çíà÷åíèå 0. È òàê äàëåå.



206 6 Òåîðèÿ ñëîæíîñòèÓïðàæíåíèå 6.51. Çàäàéòå ìíîæåñòâî Áóëåâûõ ïåðåìåííûõ, äîñòàòî÷íîå äëÿ îïè-ñàíèÿ ëþáîãî òåêñòà íà ñòðàíèöå ðàçìåðà 33 × 77. Çàäàéòå ôîðìóëó, ïðèíèìàþùóþçíà÷åíèå 1 â ñëó÷àå òîëüêî îäíîãî âàðèàíòà ïîäñòàíîâêè çíà÷åíèé ýòèì ïåðåìåííûì� òàêîãî âàðèàíòà, ïðè êîòîðîì ýòà ïîäñòàíîâêà ñîîòâåòñòâóåò òåêñòó âòîðîé ñòðà-íèöû ó÷åáíèêà ¾Ðàçðàáîòêà è àíàëèç êîìïüþòåðíûõ àëãîðèòìîâ¿ Àõî, Õîïêðîôòà èÓëüìàíà.Èòàê, ìû ìîæåì îïèñàòü (ïðåäñòàâèòü) ïðîèçâîëüíûé òåêñò ñ ïîìîùüþ ôîðìó-ëû. Ïîñêîëüêó ëþáàÿ êîíôèãóðàöèÿ ìàøèíû Òüþðèíãà òîæå ÿâëÿåòñÿ òåêñòîì, ò. å.ñëîâîì íàä íåêîòîðûì àëôàâèòîì, ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ïîäîáíóþ ôîðìóëó äëÿîïèñàíèÿ êîíôèãóðàöèé. Ñóòü äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåé òåîðåìû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,÷òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü âûïîëíèìîñòü Áóëåâîé ôîðìóëû äàæå äëÿ îïèñàíèÿ ñåìàí-òè÷åñêèõ îòíîøåíèé ðàçëè÷íûõ ÷àñòåé òåêñòà � íàïðèìåð, òàêîãî: ¾ïåðâàÿ êîíôèãó-ðàöèÿ äîñòèæèìà èç âòîðîé çà îäèí øàã âû÷èñëåíèé¿. Ñïîñîáíîñòü âûðàçèòü îäèíøàã âû÷èñëåíèé â âèäå îòíîøåíèÿ ïîçâîëÿåò ïîëíîñòüþ îïèñàòü ëþáîå ïîñëåäîâà-òåëüíîå âû÷èñëåíèå. Äðóãîé âàæíûé ìîìåíò äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû çàêëþ÷àåòñÿ âòîì, ÷òî ïîäîáíûå ôîðìóëû ìîãóò áûòü ñîçäàíû ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî àëãîðèòìà �è ïðè ýòîì äëèíà êàæäîé èç íèõ îòíîñèòåëüíî äëèíû ðàññìàòðèâàåìîãî âû÷èñëåíèÿÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì.26Òåîðåìà 6.52 (Êóêà).∗ Ïðîáëåìà SAT � NP-ïîëíàÿ.Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû óæå èñïîëüçîâàëè ïðèìåð 6.1 (ñì. òàêæå ðèñ. 6.2) äëÿ äîêàçà-òåëüñòâà òîãî, ÷òî ïðîáëåìà SAT âõîäèò â êëàññ VP � êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ êëàññîì
NP. Ïîýòîìó äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòà¼òñÿ ïîêàçàòü, ÷òî âñå ÿçûêè êëàññà
NP ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèìû ïî âðåìåíè ê ÿçûêó SAT.Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ êëàññà NP, äëÿ êàæäîãî ÿçûêà L ∈ NP ñóùåñòâóåò íåêîòî-ðàÿ HMT M , òàêàÿ ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî c ∈ N âûïîëíåíû óñëîâèÿ

L(M) = L è TimeM (n) ∈ O(nc).Áóäåì ðàññìàòðèâàòüM â êà÷åñòâå êîíå÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÿçûêà L � ÷òî ìîæåò áûòüíàçâàíî ¾âõîäíîé ÷àñòüþ¿ ðàçðàáàòûâàåìîé íàìè ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�îé ñâîäèìî-ñòè. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�îé
HMT M âûïîëíåíî óñëîâèå L(M) ≤p SAT.Ïóñòü M = (Q, Σ, Γ, δ, q0, qaccept, qreject) � ïðîèçâîëüíàÿ HMT, òàêàÿ ÷òî äëÿ íåêî-òîðîãî ïîëèíîìà p âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

TimeM (n) ≤ p(n).Ïóñòü Q = {q0, q1, . . . , qs−1, qs} è Γ = {X1, . . . , Xm}, ïðè÷¼ì qs−1 = qreject, qs = qaccept,
Xm = t. Ðàçðàáîòàåì ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�îå ñâåä�åíèå BM : Σ∗ → (Σlogic)

∗, òàêîå÷òî äëÿ âñåõ x ∈ Σ∗ âûïîëíåíî óñëîâèå
x ∈ L(M) ⇐⇒ BM (x) ∈ SAT.Ïóñòü w � ïðîèçâîëüíîå ñëîâî ÿçûêà Σ∗. Ìàøèíà BM äîëæíà ñîçäàâàòü ôîðìóëó

BM (w), òàêóþ ÷òî
26 Îòìåòèì, ÷òî åñëè âû÷èñëåíèå ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì îòíîñèòåëüíî äëèíû âõîäíûõ äàííûõ,òî äëèíà ïîäîáíîé ôîðìóëû òàêæå ïîëèíîìèàëüíî çàâèñèò îò ýòîé äëèíû.
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w ∈ L(M) ⇐⇒ ôîðìóëà BM (w) ÿâëÿåòñÿ âûïîëíèìîé.Ðàçðàáîòàåì ôîðìóëó BM (w) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ïîäñòàíîâêèäëÿ å¼ ïåðåìåííûõ ìîæíî áûëî èñïîëüçîâàòü äëÿ îïèñàíèÿ âñåõ âîçìîæíîñòåé ðàáî-òû ìàøèíû M íàä ñëîâîì w � ò. å. âñåõ âîçìîæíûõ âû÷èñëåíèé. Îñíîâíàÿ èäåÿ ýòîãîïîñòðîåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå òàêèõ çíà÷åíèé âõîäÿùèõ â ýòó ôîðìóëó Áóëåâûõïåðåìåííûõ, ÷òîáû ìû ìîãëè îïèñàòü ëþáóþ êîíôèãóðàöèþ ìàøèíû M , â ëþáîé ìî-ìåíò âðåìåíè å¼ ðàáîòû � ò. å. ïîñëå ëþáîãî ÷èñëà øàãîâ âû÷èñëåíèÿ, íà÷èíàþùåãîñÿñ èíèöèàëüíîé êîíôèãóðàöèè äëÿ ñëîâà w.Íàïîìíèì, ÷òî

SpaceM (|w|) ≤ TimeM (|w|) ≤ p(|w|)� ïîýòîìó ëþáàÿ êîíôèãóðàöèÿ27 ìîæåò áûòü îïèñàíà íåêîòîðûì ñëîâîì, äëèíà êî-òîðîãî íå ïðåâûøàåò p(|w|) + 1; çàìåòèì, ÷òî äëÿ çàôèêñèðîâàííîãî âõîäà w çíà÷åíèå
p(|w|) òîæå ÿâëÿåòñÿ ôèêñèðîâàííûì íàòóðàëüíûì ÷èñëîì.Äëÿ óïðîùåíèÿ îïèñàíèÿ êîíôèãóðàöèé ìû ïðåäñòàâèì ëþáóþ èç íèõ, ò. å.

(¢Y1Y2 . . . Yi−1qYi . . . Yd)äëÿ íåêîòîðîãî d ≤ p(|w|), êàê
(¢Y1Y2 . . . Yi−1qYi . . . YdYd+1 . . . Yp(|w|))� ãäå Yd+1 = Yd+2 = . . . = Yp(|w|) = t. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëåíèå êàæäîé êîí-ôèãóðàöèè èìååò îäíó è òó æå äëèíó, p(|w|) + 1. À äëÿ óïðîùåíèÿ ïîèñêà íåêîòîðîéäîïóñêàþùåé êîíôèãóðàöèè ðàñøèðèì îïðåäåëåíèå ôóíêöèè δ ïóò¼ì äîáàâëåíèÿ ñëå-äóþùåãî ïåðåõîäà äëÿ ëþáîãî X ∈ Γ :

δ(qaccept, X) = (qaccept, X, N);îòìåòèì, ÷òî ýòî ðàñøèðåíèå íå èçìåíÿåò ÿçûê L(M). Èòàê, êîãäà ìàøèíà M äîñòè-ãàåò ñîñòîÿíèÿ qaccept, îíà îñòà¼òñÿ â í¼ì âñ¼ âðåìÿ � íå èçìåíÿÿ êàêóþ-ëèáî ÷àñòüñâîåé òåêóùåé êîíôèãóðàöèè. Ïîýòîìó äëÿ ïðîâåðêè ïðèíàäëåæíîñòè ñëîâà w ÿçûêó
L(M) äîñòàòî÷íî èñêàòü ñîñòîÿíèå qaccept òîëüêî ñðåäè êîíôèãóðàöèé, äîñòèæèìûõèç èíèöèàëüíîé ðîâíî çà p(|w|) øàãîâ ìàøèíû M .Ñîçäàäèì ôîðìóëó BM (w) èç ïåðåìåííûõ ñëåäóþùèõ òèïîâ.
• C〈i, j, t〉 äëÿ 0 ≤ i ≤ p(|w|), 1 ≤ j ≤ m, 0 ≤ t ≤ p(|w|).Ñìûñë ïåðåìåííûõ C〈i, j, t〉 ñëåäóþùèé:

C〈i, j, t〉 = 1 ⇔ i-ÿ ÿ÷åéêà ëåíòû ìàøèíû Mñîäåðæèò ñèìâîë Xj ∈ Γ â ìîìåíò âðåìåíè t(ïîñëå t øàãîâ âû÷èñëåíèÿ èç ñòàðòîâîéêîíôèãóðàöèè ìàøèíû M íàä ñëîâîì w).Êîëè÷åñòâî òàêèõ ïåðåìåííûõ �
m · ((p(|w|) + 1)2 ∈ O((p(|w|))2).

27 Ïðåäñòàâëåíèå êîíôèãóðàöèè âêëþ÷àåò ñîäåðæèìîå ÿ÷ååê ëåíòû ñ íîìåðàìè
0, 1, . . . , p(|w|), à òàêæå òåêóùåå ñîñòîÿíèå.
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• S〈k, t〉 äëÿ 0 ≤ k ≤ s, 0 ≤ t ≤ p(|w|).Ñìûñë ïåðåìåííûõ S〈k, t〉 ñëåäóþùèé:

S〈k, t〉 = 1 ⇔ HMT M â ìîìåíò âðåìåíè t íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè qk.Êîëè÷åñòâî òàêèõ ïåðåìåííûõ �
(s + 1) · (p(|w|) + 1) ∈ O(p(|w|)).

• H〈i, t〉 äëÿ 0 ≤ i ≤ p(|w|), 0 ≤ t ≤ p(|w|).Ñìûñë ïåðåìåííûõ H〈i, t〉 ñëåäóþùèé:
H〈i, t〉 = 1 ⇔ ãîëîâêà ìàøèíû M â ìîìåíò âðåìåíè tíàõîäèòñÿ i-é ïîçèöèè ëåíòû.Êîëè÷åñòâî òàêèõ ïåðåìåííûõ �

(p(|w|) + 1)2 ∈ O((p(|w|))2).Îòìåòèì, ÷òî ìû ìîæåì îïèñàòü ïðîèçâîëüíóþ êîíôèãóðàöèþ ïóò¼ì âûáîðà çíà-÷åíèé âñåõ ïåðåìåííûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàíåå çàôèêñèðîâàííîìó ïàðàìåòðó t. Íà-ïðèìåð, êîíôèãóðàöèÿ
(Xj0Xj1 . . . Xji−1qrXji

. . . Xjp(|w|)
)ìîæåò áûòü îïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• C〈0, j0, t〉 = C〈1, j1, t〉 = . . . = C〈p(|w|), jp(|w|), t〉 = 1, è C〈k, l, t〉 = 0 äëÿ âñåõ îñòàâ-øèõñÿ ïåðåìåííûõ ýòîãî òèïà,
• H〈i, t〉 = 1 è H〈j, t〉 = 0 äëÿ âñåõ j ∈ {0, 1, . . . , p(|w|)}, j 6= i,
• S〈r, t〉 = 1 è S〈l, t〉 = 0 äëÿ âñåõ l ∈ {0, 1, . . . , s}, l 6= r.Èòàê, çàôèêñèðîâàâ ñëîâî w, à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùóþ êîíôèãóðàöèþ äëÿ êàæ-äîãî âîçìîæíîãî çíà÷åíèÿ âðåìåíè t, ìû ìîæåì îïèñàòü âñå âîçìîæíûå âû÷èñëåíèÿìàøèíû M äëèíû p(|w|) íàä ýòèì ñëîâîì ïóò¼ì ïðèñâàèâàíèÿ ïîäõîäÿùèõ çíà÷åíèéðàññìàòðèâàåìûì Áóëåâûì ïåðåìåííûì. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ñðåäè íèõ ñóùåñòâóþòòàêèå ïðèñâàèâàíèÿ, ó êîòîðûõ íåò íèêàêîé èíòåðïðåòàöèè äëÿ âû÷èñëåíèé ìàøèíûíàä ñëîâîì w, � ò. å. îíè ÿâëÿþòñÿ áåññìûñëèöåé. Íàïðèìåð, ïðèñâàèâàíèå

S〈1, 3〉 = S〈3, 3〉 = S〈7, 3〉 = 1 è C〈2, 1, 3〉 = C〈2, 2, 3〉 = 1îçíà÷àëî áû, ÷òî ïîñëå 3 øàãîâ âû÷èñëåíèÿ ìàøèíà ìîæåò íàõîäèòüñÿ â êàæäîì èçñîñòîÿíèé q1, q3 è q7 � è, êðîìå òîãî, âòîðàÿ ïîçèöèÿ ëåíòû ñîäåðæèò êàê ñèìâîë X1,òàê è ñèìâîë X2. Ïîýòîìó î÷åâèäíî, ÷òî òàêîå ïðèñâàèâàíèå çíà÷åíèé ïåðåìåííûì,ñîîòâåòñòâóþùèì t = 3, íå ìîæåò îïðåäåëÿòü íèêàêóþ êîíôèãóðàöèþ.×òîáû ïðîÿñíèòü ýòó ñèòóàöèþ, ðàññìîòðèì ëèñò ðàçìåðà
(p(|w|) + 2) × (p(|w|) + 1).Ïðèñâàèâàíèå çíà÷åíèé ïåðåìåííûì ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû â êàæäîéïîçèöèè (i, j), ãäå 0 ≤ i, j ≤ p(|w|), çàôèêñèðîâàòü íåêîòîðîé ñèìâîë. Ðåçóëüòàò òàêîãîïðèñâàèâàíèÿ ìîæåò áûòü áåññìûñëèöåé � îäíàêî ñóùåñòâóþò è òàêèå ïðèñâàèâàíèÿ,â êîòîðûõ êàæäàÿ ñòðîêà ëèñòà ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîé êîíôèãóðàöèè, è, áîëåå òîãî,âñå ñòðîêè â ðàññìàòðèâàåìîì ïîðÿäêå ñîîòâåòñòâóþò íåêîòîðîìó âû÷èñëåíèþ. Òàêîå
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PSfrag replacements

èíèöèàëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ1-ÿ êîíôèãóðàöèÿ2-ÿ êîíôèãóðàöèÿ3-ÿ êîíôèãóðàöèÿ

p(|w|)-ÿ êîíôèãóðàöèÿ

0

0

1

1

2

3

ÿ÷åéêè (ñîñòîÿíèÿ, ïîçèöèè ãîëîâêè) ëåíòû p(|w|) + 1

âðåìÿ

Ðèñ. 6.5.ïðèñâàèâàíèå è îïðåäåëÿåò íåîáõîäèìûé íàì ïîäõîä ê ïðåäñòàâëåíèþ âû÷èñëåíèé �è â îáùèõ ÷åðòàõ ýòîò ïîäõîä ïðèâåä¼í íà ðèñ. 6.5.Òåïåðü íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â ñîçäàíèè ôîðìóëû BM (w) íàä ïåðåìåííûìè C〈i, j, t〉,
S〈k, t〉 è H〈i, t〉 â KHÔ � ÿâëÿþùåéñÿ âûïîëíèìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùå-ñòâóåò íåêîòîðîå äîïóñêàþùåå âû÷èñëåíèå ìàøèíû M íàä ñëîâîì w. Àëãîðèòì BMñîçäà¼ò ôîðìóëó

BM (x) = A ∧ B ∧ C ∧ D ∧ E ∧ F ∧ Gçà ñëåäóþùèå ñåìü ýòàïîâ � íèæå ìû ïî-îòäåëüíîñòè îïèøåì ôîðìóëû A, B, C, D, E,
F è G.
A ãàðàíòèðóåò, ÷òî â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t ãîëîâêà óñòàíîâëåíà â òî÷íîñòè íà îäíóÿ÷åéêó (ïîçèöèþ) ëåíòû. Èíûìè ñëîâàìè, ôîðìóëà A áóäåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèå

1, åñëè çíà÷åíèå 1 ïðèñâîåíî ðîâíî îäíîé èç ïåðåìåííûõ ìíîæåñòâà H〈i, t〉 � äëÿëþáîãî çàôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ âðåìåíè t.
B èìååò çíà÷åíèå 1, åñëè â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t ëþáàÿ ïîçèöèÿ ëåíòû ñîäåðæèòâ òî÷íîñòè îäèí ñèìâîë àëôàâèòà Γ .
C èìååò çíà÷åíèå 1, åñëè â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t ìàøèíà M íàõîäèòñÿ â òî÷íîñòèâ îäíîì ñîñòîÿíèè.
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D îáåñïå÷èâàåò, ÷òî íà ëþáîì øàãå âû÷èñëåíèÿ ìîæåò áûòü èçìåí¼í òîëüêî òîòñèìâîë, íà êîòîðûé óñòàíîâëåíà ãîëîâêà.
E îáåñïå÷èâàåò, ÷òî íà ëþáîì øàãå âû÷èñëåíèÿ èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ, äâèæåíèå ãî-ëîâêè è çàìåíà ñèìâîëà íà ëåíòå ñîãëàñóþòñÿ ñ âîçìîæíîé ðàáîòîé ìàøèíû M âäàííîé êîíôèãóðàöèè � ò. å. ñ ôóíêöèåé ïåðåõîäîâ δ.
F îáåñïå÷èâàåò, ÷òî ïåðåìåííûå, ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèþ t = 0, îïðåäåëÿþò íà-÷àëüíóþ êîíôèãóðàöèþ ìàøèíû M íàä ñëîâîì w.
G îáåñïå÷èâàåò, ÷òî ïîñëåäíÿÿ (ò. å. ((p(|w|) + 1)-ÿ) êîíôèãóðàöèÿ ÿâëÿåòñÿ äîïóñêà-þùåé.Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíèìîñòü ÷àñòè A ∧ B ∧ C ôîðìóëû BM (x) îáåñïå÷èâàåò òîòôàêò, ÷òî êàæäàÿ ñòðîêà ëèñòà, ïðèâåä¼ííîãî íà ðèñ. 6.5, ñîäåðæèò íåêîòîðóþ êîíôè-ãóðàöèþ. ×àñòü D ∧ E äîïîëíèòåëüíî îáåñïå÷èâàåò, ÷òî òåêñò íà ëèñòå ñîîòâåòñòâóåòíåêîòîðîìó âû÷èñëåíèþ ìàøèíû M . F ãàðàíòèðóåò, ÷òî ýòî âû÷èñëåíèå ÿâëÿåòñÿ âû-÷èñëåíèåì íàä ñëîâîì w, à G � ÷òî ýòî âû÷èñëåíèå äîñòèãàåò ñîñòîÿíèÿ qaccept.Â äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèÿõ íàì ÷àñòî áóäåò íóæíà âñïîìîãàòåëüíàÿ ôîðìóëà �êîòîðàÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 åñëè è òîëüêî åñëè â òî÷íîñòè îäíà èç å¼ ïåðåìåííûõðàâíà 1. Ïóñòü x1, x2, . . . , xn � Áóëåâû ïåðåìåííûå; òîãäà èñêîìîé ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà

U(x1, x2, . . . , xn) = (x1 ∨ x2 ∨ . . . ∨ xn) ∧ (
∧

1≤i,j≤n
i6=j

(xi ∨ xj)).Ïåðâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû U(x1, x2, . . . , xn) ãàðàíòèðóåò, ÷òî çíà÷åíèå 1 äîëæíî áûòü ïðè-ñâîåíî ïî êðàéíåé ìåðå îäíîé èç ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . xn. À ïîñêîëüêó äëÿ âñåõ ïàðçíà÷åíèé i, j ∈ {1, . . . , n}, òàêèõ ÷òî i 6= j, âòîðàÿ ÷àñòü ýòîé ôîðìóëû ñîäåðæèòýëåìåíòàðíûå êëàóçû xi ∨xj , ìû íå ìîæåì ïðèñâîèòü çíà÷åíèå 1 îáåèì ýòèì ïåðåìåí-íûì. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ ïîäñòàíîâêà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ âòîðîé ÷àñòè ôîðìóëû,ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîãî çíà÷åíèÿ 1. Çàìåòèì, ÷òî äëèíà ôîðìóëû U(x1, x2, . . . , xn)îòíîñèòåëüíî ÷èñëà ïåðåìåííûõ n êâàäðàòè÷íà.Òåïåðü îïèøåì ñàìî ñîçäàíèå ôîðìóë A, B, C, D, E, F è G. Âñþäó ïðè èõ îïèñàíèèñ÷èòàåì, ÷òî i, t ∈ {0, 1, 2, . . . , p(|w|)} � åñëè íå ñêàçàíî èíîãî.A: Äëÿ êàæäîãî t ïîëîæèì
At = U(H〈0, t〉, H〈1, t〉, . . . , H〈p(|w|), t〉).Ôîðìóëà At âûïîëíÿåòñÿ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè â êîíêðåòíûé ìîìåíòâðåìåíè t (ò. å. ïîñëå t øàãîâ âû÷èñëåíèÿ) ãîëîâêà óñòàíîâëåíà â òî÷íîñòè íà îäíóïîçèöèþ ëåíòû.Ïîëîæèì
A = A0 ∧ A1 ∧ . . . ∧ Ap(|w|) =

∧

0≤i≤p(|w|)
AiÈç ïðåäûäóùåãî ñëåäóåò, ÷òî ôîðìóëà A âûïîëíÿåòñÿ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,åñëè â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ãîëîâêà óñòàíîâëåíà â òî÷íîñòè íà îäíó ïîçèöèþëåíòû. ×èñëî ñèìâîëîâ â ôîðìóëå A åñòü O((p(|w|))3) � ïîñêîëüêó ÷èñëî ñèìâîëîââ êàæäîé ôîðìóëå At êâàäðàòè÷íî çàâèñèò îò p(|w|) + 1.B: Äëÿ êàæäîé ïàðû i, t ïîëîæèì

Bi,t = U(C〈i, 1, t〉, C〈i, 2, t〉, . . . , C〈i, m, t〉).



6.6 NP-ïîëíîòà 211Ôîðìóëà Bi,t ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â êîíêðåòíûéìîìåíò âðåìåíè t êîíêðåòíàÿ, i-ÿ ÿ÷åéêà ëåíòû ñîäåðæèò â òî÷íîñòè îäèí ñèìâîë.Ïîñêîëüêó |Γ | = m � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, ÷èñëî ñèìâîëîâ ôîðìóëû Bi,t åñòü O(1).Âûïîëíåíèå ôîðìóëû
B =

∧

0≤i,t≤p(|w|)
Bi,tãàðàíòèðóåò, ÷òî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè êàæäàÿ ÿ÷åéêà ëåíòû ñîäåðæèò âòî÷íîñòè îäèí ñèìâîë. Î÷åâèäíî, ÷òî ÷èñëî ñèìâîëîâ ôîðìóëû B åñòü O((p(|w|))2).C: Äëÿ âñåõ t îïðåäåëèì

Ct = U(S〈0, t〉, S〈1, t〉, . . . , S〈s, t〉).Åñëè íåêîòîðàÿ ïîäñòàíîâêà ïåðåìåííûõ S〈0, t〉, . . . , S〈s, t〉 óäîâëåòâîðÿåò ôîðìóëå
Ct, òî ìàøèíà M â êîíêðåòíûé ìîìåíò âðåìåíè t íàõîäèòñÿ â òî÷íîñòè â êàêîì-òî îäíîì ñîñòîÿíèè. Ïîñêîëüêó |Q| = s + 1 ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, ÷èñëî ñèìâîëîâôîðìóëû Ct åñòü O(1).Ôîðìóëà C òàêîâà:

C =
∧

0≤t≤p(|w|)
Ct .Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ C ãàðàíòèðóåò òî, ÷òîM â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè íàõîäèòñÿðîâíî â îäíîì ñîñòîÿíèè. ×èñëî ñèìâîëîâ ôîðìóëû C åñòü O(p(|w|)).D: Ôîðìóëà

Di,j,t = (C〈i, j, t〉 ↔ C〈i, j, t + 1〉) ∨ H〈i, t〉äëÿ 1 ≤ j ≤ m è 0 ≤ t ≤ p(|w|)−1 óòâåðæäàåò, ÷òî íà (t+1)-ì øàãå âû÷èñëåíèÿ ìî-æåò áûòü çàìåí¼í òîëüêî îäèí ñèìâîë ëåíòû � òîò ñèìâîë, íà êîòîðûé óñòàíîâëåíàãîëîâêà; òî÷íåå, åñëè H〈i, t〉 = 0, òî ñèìâîë íà i-é ÿ÷åéêå ëåíòû íå ìîæåò áûòü çà-ìåí¼í íà äàííîì øàãå âû÷èñëåíèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî Di,j,t ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíàâ KHÔ28 � ïðè÷¼ì òàêèì ïóò¼ì, ÷òî å¼ äëèíà îñòà¼òñÿ â ïðåäåëàõ O(1).Èñêîìàÿ ôîðìóëà D òàêîâà:
D =

∧

0≤i≤p(|w|)
1≤j≤m

0≤t≤p(|w|)−1

Di,j,t .Ïðè ýòîì D ñîäåðæèò O((p(|w|))2) ñèìâîëîâ.29E: Äëÿ âñåõ ÷åòâ¼ðîê, ñîñòîÿùèõ èç i, t, à òàêæå j ∈ {1, . . . , m} è k ∈ {0, 1, . . . , s},ðàññìîòðèì ôîðìóëó
Ei,j,k,t = C〈i, j, t〉 ∨ H〈i, t〉 ∨ S〈k, t〉∨∨

l

(C〈i, jl, t + 1〉 ∧ S〈kl, t + 1〉 ∧ H〈il, t + 1〉),
28 Ôîðìóëà x ↔ y ýêâèâàëåíòíà ôîðìóëå (x ∨ y) ∧ (x ∨ y). Ñëåäîâàòåëüíî,

Di,j,t ↔ (C〈i, j, t〉 ∨ C〈i, j, t + 1〉 ∨ H〈i, t〉) ∧ (C〈i, j, t〉 ∨ C〈i, j, t + 1〉 ∨ H〈i, t〉).

29 Ïîñêîëüêó m ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé. Îíà áûëà ââåäåíà âûøå, â ïóíêòå (b). (Ïðèì. ïåðåâ.)



212 6 Òåîðèÿ ñëîæíîñòèãäå l ïðîáåãàåò âñå âîçìîæíûå ïåðåõîäû ìàøèíû M äëÿ íàáîðà àðãóìåíòîâ (qk, Xj),ïðè÷¼ì
(qkl

, Xjl
, zl) ∈ δ(qk, Xj), zl ∈ {L, R, N},

il = i + ϕ(zl), ϕ(L) = −1, ϕ(R) = 1, ϕ(N) = 0.Ôîðìóëà Ei,j,k,t ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå äèçúþíêöèè ÷åòûð¼õ óñëîâèé; ïîÿñíèì èõ.� C〈i, j, t〉 îçíà÷àåò, ÷òî i-ÿ ïîçèöèÿ ëåíòû â ìîìåíò âðåìåíè t íå ñîäåðæèò Xj .� H〈i, t〉 îçíà÷àåò, ÷òî ãîëîâêà â ìîìåíò âðåìåíè t íàõîäèòñÿ íå â i-é ïîçèöèèëåíòû.� S〈k, t〉 îçíà÷àåò, ÷òî M â ìîìåíò âðåìåíè t íàõîäèòñÿ íå â ñîñòîÿíèè qk.� À ïîñëåäíåå óñëîâèå ñîîòâåòñòâóåò èçìåíåíèþ t-é êîíôèãóðàöèè � ò. å. âîçìîæ-íîìó ïåðåõîäó äëÿ íàáîðà àðãóìåíòîâ (qk, Xj) è ãîëîâêè, óñòàíîâëåííîé â i-éïîçèöèè.Òåïåðü èäåÿ ñîçäàíèÿ ôîðìóëû Ei,j,k,t ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíîé. Åñëè íå âûïîëíåíîíè îäíî èç ïåðâûõ òð¼õ îãðàíè÷åíèé, òî (qk, Xj) ÿâëÿåòñÿ ïàðîé òåêóùèõ àðãó-ìåíòîâ äëÿ (t+1)-ãî øàãà, à ãîëîâêà óñòàíîâëåíà íà i-þ ïîçèöèþ ëåíòû. Â ýòîìñëó÷àå èçìåíåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ ñîãëàñíî ôóíêöèè ïåðåõîäîâ δ äëÿ ïàðû àðãóìåí-òîâ (qk, Xj). Åñëè ìû âûáèðàåì l-é âîçìîæíûé ïåðåõîä (qkl
, Xjl

, zl) äëÿ ïàðû àð-ãóìåíòîâ (qk, Xj), òî â i-é ÿ÷åéêå ëåíòû ñèìâîë Xj çàìåíÿåòñÿ íà Xjl
. Ïðè ýòîììàøèíà M ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå qkl

, à å¼ ãîëîâêà ïåðåäâèãàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñîçíà÷åíèåì zl.Ïîñêîëüêó l ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, ôîðìóëà Ei,j,k,t ñîäåðæèò O(1) ñèìâîëîâ � äàæåáóäó÷è ïðåîáðàçîâàííîé â KHÔ. Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìîé ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà
E =

∧

0≤i,t≤p(|w|)
1≤j≤m
0≤k≤s

Ei,j,k,t ,ïðè÷¼ì îíà ñîñòîèò èç O((p(|w|))2) ñèìâîëîâ.F: Íàïîìíèì, ÷òî èíèöèàëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ ìàøèíû M íàä ñëîâîì w ñîäåðæèò íàëåíòå ñëîâî ¢w, ãîëîâêà óñòàíîâëåíà íà ïîçèöèþ 0, ïðè ýòîì ìàøèíà íàõîäèòñÿ âñîñòîÿíèå q0. Ïóñòü w = Xj1Xj2 . . . Xjn
äëÿ íåêîòîðûõ jr ∈ {1, 2, . . . , m}, n ∈ IN0,è ïóñòü X1 = ¢. Òîãäà òîò ôàêò, ÷òî ìàøèíà M íà÷èíàåò âû÷èñëåíèÿ â ìîìåíòâðåìåíè t = 0 â èíèöèàëüíîé êîíôèãóðàöèè, ìîæåò áûòü âûðàæåí ñ ïîìîùüþñëåäóþùåé ôîðìóëû:

F = S〈0, 0〉 ∧ H〈0, 0〉 ∧ C〈0, 1, 0〉
∧

∧

1≤r≤n

C〈r, jr, 0〉 ∧
∧

n+1≤d≤p(|w|)
C〈d, m, 0〉 .×èñëî ñèìâîëîâ ôîðìóëû F íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ O(p(|w|)), è ïðè ýòîì F çàïèñàíàâ KHÔ.G: Ôîðìóëà G ïðîñòà:

G = S〈s, p(|w|)〉 ;îíà îáåñïå÷èâàåò òî, ÷òî ïîñëåäíÿÿ (â íàøåì ñëó÷àå � p(|w|)-ÿ) êîíôèãóðàöèÿ ñî-äåðæèò ñîñòîÿíèå qaccept.Ñîãëàñíî îïèñàííîìó ïðîöåññó ïîñòðîåíèÿ ôîðìóëû BM (w), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî:
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• êàæäàÿ ïîäñòàíîâêà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ BM (w), ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó äîïóñêà-þùåìó âû÷èñëåíèþ ìàøèíû M íàä ñëîâîì w � ïîýòîìó ôîðìóëà BM (w) âûïîë-íèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò äîïóñêàþùåå âû÷èñëåíèå ìàøèíû Míàä w;
• ôîðìóëà BM (w) ìîæåò áûòü àëãîðèòìè÷åñêè ïîëó÷åíà íà îñíîâå çàäàííûõ M , wè p(|w|) çà âðåìÿ, ëèíåéíîå îòíîñèòåëüíî äëèíû ýòîé ôîðìóëû.×èñëî ñèìâîëîâ ôîðìóëû BM (w) åñòü O((p(|w|))3). Äëÿ çàïèñè ýòîé ôîðìóëû íàäàëôàâèòîì Σlogic êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ äîëæíà áûòü ïðåäñòàâëåíà â äâîè÷íîì âèäå.Ïîñêîëüêó ÷èñëî ïåðåìåííûõ åñòü O((p(|w|))2), êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ ìîæåò áûòü çàêî-äèðîâàíà ñ ïîìîùüþ O(log2(|w|)) áèòîâ. Ïîýòîìó äëèíà ôîðìóëû BM (w) � è, ñëåäî-âàòåëüíî, âðåìåíí�àÿ ñëîæíîñòü ñâîäèìîñòè BM � íàõîäÿòñÿ â ïðåäåëàõ

O((p(|w|))3 · log2(|w|)).Èòàê BM ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�îé ñâîäèìîñòüþ ÿçûêà L(M) ê SAT. utÄîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.52 ïîêàçûâàåò, ÷òî âñå ÿçûêè (ïðîáëåìû ïðèíàäëåæíî-ñòè) êëàññà NP ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèìû ïî âðåìåíè ê SAT. Ãëàâíîå ñëåäñòâèå ýòîãîçàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî êàæäûé ÷àñòíûé ñëó÷àé ëþáîé ïðîáëåìû ïðèíàäëåæíîñòèêëàññà NP ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê ïðîáëåìà âûïîëíèìîñòè Áóëåâîé ôîðìóëû.Îäíà èç âîçìîæíûõ èíòåðïðåòàöèé ýòîãî ôàêòà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ÿçûê Áóëåâûõôîðìóë ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ îïèñàíèÿ ëþáîé ïðîáëåìû êëàññà NP.
NP-ïîëíîòà ïðîáëåìû SAT ÿâëÿåòñÿ îòïðàâíîé òî÷êîé äëÿ êëàññèôèêàöèè ïðîáëåìïðèíàäëåæíîñòè � ñ òî÷êè çðåíèÿ êëàññà P.30 À äëÿ äîêàçàòåëüñòâà NP-ïîëíîòû äðó-ãèõ ÿçûêîâ ìû èñïîëüçóåì ìåòîä ñâîäèìîñòè, êîòîðûé îñíîâàí íà ñëåäóþùåì óòâåð-æäåíèè.Ëåììà 6.53. Ïóñòü L1 è L2 � íåêîòîðûå ÿçûêè. Åñëè L1 ≤p L2 è L1 � NP-òðóäíûé,òî L2 � òàêæå NP-òðóäíûé.Óïðàæíåíèå 6.54. Äîêàæèòå ëåììó 6.53.Áóäåì èñïîëüçîâàòü ëåììó 6.53 äëÿ äîêàçàòåëüñòâà NP-ïîëíîòû íåêîòîðûõ äðó-ãèõ ÿçûêîâ êëàññà NP. Ïðè ýòîì ãëàâíîé öåëüþ áóäåò äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ÿçûêãðàôîâ (ÿçûê îòíîøåíèé) äîñòàòî÷åí äëÿ îïèñàíèÿ íåêîòîðîé ïðîáëåìû êëàññà NP.Äëÿ áîëåå ïîíÿòíîãî îïèñàíèÿ âàðèàíòîâ ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�îé ñâîäèìîñòè áó-äåì ïîëüçîâàòüñÿ òåðìèíàìè ¾ãðàô¿ è ¾ôîðìóëà¿ � âìåñòî ¾ïðåäñòàâëåíèå ãðàôà¿ è¾ïðåäñòàâëåíèå ôîðìóëû¿. Íèæå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêèå ïðîáëåìû:

SAT = {Φ | Φ � âûïîëíèìàÿ ôîðìóëà â KHÔ};
3 SAT = {Φ | Φ � âûïîëíèìàÿ ôîðìóëà â 3KHÔ};

CLIQUE = {(G, k) | G � ãðàô, êîòîðûé ñîäåðæèò k-êëèêó};
VC = {(G, k) | G � ãðàô, ó êîòîðîãî èìååòñÿâåðøèííîå ïîêðûòèå ðàçìåðà k},ãäå:

30 Ïðèâåä¼ì òàêóþ àíàëîãèþ. SAT èãðàåò â òåîðèè ñëîæíîñòè òó æå ñàìóþ ðîëü, ÷òî è ÿçûê
Ldiag â òåîðèè âû÷èñëèìîñòè.
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• ôîðìóëà ïðåäñòàâëåíà â 3KHÔ, åñëè îíà çàïèñàíà â KHÔ, è ïðè ýòîì êàæäàÿêëàóçà ñîñòîèò íå áîëåå ÷åì èç òð¼õ ñèìâîëîâ;
• âåðøèííîå ïîêðûòèå ãðàôà G = (V, E) � ëþáîå ïîäìíîæåñòâî U ⊆ V , òàêîå ÷òî óêàæäîé äóãè31 ìíîæåñòâà E èìååòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ýëåìåíò, ïðèíàäëåæà-ùèé ïîäìíîæåñòâó U .Ïóñòü Φ è ϕ � íåêîòîðûå ôîðìóëà è ïîäñòàíîâêà ïåðåìåííûõ äëÿ ýòîé ôîðìóëû.Íèæå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü èñòèííîñòü çíà÷åíèÿ ôîðìóëû Φ äëÿ ñäåëàííîé ïîäñòà-íîâêè ϕ çàïèñüþ ϕ(Φ).Ëåììà 6.55.

SAT ≤p CLIQUE.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü
Φ = F1 ∧ F2 ∧ . . . ∧ Fm� íåêîòîðàÿ ôîðìóëà â KHÔ, ãäå

Fi = (li1 ∨ li2 ∨ · · · ∨ liki
), ki ∈ IN äëÿ i = 1, 2, . . . , m .Ñîçäàäèì ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðîáëåìû êëèêè (G, k), òàêîé ÷òî

Φ ∈ SAT ⇔ (G, k) ∈ CLIQUE.Ïîëîæèì
k = m;
G = (V, E), ãäå:
V = {[i, j] | 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ ki} � ò. å. ìû âûáèðàåì (íîâóþ) âåðøèíó äëÿ êàæäîãîâõîæäåíèÿ ëèòåðàëà â ôîðìóëó Φ,
E = {{[i, j], [r, s]} | äëÿ âñåõ [i, j], [r, s] ∈ V, ãäå i 6= r è lij 6= lrs} � ò. å. äóãà {u, v}ñîäåðæèò âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñèìâîëàì ðàçëè÷íûõ êëàóç, è ïðè ýòîì u íåÿâëÿåòñÿ îòðèöàíèåì v.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ôîðìóëó

Φ = (x1 ∨ x2) ∧ (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (x1 ∨ x3) ∧ x2.Çäåñü k = 4, è ñîîòâåòñòâóþùèé ãðàô G ïðèâåä¼í íà ðèñ. 6.6.Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîáëåìà (G, k) ìîæåò áûòü ñîçäàíà èç Φ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî
Φ âûïîëíèìà ⇐⇒ G ñîäåðæèò êëèêó ðàçìåðà k = m. (6.1)Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùèå âãðàôå G ñèìâîëàì lij è lrs, ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè îòíî-ñÿòñÿ ê ðàçëè÷íûì êëàóçàì (ò. å. i 6= r), è ïðè ýòîì îáà ìîãóò íåçàâèñèìî ïðèíèìàòüçíà÷åíèå 1.32 Ñëåäîâàòåëüíî, íåêîòîðàÿ êëèêà ãðàôà G ñîîòâåòñòâóåò òàêèì ïîäñòà-íîâêàì ïåðåìåííûõ ôîðìóëû Φ, ïðè êîòîðûõ âñå ñèìâîëû âåðøèí êëèêè ïîëó÷àþòçíà÷åíèå 1. Íàïðèìåð, êëèêà

31 Íàïîìíèì, ÷òî äóãà ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê íåóïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà âåðøèí.
32 Ò. å. ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ ïîäñòàíîâêà ϕ, òàêàÿ ÷òî ϕ(lij) = ϕ(lrs) = 1.
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x1

x1

x2

x3

x1

x2

x2

x3

[1, 1]

[1, 2]

[2, 1]

[2, 2]

[2, 3]

[3, 1]

[3, 2]

[4, 1]

F1

F2

F3 F4Ðèñ. 6.6.
{[1, 1], [2, 1], [3, 2], [4, 1]},ïðèâåä¼ííàÿ íà ðèñ. 6.6, îïðåäåëÿåò ïîäñòàíîâêó x1 = 1, x2 = 0 (x2 = 1) è x3 = 1.Ïîêàæåì íåîáõîäèìóþ íàì ýêâèâàëåíòíîñòü (6.1) ïóò¼ì äîêàçàòåëüñòâà ñîîòâåò-ñòâóþùèõ èìïëèêàöèé.

⇒ Ïóñòü Φ � íåêîòîðàÿ âûïîëíèìàÿ ôîðìóëà. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîäñòàíîâêà ϕ ïå-ðåìåííûõ ôîðìóëû Φ, òàêàÿ ÷òî ϕ(Φ) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ(Fi) = 1 äëÿ âñåõ
i ∈ {1, . . . , m}. Èòàê, äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, . . . , m} ñóùåñòâóåò èíäåêñ αi ∈ {1, . . . , ki},òàêîé ÷òî ϕ(liαi

) = 1. Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî
{[i, αi] | 1 ≤ i ≤ m}ÿâëÿëåòñÿ êëèêîé ãðàôà G. Îòìåòèì, ÷òî âåðøèíû [1, α1], [2, α2], . . . , [m, αm] ñîîò-âåòñòâóþò ñèìâîëàì ðàçëè÷íûõ êëàóç.Äëÿ ëþáûõ i, j, òàêèõ ÷òî i 6= j, ðàâåíñòâî liαi

= ljαj
äëÿ êàæäîé ïîäñòàíîâêè ωïåðåìåííûõ ôîðìóëû Φ âëå÷¼ò íåðàâåíñòâî ω(liαi

) 6= ω(ljαj
). Ïîñêîëüêó ϕ(liαi

) =

ϕ(ljαj
) = 1 äëÿ âñåõ ïàð i, j ∈ {1, . . . m}, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî íåðàâåíñòâî liαi

6= ljαjäîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ ïàð (i, j), òàêèõ ÷òî i 6= j. Èòàê,
{[i, αi], [j, αj ]} ∈ Eäëÿ âñåõ i, j ∈ {1, . . . , m}. Ñëåäîâàòåëüíî, {[i, αi] | 1 ≤ i ≤ m} äåéñòâèòåëüíîÿâëÿåòñÿ êëèêîé ðàçìåðà m.

⇐ Ïóñòü Q � íåêîòîðàÿ êëèêà ãðàôà G, èìåþùàÿ k = m âåðøèí. Ïîñêîëüêó â Gäâå âåðøèíû ñâÿçàíû òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îíè ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòàì èç



216 6 Òåîðèÿ ñëîæíîñòèðàçëè÷íûõ êëàóç, ñóùåñòâóþò α1, α2, . . . , αm, αp ∈ {1, 2, . . . , kp} äëÿ p = 1, . . . , m,òàêèå ÷òî
Q = {[1, α1], [2, α2], . . . , [m, αm]}.Ñîãëàñíî ñïîñîáó ïîñòðîåíèÿ ãðàôà G, ìû ïîëó÷àåì ñóùåñòâîâàíèå íåêîòîðîé ïîä-ñòàíîâêè ϕ ïåðåìåííûõ ôîðìóëû Φ, òàêîé ÷òî

ϕ(l1α1) = ϕ(l2α2) = · · · = ϕ(lmαm
) = 1.Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî

ϕ(F1) = ϕ(F2) = · · · = ϕ(Fm) = 1,ïîýòîìó ïîäñòàíîâêà ϕ óäîâëåòâîðÿåò ôîðìóëå Φ, è ýòà ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ âûïîë-íèìîé. utËåììà 6.56.
CLIQUE ≤p VC.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ãðàô G = (V, E) è ÷èñëî k ÿâëÿþòñÿ âõîäîì, ïðåäñòàâëÿþ-ùèì ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðîáëåìû êëèêè. Ñîçäàäèì âõîäíûå äàííûå äëÿ ÷àñòíîãîñëó÷àÿ ïðîáëåìû âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

m := |V | − k;
G = (V, E), ãäå E = {{v, u} | u, v ∈ V, v 6= u, {u, v} /∈ E}.Ðèñ. 6.7 èëëþñòðèðóåò ïîñòðîåíèå ãðàôà G ïî çàäàííîìó ãðàôó G. Ïîñêîëüêó Gìîæåò áûòü ïîëó÷åí íà îñíîâå G ïóò¼ì çàìåíû â ìàòðèöå ñìåæíîñòè ãðàôà G âñåõñèìîëîâ 1 íà 0 è âñåõ 0 íà 1, î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ïîñòðîåíèå ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíîçà ëèíåéíîå âðåìÿ.

PSfrag replacements
v1v1

v2 v2

v3 v3v4 v4

v5 v5

G GÐèñ. 6.7.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî
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(G, k) ∈ CLIQUE ⇐⇒ (G, |V | − k) ∈ VCíàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ñëåäóþùåå:

S ⊆ V � êëèêà ãðàôà G ⇔ V − S � âåðøèííîå ïîêðûòèå ãðàôà G.Ïðîäîëæèì ðàññìîòðåíèå ïðèìåðà, ïðèâåä¼ííîãî íà ðèñ. 6.7. Ìû âèäèì, ÷òî êëèêà
{v1, v2, v5} ãðàôà G îïðåäåëÿåò âåðøèííîå ïîêðûòèå {v3, v4} ãðàôà G. Àíàëîãè÷íîêëèêà {v1, v4, v6} îïðåäåëÿåò âåðøèííîå ïîêðûòèå {v2, v3}, à êëèêà {v2, v3} � âåðøèííîåïîêðûòèå {v1, v4, v5}.Ïîêàæåì íåîáõîäèìóþ íàì ýêâèâàëåíòíîñòü ïóò¼ì äîêàçàòåëüñòâà ñîîòâåòñòâóþ-ùèõ èìïëèêàöèé.
⇒ Ïóñòü S � íåêîòîðàÿ êëèêà ãðàôàG. Òîãäà â ãðàôå G íè îäíà ïàðà âåðøèí, ïðèíàä-ëåæàùèõ S, íå èìååò ðåáðà ìåæäó íèìè. Ïîñëåäíåå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî êàæäîåðåáðî ãðàôà G ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäíó âåðøèíó ìíîæåñòâà V −S; ïîýòîìó

V − S � âåðøèííîå ïîêðûòèå ãðàôà G.
⇐ Ïóñòü C ⊆ V � íåêîòîðîå âåðøèííîå ïîêðûòèå ãðàôà G. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþâåðøèííîãî ïîêðûòèÿ, êàæäîå ðåáðî ãðàôà G èíöèäåíòíî ïî êðàéíåé ìåðå îäíîéâåðøèíå ìíîæåñòâà C. Ñëåäîâàòåëüíî, ó ãðàôà E íåò íè îäíîãî ðåáðà {u, v}, òàêîãî÷òî u, v ∈ V −C. Ïîýòîìó {u, v} ∈ E äëÿ âñåõ u, v ∈ V −C, u 6= v, à îòñþäà ïîëó÷àåì,÷òî V − C � êëèêà ãðàôà G. utÑëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðîáëåìà âûïîëíèìîñòè îñòà¼òñÿ òðóäíîé,äàæå åñëè ñîêðàòèòü ìíîæåñòâî å¼ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ äî ñïåöèàëüíîãî ïîäêëàññà ôîð-ìóë. Âûøå ìû óæå ðàññìàòðèâàëè îïðåäåëåíèå 3KHÔ; Ïðîáëåìà ïðèíàäëåæíîñòèäëÿ 3KHÔ (ïðîáëåìà 3 SAT) çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè âûïîëíè-ìîé íåêîòîðàÿ ôîðìóëà, çàäàííàÿ â 3KHÔ.Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîäñòàíîâêó ϕ Áóëåâûõ ïåðåìåííûõ ìíîæåñòâà X =
{x1, . . . , xn} êàê îòîáðàæåíèå ϕ : X → {0, 1}. Ïóñòü Y = {y1, . . . , yr} � íåêîòîðîåìíîæåñòâî Áóëåâûõ ïåðåìåííûõ, ïðè÷¼ì X ∩ Y = ∅. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåêîòîðîåîòîáðàæåíèå ω : X ∪ Y → {0, 1} åñòü ðàñøèðåíèå îòîáðàæåíèÿ ϕ : X → {0, 1} äî
X ∪ Y , åñëè

ω(z) = ϕ(z) äëÿ âñåõ z ∈ X.Ëåììà 6.57.
SAT ≤p 3 SAT.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F = F1 ∧ F2 ∧ . . . ∧ Fm � íåêîòîðàÿ ôîðìóëà â KHÔ íàäìíîæåñòâîì Áóëåâûõ ïåðåìåííûõ {x1, . . . , xn}. Ñîçäàäèì ôîðìóëó C â 3KHÔ, òàêóþ÷òî ôîðìóëà F âûïîëíèìà (F ∈ SAT) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôîðìóëà C òàê-æå âûïîëíèìà (C ∈ 3 SAT). Ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�àÿ ñâîäèìîñòü ôîðìóëû F ê Cîñóùåñòâëÿåòñÿ äëÿ êàæäîé êëàóçû F1, . . . , Fm îäíèì è òåì æå ñïîñîáîì.Åñëè Fi ñîäåðæèò íå áîëåå ÷åì òðè ñèìâîëà, òî ìû ïîëàãàåì Ci = Fi.Èíà÷å, ïóñòü

Fi = z1 ∨ z2 ∨ · · · ∨ zk, ãäå k ≥ 4, zi ∈ {x1, x1, · · · , xn, xn}.Ïîñòðîèì ôîðìóëó Ci íàä ìíîæåñòâîì ïåðåìåííûõ
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{x1, . . . , xn, yi,1, yi,2, . . . , yi,k−3},ãäå yi,1, yi,2, . . . , yi,k−3 � íåêîòîðûå íîâûå ïåðåìåííûå, íå èñïîëüçîâàâøèåñÿ â ïîñòðî-åíèè ôîðìóë Cj ïðè j 6= i. Ïîëîæèì

Ci = (z1 ∨ z2 ∨ yi,1) ∧ (yi,1 ∨ z3 ∨ yi,2) ∧ (yi,2 ∨ z4 ∨ yi,3)

∧ · · · ∧ (yi,k−4 ∨ zk−2 ∨ yi,k−3) ∧ (yi,k−3 ∨ zk−1 ∨ zk).Íàïðèìåð, äëÿ Fi = x1 ∨ x3 ∨ x2 ∨ x7 ∨ x9 ìû ñòðîèì ôîðìóëó ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Ci = (x1 ∨ x3 ∨ yi,1) ∧ (yi,1 ∨ x2 ∨ yi,2) ∧ (yi,2 ∨ x7 ∨ x9).×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ôîðìóëà F = F1 ∧ · · · ∧ Fm âûïîëíèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà ôîðìóëà C = C1 ∧ · · · ∧ Cm òàêæå âûïîëíèìà, íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òàêîåóòâåðæäåíèå:Ïîäñòàíîâêà ϕ ïåðåìåííûõ {x1, . . . , xn} óäîâëåòâîðÿåò ôîðìóëå Fi òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå ðàñøèðåíèå ϕ′ îòîáðàæåíèÿ ϕ äî

{x1, . . . , xn, yi,1, . . . yi,k−3}, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò ôîðìóëå Ci.Ïîêàæåì ýòó ýêâèâàëåíòíîñòü ïóò¼ì äîêàçàòåëüñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ èìïëèêàöèé.
⇒ Ïóñòü ϕ � íåêîòîðàÿ ïîäñòàíîâêà ïåðåìåííûõ {x1, x2, . . . , xn}, òàêàÿ ÷òî ϕ(Fi) = 1.Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò j ∈ {1, . . . , k}, äëÿ êîòîðîãî ϕ(zj) = 1. Âûáåðåì îòîáðàæåíèå

ϕ′ : {x1, . . . , xn, yi,1, . . . , yi,k−3} → {0, 1},òàêîå ÷òî:� ϕ(xl) = ϕ′(xl) äëÿ l = 1, . . . , n;� ϕ′(yi,1) = · · · = ϕ′(yi,j−2) = 1;� ϕ′(yi,j−1) = · · · = ϕ′(yi,k−3) = 0.Ðàâåíñòâî ϕ′(zj) = 1 âëå÷¼ò âûïîëíåíèå (j−1)-é êëàóçû ôîðìóëû Ci. Èç ϕ′(yi,r) = 1äëÿ r = 1, . . . , j − 2 ñëåäóåò âûïîëíåíèå âñåõ r-õ êëàóç ôîðìóëû Ci. Ðàâåíñòâî
ϕ′(yi,s) = 0 (ò. å. yi,s = 1) ãàðàíòèðóåò âûïîëíåíèå (s+1)-õ êëàóç ôîðìóëû Ci äëÿâñåõ s = j−1, j, . . . , k−3. Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå ϕ′ óäîâëåòâîðÿåò âñåì k − 2êëàóçàì ôîðìóëû Ci, ò. å. ϕ′(Ci) = 1.

⇐ Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü ϕ � íåêîòîðàÿ ïîäñòàíîâêà, òàêàÿ÷òî ϕ(Fi) = 0. Íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ðàñøèðåíèÿ ϕ′ îòîáðàæåíèÿ
ϕ, òàêîãî ÷òî ϕ′(Ci) = 1.Ðàâåíñòâî ϕ(Fi) = 0 âëå÷¼ò

ϕ(z1) = ϕ(z2) = · · ·ϕ(zk) = 0.Äëÿ âûïîëíåíèÿ ïåðâîé êëàóçû ôîðìóëû Ci ìû äîëæíû ïîëîæèòü yi,1 = 1. Òîãäà
ϕ′(yi,1) = 0, è äëÿ âûïîëíåíèÿ âòîðîé êëàóçû ôîðìóëû Ci ìû äîëæíû ïîëîæèòü
ϕ′(yi,2) = 1. Èñïîëüçóÿ òå æå ñàìûå äîâîäû, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿïåðâûõ k−3 êëàóç ôîðìóëû Ci íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèé

ϕ′(yi,1) = ϕ′(yi,2) = · · · = ϕ′(yi,k−3) = 1.Îòñþäà ϕ′(yi,k−3) = 0, è, ïîñêîëüêó ϕ(zk−1) = ϕ(zk) = 0, ïîñëåäíÿÿ êëàóçà yi,k−3 ∨
zk−1 ∨ zk ôîðìóëû Ci îñòà¼òñÿ íåâûïîëíåííîé.



6.6 NP-ïîëíîòà 219
utÓïðàæíåíèå 6.58. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�ûå ñâîäèìîñòè:

• VC ≤p CLIQUE;
• 3 SAT ≤p VC.Êîíöåïöèÿ NP-ïîëíîòû ñòàëà îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì êëàññèôèêàöèè àëãîðèòìè-÷åñêèõ çàäà÷ îòíîñèòåëüíî èõ òðóäíîñòè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàì èçâåñòíî áîëåå ÷åì
3000 NP-ïîëíûõ ïðîáëåì. Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî ìû ìîæåì ðàçâèòü ýòîò ïîäõîä �÷òîáû ïðèìåíèòü åãî äëÿ êëàññèôèêàöèè îïòèìèçàöèîííûõ ïðîáëåì. Äëÿ ýòîãî íàìïðåæäå âñåãî íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü íåêîòîðûå àíàëîãè êëàññîâ P è NP â ñëó÷àå îï-òèìèçàöèîííûõ ïðîáëåì.Îïðåäåëåíèå 6.59. Îïðåäåëèì NPO êàê ïîäêëàññ êëàññà îïòèìèçàöèîííûõ ïðî-áëåì, ïðè÷¼ì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

U = (ΣI , ΣO, L,M, cost , goal) ∈ NPOåñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.(1)L ∈ P .
{Ìîæíî ýôôåêòèâíî ïðîâåðèòü, äåéñòâèòåëüíî ëè ñëîâî x ∈ Σ∗

I ÿâëÿåòñÿ äî-ïóñòèìûì âõîäîì � ò. å. ïðåäñòàâëåíèåì íåêîòîðîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïðîáëåìû
U.}(2) Ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíàÿ ôóíêöèÿ pU , òàêàÿ ÷òî:(a) äëÿ âñåõ x ∈ L è y ∈ M(x) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |y| ≤ pU (|x|);

{Ðàçìåð33 ëþáîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì îòíîñè-òåëüíî äëèíû âõîäà.}(b) ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåííîé àëãîðèòì A, êîòîðûé äëÿ ëþáûõ y ∈
Σ∗

O è x ∈ L, òàêèõ ÷òî |y| ≤ pU (|x|), îïðåäåëÿåò, äåéñòâèòåëüíî ëè y ∈ M(x).(3)Ôóíêöèÿ cost ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.Èíûìè ñëîâàìè � íåêîòîðàÿ îïòèìèçàöèîííàÿ ïðîáëåìà U íàõîäèòñÿ â êëàññå NPOïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ óñëîâèé.
• Ìîæíî ýôôåêòèâíî ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííîå ñëîâî ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïðî-áëåìû U � ò. å. òðóäíîñòü ïðîáëåìû U íå çàâèñèò îò ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ïðèíàä-ëåæíîñòè (ΣI , L).
• Ðàçìåð êàæäîãî èç äîïóñòèìûõ ðåøåíèé äëÿ íåêîòîðîãî âõîäà ïîëèíîìèàëüíîîãðàíè÷åí ðàçìåðîì ýòîãî âõîäà, è ïðè ýòîì ìîæíî ýôôåêòèâíî ïðîâåðèòü, äåé-ñòâèòåëüíî ëè íåêîòîðîå ðåøåíèå-êàíäèäàò ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì � ò. å. òðóäíîñòüïðîáëåìû U íå çàâèñèò îò ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ïðèíàäëåæíîñòè (ΣO,M(x)) äëÿëþáîãî âõîäà x.
• Ìîæíî ýôôåêòèâíî âû÷èñëèòü ñòîèìîñòü ëþáîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ � ò. å. âû-÷èñëåíèå ¾êà÷åñòâà¿ äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ òàêæå íå âëèÿåò íà òðóäíîñòü ïðîáëåìû

U .Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (2.b) � ãëàâíàÿ àíàëîãèÿ ìåæäó êëàññàìè NPO è VP. Íîñàìûé âàæíûé ìîìåíò çäåñü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âñå òðè óñëîâèÿ, (1), (2) è (3),ÿâëÿþòñÿ ¾åñòåñòâåííûìè¿ � ïîñêîëüêó îíè:
33 Ò. å. äëèíà ïðåäñòàâëåíèÿ.
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• ñâîäÿò òðóäíîñòü ðåøåíèÿ íåêîòîðîé îïòèìèçàöèîííîé ïðîáëåìû U ê ïðîñòîìóïðîöåññó îïòèìèçàöèè � ò. å. ê ïîèñêó ëó÷øèõ ðåøåíèé ñðåäè âñåõ äîïóñòèìûõ;
• äåëàþò òðóäíîñòü ïðîáëåìû U íåçàâèñèìîé îò ïðîáëåì ïðèíàäëåæíîñòè � ò. å. êïðîâåðêàì, äåéñòâèòåëüíî ëè íåêîòîðûé âõîä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àéïðîáëåìû ïðîáëåìû U , à íåêîòîðîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì-êàíäèäàòîì äëÿçàäàííîãî âõîäà.Ñëåäóþùèå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî â êëàññ NPO âõîäèò ïðîáëåìà
MAX-SAT.
• Ìîæíî ýôôåêòèâíî îïðåäåëèòü, äåéñòâèòåëüíî ëè íåêîòîðîå ñëîâî x ∈ Σ∗

logic êî-äèðóåò Áóëåâó ôîðìóëó, çàäàííóþ â KHÔ.
• Äëÿ ëþáîãî âõîäà x êàæäàÿ ïîäñòàíîâêà çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ ôîðìóëû Φx (ïóñòüýòî � íåêîòîðàÿ ïîäñòàíîâêà α ∈ {0, 1}∗) îáëàäàåò ñâîéñòâîì |α| < |x|. Ïðè ýòîììû ìîæåì çà ëèíåéíîå âðåìÿ ïðîâåðèòü, äåéñòâèòåëüíî ëè |α| ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîìïåðåìåííûõ ôîðìóëû Φx.
• Äëÿ ëþáîé òàêîé ïîäñòàíîâêè ìû ìîæåì âû÷èñëèòü ÷èñëî âûïîëíÿþùèõñÿ êëàóçôîðìóëû Φx � çà âðåìÿ, ëèíåéíî çàâèñÿùåå îò |x|. Èíûìè ñëîâàìè, ìû ìîæåìýôôåêòèâíî âû÷èñëèòü ñòîèìîñòü ïîäñòàíîâêè.Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå îïòèìèçàöèîííûå ïðîáëåìû. Ïðîáëåìà ìàêñè-ìàëüíîãî ðàçðåçà (MAX-CUT) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû äëÿ çàäàííîãî ãðàôà
G = (V, E) íàéòè ðàçðåç íà 2 ÷àñòè, èìåþùèé ìàêñèìàëüíóþ ñòîèìîñòü. Ïðè ýòîìðàçðåçîì ãðàôà G = (V, E) ÿâëÿåòñÿ ëþáàÿ ïàðà (V1, V2), òàêàÿ ÷òî

V1 ∪ V2 = V, à V1 ∩ V2 = ∅,à ñòîèìîñòü ýòîãî ðàçðåçà ðàâíà ÷èñëó ð¼áåð ìåæäó V1 è V2, ò. å.
cost(V1, V2) = |E ∩ {{v, u} | v ∈ V1, u ∈ V2}|.Ïðîáëåìà ìèíèìàëüíîãî âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ (MIN-VC) çàêëþ÷àåòñÿ âòîì, ÷òîáû äëÿ çàäàííîãî ãðàôà G = (V, E) íàéòè âåðøèííîå ïîêðûòèå ìèíèìàëüíîéìîùíîñòè.Óïðàæíåíèå 6.60. Ïðèâåäèòå ôîðìàëüíûå îïðåäåëåíèÿ îïòèìèçàöèîííûõ ïðîáëåì

MAX-CUT è MIN-VC. Ïîêàæèòå, ÷òî îáå ýòè ïðîáëåìû ïðèíàäëåæàò êëàññó NPO.Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ââîäèò êëàññ PO òàêèõ îïòèìèçàöèîííûõ ïðîáëåì, êîòî-ðûå ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííîé àíàëîãèåé êëàññà P.Îïðåäåëåíèå 6.61. Îïðåäåëèì PO êàê ïîäêëàññ êëàññà îïòèìèçàöèîííûõ ïðîáëåì,ïðè÷¼ì
U = (ΣI , ΣO, L,M, cost , goal) ∈ POåñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

• U ∈ NPO;
• ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåííîé àëãîðèòì A, òàêîé ÷òî äëÿ êàæäîãî âõî-äà x ∈ L ñëîâî A(x) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì äëÿ ýòîãî âõîäà.



6.6 NP-ïîëíîòà 221Òåïåðü ïîëó÷èì ïîíÿòèå NP-òðóäíîñòè îïòèìèçàöèîííûõ ïðîáëåì � ïðîñòî ðàñ-ñìîòðåâ ñâîäèìîñòü êîíêðåòíûõ ïðîáëåì ïðèíàäëåæíîñòè ê îïòèìèçàöèîííûì ïðî-áëåìàì.Îïðåäåëåíèå 6.62. Ïóñòü U = (ΣI , Σ0, L,M, cost , goal ) � íåêîòîðàÿ îïòèìèçàöè-îííàÿ ïðîáëåìà êëàññà NPO. Îïðåäåëèì ïîðîãîâûé ÿçûê ïðîáëåìû U êàê
LangU = {(x, a) ∈ L × Σ∗

bool | OptU (x) ≤ Number(a)},åñëè goal = minimum, è
LangU = {(x, a) ∈ L × Σ∗

bool | OptU (x) ≥ Number(a)},åñëè goal = maximum.Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðîáëåìà U ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé, åñëè NP-òðóäíûì ÿâ-ëÿåòñÿ ÿçûê LangU .Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî íà îñíîâå îïðåäåëåíèÿ 6.62 ìû ïîëó÷àåì ñïåöèàëüíûé ïîä-õîä ê ïðîâåðêå òðóäíîñòè îïòèìèçàöèîííûõ ïðîáëåì. Òî÷íåå, äîêàçàòåëüñòâî NP-òðóäíîñòè ÿçûêà LangU ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíûì ñïîñîáîì äîêàçàòåëüñòâà ôàêòà U /∈ PO� ïðè äîïîëíèòåëüíî ñäåëàííîì ïðåäïîëîæåíèè P 6= NP. Âàæíûé ìîìåíò ýòîãî ïîäõî-äà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå íå íóæíî äåëàòü äðóãèõ äîïîëíèòåëüíûõïðåäïîëîæåíèé � âðîäå PO 6= NPO è ò.ï.Ëåììà 6.63. Åñëè äëÿ íåêîòîðîé îïòèìèçàöèîííîé ïðîáëåìû âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå
U ∈ PO, òî LangU ∈ P.Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè U ∈ PO, òî ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåííîé àëãîðèòì
A, êîòîðûé äëÿ êàæäîãî âõîäà � ò. å. äëÿ êàæäîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ x ïðîáëåìû U �âû÷èñëÿåò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå äëÿ x, è, ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå OptU (x). Ïîýòîìóàëãîðèòì A ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí è äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ïðèíàäëåæíîñòè äëÿÿçûêà LangU . utÒåîðåìà 6.64. Ïóñòü U ∈ NPO. Åñëè LangU ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíûì è P 6= NP, òî
U /∈ PO.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî � ò. å. ïðåäïîëîæèì, ÷òî
U ∈ PO. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 6.63, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî LangU ∈ P. Ïîñêîëüêó ÿçûê LangUÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíûì, óñëîâèå LangU ∈ P âëå÷¼ò ðàâåíñòâî P = NP. utÎïèñàííûé íàìè ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà òðóäíîñòè îïòèìèçàöèîííûõ ïðîáëåì âåñü-ìà ïðîñò. Äëÿ èëëþñòðàöèè ýòîãî ôàêòà ïðèâåä¼ì ñëåäóþùèå ïðèìåðû.Ëåììà 6.65. Ïðîáëåìà MAX-SAT ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé.Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 6.62, ìû äîëæíû äîêàçàòü NP-òðóäíîñòüÿçûêà LangMAX-SAT. Ïîñêîëüêó ìû çíàåì, ÷òî SAT ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé, äîñòàòî÷íîäîêàçàòü ñëåäóþùåå:

SAT ≤p LangMAX-SAT.Ïóñòü x êîäèðóåò ôîðìóëó Φx, ñîñòîÿùóþ èç m êëàóç. Âîçüì¼ì â êà÷åñòâå âõîäà(ò. å. ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïðîáëåìû ïðèíàäëåæíîñòè (LangMAX-SAT, Σ∗)) ïàðó (x, m). Ïðèýòîì î÷åâèäíî, ÷òî
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(x, m) ∈ LangMAX-SAT ⇐⇒ Φx ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ âûïîëíèìîé.

utÏðîáëåìà ìàêñèìàëüíîé êëèêè (MAX-CL) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû â çà-äàííîì ãðàôå G íàéòè êëèêó ìàêñèìàëüíîãî ðàçìåðà.Ëåììà 6.66. MAX-CL ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé.Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî: ïîñêîëüêó CLIQUE = LangMAX-CL, è ïðè ýòîì ïðîáëå-ìà CLIQUE � NP-òðóäíàÿ, MAX-CL òàêæå ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé. utÓïðàæíåíèå 6.67. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîáëåìû MAX-CUT è MIN-VC ÿâëÿþòñÿ NP-òðóäíûìè.6.7 Çàêëþ÷åíèåÎñíîâíîé öåëüþ òåîðèè ñëîæíîñòè ÿâëÿåòñÿ êëàññèôèêàöèÿ àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðî-áëåì îòíîñèòåëüíî íåîáõîäèìûõ äëÿ èõ ðåøåíèÿ ðåñóðñîâ êîìïüþòåðà. Ðåçóëüòàòûèññëåäîâàíèé ýòîé òåîðèè � ïîëó÷åíèå êîëè÷åñòâåííûõ çàêîíîâ òåîðèè îáðàáîòêè èí-ôîðìàöèè, à òàêæå îïèñàíèå ãðàíèö ïðàêòè÷åñêîé àëãîðèòìè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè(¾ë¼ãêîñòè¿ ðåøåíèÿ).Îñíîâíûìè åäèíèöàìè èçìåðåíèÿ ñëîæíîñòè ÿâëÿþòñÿ ñëîæíîñòü ïî âðåìåíè (âðå-ìåíí�àÿ ñëîæíîñòü) è ñëîæíîñòü ïî ïàìÿòè. À îñíîâíîé âû÷èñëèòåëüíîé ìîäåëüþ àá-ñòðàêòíîé òåîðèè ñëîæíîñòè ÿâëÿåòñÿ ìíîãîëåíòî÷íàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà. Ñëîæíîñòüíåêîòîðîé MMT (íåêîòîðîãî àëãîðèòìà) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ôóíêöèÿ f , çàâèñÿùàÿîò äëèíû âõîäà � ïðè÷¼ì f(n) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìàêñèìóì ñëîæíîñòåé âñåõ âû÷èñëå-íèé ñ äëèíîé âõîäíîé èíôîðìàöèè n. Ýòîò âàðèàíò èçìåðåíèÿ ñëîæíîñòè íàçûâàåòñÿñëîæíîñòüþ â õóäøåì.Ñóùåñòâóþò àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìûå çàäà÷è ñ ïðîèçâîëüíî áîëüøîé ñëîæíî-ñòüþ. Àëãîðèòìû ýêñïîíåíöèàëüíîé ñëîæíîñòè îáû÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê íåâû-ïîëíèìûå íà ïðàêòèêå.Ë¼ãêîñòü ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ñâÿçàíà ñ ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�îé ñëîæíîñòüþ.Êëàññ P � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ ïðîáëåì ïðèíàäëåæíîñòè, êîòîðûå ìîãóò áûòü ðåøåíûñ ïîìîùüþ ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�ûõ àëãîðèòìîâ. Îïðåäåëåíèå êëàññà P ÿâëÿåòñÿ¾æ¼ñòêèì¿ � â òîì ñìûñëå, ÷òî ýòîò êëàññ íå çàâèñèò îò âûáîðà êîíêðåòíîé âû÷èñëè-òåëüíîé ìîäåëè.Âðåìåíí�àÿ ñëîæíîñòü íåäåòåðìèíèðîâàííîé MMT M íàä âõîäíûì ñëîâîì w � ýòîäëèíà ñàìîãî êîðîòêîãî êîððåêòíîãî âû÷èñëåíèÿ ìàøèíû M íàä w. Òèïè÷íàÿ ðàáîòàíåäåòåðìèíèðîâàííîãî àëãîðèòìà íà÷èíàåòñÿ ñ íåäåòåðìèíèðîâàííûõ ïðåäïîëîæåíèéè ïðîäîëæàåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííîé ïðîâåðêîé êàæäîãî èç ýòèõ ïðåäïîëîæåíèé. Êëàññ
NP � ýòî êëàññ âñåõ ÿçûêîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðèíÿòû ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�ûìèíåäåòåðìèíèðîâàííûìè àëãîðèòìàìè. Âîïðîñ, ÿâëÿåòñÿ ëè êëàññ P ñîáñòâåííûì ïîä-ìíîæåñòâîì êëàññà NP � ýòî ñàìàÿ èçâåñòíàÿ íåðåø¼ííàÿ ïðîáëåìà òåîðåòè÷åñêîéèíôîðìàòèêè. Êëàññ NP âêëþ÷àåò ìíîæåñòâî èíòåðåñíûõ äëÿ ïðàêòèêè çàäà÷, ïðîêîòîðûå íåèçâåñòíî, íàõîäÿòñÿ ëè îíè â êëàññå P. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âîïðîñ î òîì,ÿâëÿåòñÿ ëè êëàññ P ñîáñòâåííûì ïîäìíîæåñòâîì êëàññà NP, ýêâèâàëåíòåí âîïðîñó,ëåã÷å ëè ïðîâåðêà êîððåêòíîñòè äàííîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà ÷åì ñîçäàíèåäîêàçàòåëüñòâà äëÿ äàííîé òåîðåìû.



6.7 Çàêëþ÷åíèå 223Äî ñèõ ïîð íåò ñóùåñòâåííûõ äîñòèæåíèé â ïîëó÷åíèè íèæíèõ ïðåäåëîâ ñëîæíî-ñòè êîíêðåòíûõ ïðîáëåì � è ïîýòîìó íàì íåîáõîäèìà ìåòîäîëîãèÿ äëÿ êëàññèôèêàöèèïðîáëåì, ðàçäåëåíèÿ èõ íà ëåãêîðåøàåìûå è òðóäíîðåøàåìûå. Êîíöåïöèÿ NP-ïîëíîòûïîçâîëÿåò íàì äîêàçûâàòü ðåçóëüòàòû òèïà L /∈ P (ÿçûê L íå ÿâëÿåòñÿ ëåãêîðåøàå-ìûì) � ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè P 6= NP. Îñíîâíàÿ èäåÿ ýòîãî ïîäõîäà çà-êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî NP-ïîëíûå ïðîáëåìû ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå òðóäíûìè ïðîáëåìàìèêëàññà NP � â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè áû íåêîòîðàÿ NP-ïîëíàÿ ïðîáëåìà ïðèíàäëåæàëàáû êëàññó P, òî ïîñëåäíèé êëàññ áûë áû ýêâèâàëåíòåí êëàññó NP.Èåðàðõèè ñëîæíîñòè áûëè ââåäåíû Õàðòìàíèñîì, Ñòåðíñîì è Ëüþèñîì [24, 25].Êîíöåïöèè ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�îé ñâîäèìîñòè è NP-ïîëíîòû áûëè ââåäåíû â êîí-ñòðóêòèâíûõ ðàáîòàõ Êóêà [13] è Êàðïà [35]. Ïðåâîñõîäíàÿ êëàññè÷åñêàÿ êíèãà Ãýðèè Äæîíñîíà [19] äà¼ò ïîäðîáíîå ïðåäñòàâëåíèå òåîðèè NP-ïîëíîòû. Èíòåðåñíûå ðàñ-ñóæäåíèÿ î ¾ïðàêòè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè¿ ìîæíî íàéòè ó Ëüþèñà è Ïàïàäèìèòðèó[42], à òàêæå ó Ñòîêìýéåðà è ×àíäðû [66].Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî õîðîøèõ ó÷åáíèêîâ, ïîñâÿù¼ííûõ òåîðèè ñëîæíîñòè. Ïðå-âîñõîäíûì ââåäåíèåì â ýòó òåîðèþ ÿâëÿþòñÿ ó÷åáíèêè Õîïêðîôòà è Óëüìàíà [28], àòàêæå Ñèïñåðà [65]. Âñåñòîðîíåå å¼ èçëîæåíèå äàíî, íàïðèìåð, Áîâåòîì è Êðåøåíçè[7], Ïàïàäèìèòðèó [49], à òàêæå Áàëêàçàðîì, Äèàçîì è Ãàáîððî [2, 3]. Îòìåòèì òàêæåó÷åáíèê Ðåéøóêà [56].





Êîãäà ó÷¼íûé ãîâîðèò:¾Ýòî � ñàìûé êîíåö,íèêòî çäåñü áîëüøå íè÷åãî íå ñäåëàåò. . . ¿ �ýòî íå ó÷¼íûé. Ë. Ãîóëä7Àëãîðèòìèçàöèÿ òðóäíîðåøàåìûõ çàäà÷
7.1 Öåëè è çàäà÷è ãëàâûÒåîðèÿ ñëîæíîñòè îáåñïå÷èâàåò ìåòîäû êëàññèôèêàöèè àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðîáëåì îò-íîñèòåëüíî èõ òðóäíîñòè � êîòîðàÿ èçìåðÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ,íåîáõîäèìûõ äëÿ èõ ðåøåíèÿ. À òåîðèÿ àëãîðèòìîâ ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå ýôôåêòèâ-íûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ ïðîáëåì.Â ýòîé ãëàâå ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàçðàáîòêîé àëãîðèòìîâ äëÿ ñëîæíûõ (íàïðèìåð,
NP-òðóäíûõ) ïðîáëåì. Ýòî ìîæåò ïîêàçàòüñÿ íåñêîëüêî íåîæèäàííûì � ïîñêîëüêó âãëàâå 6 áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ðåøåíèå NP-òðóäíûõ ïðîáëåì íàõîäèòñÿ çà ãðàíèöàìèôèçè÷åñêèõ âîçìîæíîñòåé êîìïüþòåðà. Íàïðèìåð, âûïîëíåíèå íåêîòîðîãî àëãîðèòìàñ âðåìåíí�îé ñëîæíîñòüþ 2n äëÿ âõîäîâ äëèíîé n = 100 òðåáóåò áîëüøå âðåìåíè, ÷åìâîçðàñò èçâåñòíîé ÷àñòè Âñåëåííîé.Îäíàêî ñóùåñòâóþò ìíîãèå òðóäíûå ïðîáëåìû, èìåþùèå îãðîìíóþ âàæíîñòü äëÿåæåäíåâíîé ïðàêòèêè. Ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ïðîáëåì îáúÿñíÿåò, ïî÷åìó ñïåöèàëèñòû âîáëàñòè òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè â òå÷åíèå óæå ïî êðàéíåé ìåðå 40 ëåò ïûòàþòñÿõîòü íåìíîãî ïðîäâèíóòüñÿ â èõ ðåøåíèè. Îñíîâíàÿ èäåÿ çäåñü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,÷òîáû ñäåëàòü òðóäíûå ïðîáëåìû ïðîùå (ðàçðåøèìûìè çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ)� ïóò¼ì íåáîëüøîãî èçìåíåíèÿ ñïåöèôèêàöèé ïðîáëåìû èëè îñëàáëåíèÿ íåêîòîðûõîãðàíè÷åíèé íà å¼ âõîäíûå äàííûå.Íàñòîÿùåå èñêóññòâî ñîçäàíèÿ àëãîðèòìîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàõîäèòü ðàçëè÷-íûå âîçìîæíîñòè äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìàêñèìàëüíîé ïîëüçû îò îñóùåñòâèìûõ íà ïðàêòèêåâû÷èñëåíèé, ñîêðàùàÿ âðåìÿ èõ âûïîëíåíèÿ äî íåñêîëüêèõ ìèíóò íà îáû÷íîì êîìïüþ-òåðå, � íî ïðè ýòîì êàê ìîæíî ìåíüøå èçìåíåíÿÿ íàêëàäûâàåìûå íà çàäà÷ó îãðàíè-÷åíèÿ. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîäîáíûõ ýôôåêòîâ, ïîçâîëÿþùèõ äîáèâàòüñÿ ïðàêòè÷åñêîéðàçðåøèìîñòè òðóäíûõ ïðîáëåì, ìîæíî èñïîëüçîâàòü îäèí èç ñëåäóþùèõ ïîäõîäîâ �èëè íåêîòîðóþ èõ êîìáèíàöèþ.1. Ðàññìîòðåíèå àëãîðèòìîâ, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ îáû÷íûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ïðî-áëåìû � âìåñòî íàèáîëåå ñëîæíûõ.Ìû èçìåðÿåì âðåìåíí�óþ ñëîæíîñòü êàê ñëîæíîñòü â õóäøåì ñëó÷àå � ýòî îçíà÷à-åò, ÷òî âðåìåíí�àÿ ñëîæíîñòü Time(n) åñòü ñëîæíîñòü íàèáîëåå òðóäíûõ ÷àñòíûõñëó÷àåâ çàäà÷è, èìåþùèõ ðàçìåðíîñòü n. ×àñòî ÷àñòíûå ñëó÷àè íàèáîëåå òðóäíûõïðîáëåì äàëåêè îò òîãî, ÷òîáû èõ ìîæíî áûëî íàçâàòü ¾åñòåñòâåííûìè¿, ðåïðå-çåíòàòèâíûìè � è, ñëåäîâàòåëüíî, îíè âðÿä ëè ìîãóò âñòðåòèòüñÿ íà ïðàêòèêå.



226 7 Àëãîðèòìèçàöèÿ òðóäíîðåøàåìûõ çàäà÷Ïîýòîìó ìîæåò áûòü ïîëåçíîé êëàññèôèêàöèÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ïðîáëåìû � òàêæåîòíîñèòåëüíî èõ òðóäíîñòè. Óäà÷íàÿ êëàññèôèêàöèÿ ìîæåò ïðèâåñòè ê âûäåëåíèþáîëüøîãî ïîäêëàññà ýôôåêòèâíî ðàçðåøèìûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ òðóäíîé çàäà÷è. Èåñëè â íåêîòîðîì ïðèëîæåíèè òèïè÷íûå ÷àñòíûå ñëó÷àè ïðîáëåìû îòíîñÿòñÿ êòàêîìó ë¼ãêîìó ïîäêëàññó � òî äëÿ ýòîãî ïðèëîæåíèÿ ìû ìîæåì ýôôåêòèâíî å¼ðåøàòü.2. Ïðèìåíåíèå ýêñïîíåíöèàëüíûõ àëãîðèòìîâ.Íàøà öåëü � íå ðàçðàáîòêà ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ òðóäíûõ çàäà÷,à ïîèñê òåõ ýêñïîíåíöèàëüíûõ àëãîðèòìîâ, êîòîðûå âñ¼ æå âîçìîæíî ïðèìåíèòüíà ïðàêòèêå. Îñíîâíàÿ èäåÿ ïðè ýòîì îñíîâûâàåòñÿ íà òîì, ÷òî íåêîòîðûå ïî-êàçàòåëüíûå ôóíêöèè íå ïðèíèìàþò ñëèøêîì áîëüøèõ çíà÷åíèé äëÿ ðåàëüíûõðàçìåðîâ âõîäà. Òàáëèöà 7.1 ÿñíî ïîêàçûâàåò, ÷òî âûïîëíåíèå (1.2)n ìàøèííûõîïåðàöèé äëÿ n = 100, èëè 10 · 2
√

n îïåðàöèé äëÿ n = 300, çàêàí÷èâàåòñÿ â ïðåäå-ëàõ íåñêîëüêèõ ñåêóíä. Òàáëèöà 7.1.Ñëîæíîñòü n = 10 n = 50 n = 100 n = 300

2n 1024 16 öèôð 31 öèôð 91 öèôð
2

n
2 32 ≈ 33 · 106 16 öèôð 46 öèôð

(1.2)n ≈ 6 ≈ 9100 ≈ 83 · 106 24 öèôð
10 · 2

√
n ≈ 89 ≈ 1345 10240 ≈ 1.64 · 1063. Îñëàáëåíèå îãðàíè÷åíèé, íàêëàäûâàåìûõ íà ÷àñòíûå ñëó÷àè ïðîáëåìû.Ìû ìîæåì íåñêîëüêî îòêëîíèòüñÿ îò èìåþùèõñÿ îãðàíè÷åíèé, ïðè÷¼ì äàæå ðàç-ëè÷íûìè ñïîñîáàìè � ÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü êîððåêòíûé ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèé.Òèïè÷íûå ïðåäñòàâèòåëè òàêîãî ïîäõîäà � ðàíäîìèçèðîâàííûå è àïïðîêñèìàöè-îííûå àëãîðèòìû.Â ñëó÷àå ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ ìû çàìåíÿåì äåòåðìèíèðîâàííîå âûïîë-íåíèå ïðîãðàììû íà ðàíäîìèçèðîâàííîå (íåäåòåðìèíèðîâàííîå, âåðîÿòíîñòíîå).¾Ìèíóñîì¿ òàêîé çàìåíû ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå óâåðåííîñòè â òîì, ÷òî ðåçóëüòàòðàáîòû àëãîðèòìà êîððåêòåí � ò. å. íåíóëåâàÿ âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ íåâåðíîãîðåçóëüòàòà. À å¼ ¾ïëþñ¿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñóùåñòâåííîì óìåíüøåíèè ñëîæíîñòè âû-÷èñëåíèé. Åñëè âåðîÿòíîñòü îøèáêè äëÿ êàæäîãî âõîäà ìåíüøå, ÷åì 10−9, òî íå ñó-ùåñòâóåò ïðàêòè÷åñêîé ðàçíèöû ìåæäó íàä¼æíîñòüþ äåòåðìèíèðîâàííîãî è ðàí-äîìèçèðîâàííîãî àëãîðèòìîâ. Îïèñàííûì çäåñü ñïîñîáîì ìîæíî ýôôåêòèâíî ðå-øàòü ìíîãèå ïðîáëåìû.Àïïðîêñèìàöèîííûå àëãîðèòìû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííûõïðîáëåì. Âìåñòî òðåáîâàíèÿ îïòèìàëüíîñòè ðåøåíèÿ ìû äîïóñêàåì âûïîëíèìûåðåøåíèÿ � ÷üÿ ñòîèìîñòü (êà÷åñòâî), îäíàêî, íå ñëèøêîì îòëè÷àåòñÿ îò ñòîèìîñòèîïòèìàëüíîãî � ò. å. íå íàìíîãî õóæå íåãî. ¾Ïëþñîì¿ òàêîãî ïîäõîäà ìîæåò áûòüýêñïîíåíöèàëüíîå óìåíüøåíèå âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè.Öåëüþ äàííîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ ïðèëîæåíèé ýòèõïîäõîäîâ. Â ðàçäåëå 7.2 ìû ââîäèì ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû, êîòîðûå ÿâëÿ-þòñÿ õàðàêòåðíûì ïðèìåðîì ïîèñêà âàæíûõ äëÿ ïðàêòèêè êëàññîâ ë¼ãêèõ ÷àñòíûõñëó÷àåâ òðóäíûõ ïðîáëåì. Êîíöåïöèÿ àïïðîêñèìàöèîííûõ àëãîðèòìîâ îáúÿñíÿåòñÿ è



7.2 Ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû 227èëëþñòðèðóåòñÿ â ðàçäåëå 7.3. Ðàçäåë 7.4 ïîñâÿù¼í ëîêàëüíûì àëãîðèòìàì � êîòîðûåäàþò âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ âñåõ òð¼õ âûøåóïîìÿíóòûõ ïîäõîäîâ.1 Ëîêàëüíûéïîèñê ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé äëÿ íåñêîëüêèõ ýâðèñòèê. Â ðàçäåëå 7.5 ìû ïðåäñòàâèì ýâðè-ñòè÷åñêèé àëãîðèòì èìèòàöèîííîé íîðìàëèçàöèè, êîòîðûé îñíîâàí íà àíàëîãèè ñ îï-òèìèçàöèåé íåêîòîðûõ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì. À êîíöåïöèÿ ðàíäîìèçàöèè, ïî-âèäèìîìó,íàèáîëåå âàæíà � è ïîýòîìó ìû ïîñâÿòèì åé âñþ ñëåäóþùóþ ãëàâó.7.2 Ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìûÂ ýòîì ðàçäåëå ìû èìååì äåëî ñî ñïåöèàëüíûì êëàññîì çàäà÷, âõîäû êîòîðûõ ìî-ãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öåëûõ ÷èñåë. Òàêèå çàäà÷è íàçûâàþòñÿöåëî÷èñëåííûìè ïðîáëåìàìè.Ôàêòè÷åñêè ìû ìîæåì èíòåðïðåòèðîâàòü êàê âõîä öåëî÷èñëåííîé ïðîáëåìû ëþáîåñëîâî ÿçûêà {0, 1, #}∗, èìåþùåå ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ñèìâîëîâ #. Ïóñòü
x = x1#x2# . . . #xn, xi ∈ {0, 1}∗ äëÿ i = 1, 2, . . . , n� íåêîòîðîå ñëîâî íàä àëôàâèòîì {0, 1, #}∗. Ìû ìîæåì èíòåðïðåòèðîâàòü x êàê âåêòîð
Int(x) = (Number(x1),Number(x2), . . . ,Number(xn)),ñîñòîÿùèé èç n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Êàæäàÿ ïðîáëåìà òåîðèè ãðàôîâ, ÷àñòíûå ñëó-÷àè êîòîðîé ìîãóò áûòü çàäàíû ñ ïîìîùüþ ìàòðèö ñìåæíîñòè,2 ìîæåò ðàññìàòðè-âàòüñÿ êàê öåëî÷èñëåííàÿ ïðîáëåìà � ïîñêîëüêó êàæäàÿ ìàòðèöà ñìåæíîñòè ìîæåòáûòü ïðåäñòàâëåíà êàê íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòîÿùàÿ èç ñèìâîëîâ 0 è 1.Íàïðèìåð, öåëî÷èñëåííîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ TSP � â íåé öåëûå ÷èñëà âõîäíîé ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñòîèìîñòè êîíêðåòíûõ ð¼áåð.Äëÿ ëþáîãî x = x1#x2# . . . #xn, ãäå xi ∈ {0, 1}∗ äëÿ i = 1, 2, . . . , n, îïðåäåëèì

MaxInt(x) = max{Number(xi) | i = 1, 2, . . . , n}.Èäåÿ êîíöåïöèè ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ìûðàçðàáàòûâàåì àëãîðèòìû, ÿâëÿþùèåñÿ ýôôåêòèâíûìè äëÿ òàêèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ xðàññìàòðèâàåìûõ ïðîáëåì, ó êîòîðûõ çíà÷åíèå MaxInt(x) ìîæåò òîëüêî íåçíà÷èòåëü-íî ïðåâûøàòü |x|. Ïîñêîëüêó äëÿ ñëîâà y ÷èñëî Number (y) ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñò¼ò âçàâèñèìîñòè îò äëèíû äâîè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ y, ýòî òðåáîâàíèå ôîðìóëèðóåò âàæ-íîå îãðàíè÷åíèå.3
1 Òî åñòü � ðàññìîòðåíèå îáû÷íûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ïðîáëåìû (à íå íàèáîëåå ñëîæíûõ), ïðè-ìåíåíèå ýêñïîíåíöèàëüíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ðåàëüíûõ ðàçìåðîâ âõîäà è îñëàáëåíèå îãðà-íè÷åíèé, íàêëàäûâàåìûõ íà ÷àñòíûå ñëó÷àè ïðîáëåìû.
2 Ïðîáëåìà âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ, ïðîáëåìà ìàêñèìàëüíîé êëèêè, èìí. äð.
3 Ñàì òåðìèí ¾ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûå¿ (¾ïñåâäî-ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�ûå¿) àëãîðèòìûìîæíî îáúÿñíèòü è íåìíîãî ïî-äðóãîìó. Ìû ðàçäåëÿåì ìíîæåñòâà âñåõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâòðóäíîé ïðîáëåìû íà ïîäìíîæåñòâà ¾ë¼ãêèõ¿ è ¾òðóäíûõ¿ � ñ èäååé ðàçðàáîòêè ýôôåê-òèâíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ë¼ãêèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ. Èìåííî äëÿ ë¼ãêèõ âõîäîâ ìû è ðàçðàáà-òûâàåì ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�ûå àëãîðèòìû � è ïîýòîìó äëÿ âñåé ïðîáëåìû ïðèìåíÿåòñÿïðåôèêñ ¾ïñåâäî¿. (Ïðèì. ïåðåâ.)



228 7 Àëãîðèòìèçàöèÿ òðóäíîðåøàåìûõ çàäà÷Îïðåäåëåíèå 7.1. Ïóñòü U � íåêîòîðàÿ öåëî÷èñëåííàÿ ïðîáëåìà, à A � íåêîòîðûéàëãîðèòì äëÿ å¼ ðåøåíèÿ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî A � ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûé àë-ãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ U , åñëè ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíàÿ ôóíêöèÿ p, çàâèñÿùàÿîò äâóõ ïåðåìåííûõ, òàêàÿ ÷òî äëÿ âñåõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ x ïðîáëåìû U

TimeA(x) ∈ O(p(|x|, MaxInt(x))).Çàìåòèì, ÷òî åñëè çàäàíà íåêîòîðàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ ôóíêöèÿ h, òî äëÿ ÷àñòíûõñëó÷àåâ ïðîáëåìû, òàêèõ ÷òî MaxInt(x) ≤ h(|x|), âðåìåíí�àÿ ñëîæíîñòü TimeA(x) ÿâ-ëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîé îòíîñèòåëüíî |x|.Îïðåäåëåíèå 7.2. Ïóñòü U � íåêîòîðàÿ öåëî÷èñëåííàÿ ïðîáëåìà, à h � íåêîòîðîåîòîáðàæåíèå, äåéñòâóþùåå èç IN0 â IN0. Íàçîâ¼ì h-îãðàíè÷åííûì âàðèàíòîìïðîáëåìû U (Value(h)-U) òàêîé, ó êîòîðîãî âñå ÷àñòíûå ñëó÷àè óäîâëåòâîðÿþòóñëîâèþ
MaxInt(x) ≤ h(|x|).Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, êàê ìû ìîæåì ñòðîãî îïðåäåëÿòü áîëüøèå êëàññûïðîñòûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ íåêîòîðîé òðóäíîé ïðîáëåìû.Òåîðåìà 7.3. Ïóñòü U � íåêîòîðàÿ öåëî÷èñëåííàÿ ïðîáëåìà, à A � íåêîòîðûé ïñåâ-äîïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ å¼ ðåøåíèÿ. Òîãäà äëÿ ëþáîé ïîëèíîìèàëüíîé ôóíê-öèè h ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�îé àëãîðèòì, ðåøàþùèé ïðî-áëåìó Value(h)-U . 4Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè A � ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ ïðîáëåìû U , òî ñó-ùåñòâóåò íåêîòîðàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ ôóíêöèÿ p, çàâèñÿùàÿ îò äâóõ ïåðåìåííûõ, òàêàÿ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ x ïðîáëåìû U

TimeA(x) ∈ O(p(|x|, MaxInt(x)).Ïîñêîëüêó h � ïîëèíîìèàëüíàÿ ôóíêöèÿ, ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà c, òàêàÿ ÷òîäëÿ âñåõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ x ïðîáëåìû Value(h)-U
MaxInt(x) ∈ O(|x|c).Ñëåäîâàòåëüíî,

TimeA(x) ∈ O(p(|x|, |x|c)).ÏîýòîìóA ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�ûì àëãîðèòìîì äëÿ ïðîáëåìûValue(h)-U .
ut Ïîêàæåì ïðèìåíåíèå êîíöåïöèè ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ðåøåíèÿïðîáëåìû ðþêçàêà � îäíîé èç NP-òðóäíûõ îïòèìèçàöèîííûõ ïðîáëåì.Ïðîáëåìà ðþêçàêà
4 Ïðè ýòîì åñëè U � ïðîáëåìà ïðèíàäëåæíîñòè, òî Value(h)-U ∈ P. À åñëè U � îïòèìèçàöè-îííàÿ ïðîáëåìà, òî Value(h)-U ∈ PO.



7.2 Ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû 229Âõîä: 2n + 1 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë w1, w2, . . . , wn, c1, c2, . . . , cn, b äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ IN.{Ýòè íàòóðàëüíûå ÷èñëà äàþò èíôîðìàöèþ îá n îáúåêòàõ, ïðè ýòîì wi � âåñ i-ãîîáúåêòà, à ci � åãî ñòîèìîñòü; i = 1, 2, . . . , n. ×èñëî b ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì (âåðõíåéãðàíèöåé) âåñà âñåãî ñîäåðæèìîãî ðþêçàêà. À ñàìî ñîäåðæèìîå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíî-æåñòâîì ìíîæåñòâà çàäàííûõ n îáúåêòîâ.}Äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ: êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü I = (w1, w2, . . . , wn, c1, . . . , cn, b)îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé
M(I) =

{
T ⊆ {1, . . . , n}

∣∣∣∣∣
∑

i∈T

wi ≤ b

}
.{Äîïóñòèìûì ðåøåíèåì äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè I ÿâëÿåòñÿ ëþáîå ïîä-ìíîæåñòâî å¼ îáúåêòîâ, îáùèé âåñ êîòîðûõ íå ïðåâûøàåò b.}Ñòîèìîñòü: äëÿ âñåõ âõîäîâ I è âñåõ T ∈ M(I)

cost(T, I) =
∑

i∈T

ci.{Ñòîèìîñòü äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ T ÿâëÿåòñÿ îáùåé ñòîèìîñòüþ âñåõ îáúåêòîâ,ñîäåðæàùèõñÿ â ðþêçàêå.}Öåëü: maximum.Òåïåðü äëÿ ïðîáëåìû ðþêçàêà ðàçðàáîòàåì ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, èñ-ïîëüçóÿ äëÿ ýòîãî ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïòè-ìàëüíîãî ðåøåíèÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïðîáëåìû, îïèñûâàåìîãî ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
I = (w1, w2, . . . , wn, c1, . . . , cn, b), ìû íà÷èíàåì ñ ðàññìîòðåíèÿ óïðîù¼ííîãî âàðèàíòàýòîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ: I1 = (w1, c1, b). Äàëåå ìû ïðîäîëæàåì ðàññìàòðèâàòü ïîñëåäî-âàòåëüíîñòü ïîäîáíûõ óïðîù¼ííûõ âàðèàíòîâ

Ii = (w1, w2, . . . , wi, c1, . . . , ci, b)äëÿ i = 2, 3, . . . , n � ïîêà íå äîñòèãíåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè I = In.Íåìíîãî ïîäðîáíåå. Äëÿ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ii è äëÿ êàæäîãî k ∈
{0, 1, 2, . . .

∑i
j=1 cj} ìû âû÷èñëÿåì òðîéêó

(k, Wi,k, Ti,k) ∈




0, 1, 2, . . . ,

i∑

j=1

cj




 × {0, 1, 2, . . . , b} × P({1, . . . , i});çäåñü Wi,k � ìèíèìàëüíûé âåñ, ñ êîòîðûì ìû ìîæåì äîñòè÷ü ñòîèìîñòè k äëÿ ÷àñòíîãîñëó÷àÿ ïðîáëåìû, îïèñûâàåìîãî ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Ii. Ìíîæåñòâî Ti,k ⊆ {1, . . . , i}ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì èíäåêñîâ, êîòîðîå îïðåäåëÿåò ñòîèìîñòü k ñ âåñîì Wi,k � ò. å.
∑

j∈Ti,k

cj = k è ∑

j∈Ti,k

wj = Wi,k.Çàìåòèì, ÷òî ìîæåò ñóùåñòâîâàòü íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ èíäåêñîâ, êîòîðûåîïðåäåëÿþò îäíó è òîò æå ñòîèìîñòü k è îäèí è òîò æå âåñWi,k. Â ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ ìûïðîñòî âûáèðàåì ïðîèçâîëüíîå èç ýòèõ ìíîæåñòâ � äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ äîñòèæèìîñòè



230 7 Àëãîðèòìèçàöèÿ òðóäíîðåøàåìûõ çàäà÷ïàðû (k, Wi,k).5 Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî ñòîèìîñòü k äëÿ ÷àñòíîãîñëó÷àÿ Ii íåäîñòèæèìà � â òàêîì ñëó÷àå òðîåê ñ ïåðâûì ýëåìåíòîì k íå ñóùåñòâóåò.Îáîçíà÷èì íîæåñòâî âñåõ òðîåê, îïðåäåë¼ííûõ òàêèì îáðàçîì äëÿ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòè Ii, çàïèñüþ TRIPLEi. Çàìåòèì, ÷òî
|TRIPLEi| ≤

i∑

j=1

cj + 1.Ïðè ýòîì âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ìû ìîæåì âû÷èñëèòü çíà÷åíèå TRIPLEi+1 íà îñíîâå
TRIPLEi çà âðåìÿ O(TRIPLEi).Äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ìíîæåñòâà TRIPLEi+1 ìû â ïåðâóþ î÷åðåäü âû÷èñëÿåì ìíî-æåñòâî

SETi+1 = TRIPLEi ∪ {(k + ci+1, Wi,k + wi+1, Ti,k ∪ {i + 1}) |
(k, Wi,k, Ti,k) ∈ TRIPLEi è Wi,k + wi+1 ≤ b}� ïóò¼ì äîáàâëåíèÿ (i + 1)-ãî îáúåêòà â ëþáóþ òðîéêó ìíîæåñòâà TRIPLEi, åñëè,îäíàêî, ýòî äîáàâëåíèå íå ïðèâåä¼ò ê òîìó, ÷òî îáùàÿ ñòîèìîñòü ïðåâûñèò çíà÷åíèå b.Òåïåðü TRIPLEi+1 ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì SETi+1 � òàêèì, ÷òî îíî ïîëó÷åíî ïó-ò¼ì âûáîðà íåêîòîðîé òðîéêè ìèíèìàëüíîãî âåñà äëÿ êàæäîé äîñòèæèìîé ñòîèìîñòè

k. Î÷åâèäíî, ÷òî òðîéêà ìíîæåñòâà TRIPLEn ñ ìàêñèìàëüíîé ñòîèìîñòüþ äà¼ò îïòè-ìàëüíîå ðåøåíèå äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïðîáëåìû I = In. Èòàê, ìû ìîæåò ôîðìàëüíîîïèñàòü ðàçðàáîòàííûé àëãîðèòì ñëåäóþùèì îáðàçîì.Àëãîðèòì DPRÂõîä: I = (w1, w2, . . . , wn, c1, . . . , cn, b) ∈ IN2n+1 äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ IN.Ýòàï 1. TRIPLE(1) = {(0, 0, ∅)} ∪ {(c1, w1, {1})} | åñëè w1 ≤ b}.Ýòàï 2. for i = 1 to n − 1 dobegin SET(i + 1) := TRIPLE(i);for (äëÿ) êàæäîé ïàðû (k, w, T ) ∈ TRIPLE(i) dobegin if w + wi+1 ≤ b then
SET(i + 1) := SET(i + 1)

∪ {(k + ci+1, w + wi+1, T ∪ {i + 1})};endîïðåäåëèòü TRIPLE(i + 1) �êàê ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà SET(i + 1),ãäå äëÿ êàæäîé äîñòèæèìîé ñòîèìîñòè kìíîæåñòâî SET(i + 1) ñîäåðæèò â òî÷íîñòè â òî÷íîñòèîäíó òðîéêó ñòîèìîñòè k � ïóò¼ì âûáîðàäëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî k òðîéêè ìèíèìàëüíîãî âåñà.endÝòàï 3. Âû÷èñëèòü
c := max{k ∈ {1, 2, . . . ,

n∑

i=1

ci} | (k, w, T ) ∈ TRIPLE(n)}.

5 Ò. å. äîñòèæèìîñòè ñòîèìîñòè k ñ âåñîì Wi,k.



7.2 Ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû 231Âûõîä: Ìíîæåñòâî èíäåêñîâ T , òàêîå ÷òî (c, w, T ) ∈ TRIPLE(n).Ïðîèëëþñòðèðóåì ðàáîòó àëãîðèòìà DPR äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïðîáëåìû I =
(w1, w2, . . . , w5, c1, . . . , c5, b), ãäå:

w1 = 23, w2 = 15, w3 = 15, w4 = 33, w5 = 32,
c1 = 33, c2 = 23, c3 = 11, c4 = 35, c5 = 11, è
b = 65.Î÷åâèäíî, ÷òî I1 = (23, 33, 65), è äîñòèæèìûìè ñòîèìîñòÿìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî 0 è 33.Îòñþäà

TRIPLE1 = {(0, 0, ∅), (33, 23, {1})}.
I2 = (23, 15, 33, 23, 65), è äîñòèæèìûìè ñòîèìîñòÿìè äëÿ I2 ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ 0, 23,33, è 56. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ïîëó÷àåì

TRIPLE2 = {(0, 0, ∅), (23, 15, {2}), (33, 23, {1}), (56, 38, {1, 2})}.Äàëåå, I3 = (23, 15, 15, 33, 23, 11, 65). Äîáàâëåíèå òðåòüåãî îáúåêòà âîçìîæíî äëÿ ëþáîéèç òðîåê ìíîæåñòâà TRIPLE2 � ñäåëàâ ýòî, ìû âñåãäà ïîëó÷àåì íîâóþ ñòîèìîñòü. Èòàê,÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà TRIPLE3 â 2 ðàçà áîëüøå, ÷åì ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà
TRIPLE2 (ò. å. SET3 = TRIPLE3), è

TRIPLE3 = {(0, 0, ∅), (11, 15, {3}), (23, 15, {2}),
(33, 23, {1}), (34, 30, {2, 3}), (44, 38, {1, 3}),
(56, 38, {1, 2}), (67, 53, {1, 2, 3})}.Äëÿ òðîéêè (44, 38, {1, 3}), (56, 38, {1, 2}) è (67, 53, {1, 2, 3}) èç ìíîæåñòâà TRIPLE3 ìûíå ìîæåì óïàêîâàòü â ðþêçàê ÷åòâ¼ðòûé îáúåêò. Ñëåäîâàòåëüíî,

TRIPLE4 = TRIPLE3 ∪ {(35, 33, {4}), (46, 48, {3, 4}),
(58, 48, {2, 4}), (68, 56, {1, 4}), (69, 63, {2, 3, 4})}.Íàêîíåö, äëÿ I = I5 ìû ïîëó÷àåì

TRIPLE5 = {(0, 0, ∅), (11, 15, {3}), (22, 47, {3, 5}),
(23, 15, {2}), (33, 23, {1}), (34, 30, {2, 3}),
(35, 33, {4}), (44, 38, {1, 3}), (45, 62, {2, 3, 5}),
(46, 48, {3, 4}), (56, 38, {1, 2}), (58, 48, {2, 4}),
(67, 53, {1, 2, 3}), (68, 56, {1, 4}), (69, 63, {2, 3, 4})}.Ñëåäîâàòåëüíî {2, 3, 4} � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå äëÿ I, ïîñêîëüêó (69, 63, {2, 3, 4}) �òðîéêà ìíîæåñòâà TRIPLE5 ñ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé ñòîèìîñòüþ 69.Óïðàæíåíèå 7.4. Ïðîäåìîíñòðèðóéòå ðàáîòó àëãîðèòìà DPR äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿïðîáëåìû ðþêçàêà (1, 3, 5, 6, 7, 4, 8, 5, 9).Òåïåðü ïðîàíàëèçèðóåì âðåìåíí�óþ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà DPR.



232 7 Àëãîðèòìèçàöèÿ òðóäíîðåøàåìûõ çàäà÷Òåîðåìà 7.5. Äëÿ êàæäîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ I ïðîáëåìû ðþêçàêà âûïîëíåíî ñëåäóþ-ùåå:
TimeDPR(I) ∈ O(|I|2 · MaxInt(I)),è ïîýòîìó DPR � ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ ïðîáëåìû ðþêçàêà.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîàíàëèçèðóåì îòäåëüíî âðåìåíí�óþ ñëîæíîñòü êàæäîãî èç òð¼õýòàïîâ àëãîðèòìà.1. Äëÿ ïåðâîãî ýòàïà ñëîæíîñòü ðàâíà O(1).2. Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïðîáëåìû I = (w1, w2, . . . , wn, c1, . . . , cn, b) àëãîðèòì DPRñòðîèò n − 1 ìíîæåñòâ TRIPLE(i + 1). Ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâà TRIPLE(i + 1) ïîçàäàííîìó TRIPLE(i) ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî çà âðåìÿ O(|TRIPLE(i + 1)|). Ïî-ñêîëüêó äëÿ êàæäîãî i ∈ {0, 1, . . . , n}

|TRIPLE(i + 1)| ≤
n∑

j=1

cj ≤ n · MaxInt(I),ò. å. âðåìåíí�àÿ ñëîæíîñòü âòîðîãî ýòàïà � O(n2 · MaxInt(I)).3. Âðåìåíí�àÿ ñëîæíîñòü òðåòüåãî ýòàïà íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ O(n · MaxInt(I)) �ïîñêîëüêó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàêñèìóìà ìû äîëæíû ðàññìîòðåòü íå áîëåå ÷åì
n · MaxInt(I) çíà÷åíèé.Ïîñêîëüêó n ≤ |I|, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

TimeDPR(I) ∈ O(|I|2 · MaxInt(I)).

utÇàìåòèì, ÷òî ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû ìîãóò áûòü âåñüìà óñïåøíûìè âîìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ. Âåñà è ñòîèìîñòè îáû÷íî ïðèíàäëåæàò íåêîòîðûì çàðàíåå ôèê-ñèðîâàííûì èíòåðâàëàì � è ïîýòîìó ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè îò ÷èñëà àðãóìåíòîâ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ïðîáëåìû. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ýôôåêòèâíî âû÷èñëÿòü ðåøå-íèÿ äëÿ òèïè÷íûõ6 ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ïðîáëåìû ðþêçàêà.Ïðè ðàçðàáîòêå ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ òàêæå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñâîïðîñ èõ êëàññèôèêàöèè:
• äëÿ êàêèõ NP-òðóäíûõ öåëî÷èñëåííûõ ïðîáëåì ñóùåñòâóþò ïñåâäîïîëèíîìèàëü-íûå àëãîðèòìû?
• êàêèå NP-òðóäíûå öåëî÷èñëåííûå ïðîáëåìû òðóäíû íàñòîëüêî, ÷òî íå äîïóñêàþòïñåâäîïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ñâîåãî ðåøåíèÿ?Ðàññìîòðèì ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé íàì äîêàçàòü, ÷òî íåêîòîðûå êîíêðåòíûå ïðîáëå-ìû äåéñòâèòåëüíî íå äîïóñêàþò ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ � ïðè ñäåëàííîìïðåäïîëîæåíèè P 6= NP. Ìû óâèäèì, ÷òî êîíöåïöèÿ NP-ïîëíîòû ðàáîòàåò è äëÿ ýòîéöåëè.Îïðåäåëåíèå 7.6. Öåëî÷èñëåííàÿ ïðîáëåìà U íàçûâàåòñÿ ñèëüíî NP-òðóäíîé(strongly NP-hard), åñëè ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíàÿ ôóíêöèÿ p, òàêàÿ ÷òî ïðîáëåìà
Value(p)-U ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé.
6 Â âûøåóêàçàííîì ñìûñëå.



7.2 Ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû 233Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî êîíöåïöèÿ ñèëüíîé NP-òðóäíîñòè äà¼ò èí-ñòðóìåíò äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåñóùåñòâîâàíèÿ ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâäëÿ êîíêðåòíûõ ïðîáëåì.Òåîðåìà 7.7. Ïóñòü U � ñèëüíî NP-òðóäíàÿ öåëî÷èñëåííàÿ ïðîáëåìà. Åñëè P 6= NP,òî íå ñóùåñòâóåò ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû U .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ïðîáëåìà U ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî NP-òðóäíîé, ñóùåñòâóåòíåêîòîðàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ ôóíêöèÿ p, òàêàÿ ÷òî ïðîáëåìà Value(p)-U ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿïðîáëåìû U . Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå 7.3, äëÿ êàæäîé ïîëèíîìèàëüíîé ôóíêöèè hìû ïîëó÷àåì ñóùåñòâîâàíèå ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�îãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ïðîáëå-ìû Value(h)-U . À ïîñëåäíèé ôàêò âëå÷¼ò ñóùåñòâîâàíèå ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�îãîàëãîðèòìà äëÿ NP-òðóäíîé ïðîáëåìû Value(p)-U � è, ñëåäîâàòåëüíî, âëå÷¼ò ðàâåíñòâî
P = NP, êîòîðîå ïðîòèâîðå÷èò ñäåëàííîìó íàìè ïðåäïîëîæåíèþ P 6= NP. utÌû ìîæåì ñíîâà ïðèìåíèòü ìåòîä ñâîäèìîñòè � òåïåðü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåñó-ùåñòâîâàíèÿ ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà, ðåøàþùåãî íåêîòîðóþ çàäàííóþïðîáëåìó. Äëÿ ýòîãî ìû ïðåäñòàâèì îäíî èç ïðèëîæåíèé êîíöåïöèè ñèëüíîé NP-òðóäíîñòè � ïîêàæåì, ÷òî ñèëüíî NP-òðóäíîé ÿâëÿåòñÿ TSP. À ÷òîáû äîêàçàòü ïî-ñëåäíåå, ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèé ôàêò: îòâåò íà âîïðîñ, ñîäåðæèò ëè íåêîòîðûéãðàô Ãàìèëüòîíîâ öèêë7, ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé ïðîáëåìîé.Ëåììà 7.8. Ïðîáëåìà TSP ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî NP-òðóäíîé.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó HC ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé ïðîáëåìîé, äîñòàòî÷íî ïîêà-çàòü, ÷òî

HC ≤p LangValue(p)-TSPäëÿ ïîëèíîìèàëüíîé ôóíêöèè p(n) = n.Ïóñòü G = (V, E) � ÷àñòíûé ñëó÷àé HC, ïðè÷¼ì |V | = n äëÿ íåêîòîðîãî íàòó-ðàëüíîãî n. Ïîñòðîèì ïîëíûé âçâåøåííûé ãðàô (Kn, c), òàêîé ÷òî Kn = (V, Ecomplete),ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëîæèì
Ecomplete = {{u, v} | u, v ∈ V, u 6= v},à âåñîâóþ ôóíêöèþ c : Ecomplete → {1, 2} îïðåäåëèì òàê:

c(e) = 1 ïðè c ∈ E;

c(e) = 2 ïðè c /∈ E.Ãðàô G ñîäåðæèò Ãàìèëüòîíîâ öèêë òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñòîèìîñòü îïòè-ìàëüíîãî ðåøåíèÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ TSP (Kn, c) â òî÷íîñòè ðàâíà n � ò. å. êîãäà
((Kn, c), n) ∈ LangValue(p)-TSP.Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäûé àëãîðèòì, äîïóñêàþùèé ÿçûê LangValue(p)-TSP, ìîæåò áûòüèñïîëüçîâàí äëÿ ðåøåíèÿ HC. ut

7 Ò. å. ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà Ãàìèëüòîíîâà öèêëà,HC. Íàïîìíèì, ÷òî Ãàìèëüòîíîâ öèêë(òóð) ãðàôà G � ýòî öèêë, ñîäåðæàùèé êàæäóþ âåðøèíà ãðàôà G â òî÷íîñòè îäèí ðàç.



234 7 Àëãîðèòìèçàöèÿ òðóäíîðåøàåìûõ çàäà÷Óïðàæíåíèå 7.9. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå îáîáùåíèå ïðîáëåìû âåðøèííîãî ïîêðû-òèÿ. Ïóñòü G = (V, E) � íåêîòîðûé ãðàô, à w : V → IN0 � îòîáðàæåíèå, ñòàâÿùåå âñîîòâåòñòâèå êàæäîé âåðøèíå ãðàôà G íåêîòîðûé âåñ. Äëÿ ëþáîãî âåðøèííîãî ïî-êðûòèÿ S îïðåäåëèì åãî ñòîèìîñòü êàê ñóììó âåñîâ âåðøèí ìíîæåñòâà S. Ïðîáëåìàìèíèìàëüíîãî âçâåøåííîãî âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè ñàìîãîäåø¼âîãî âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ çàäàííîãî ãðàôà. Äîêàæèòå, ÷òî ýòà ïðîáëåìà � ñèëü-íî NP-òðóäíàÿ.7.3 Àïïðîêñèìàöèîííûå àëãîðèòìûÂâåä¼ì êîíöåïöèþ àïïðîêñèìàöèîííûõ àëãîðèòìîâ8, êîòîðûå òàêæå ïðåäíàçíà÷åíûäëÿ ðåøåíèÿ òðóäíûõ îïòèìèçàöèîííûõ ïðîáëåì. Îñíîâíàÿ èäåÿ ýòèõ àëãîðèòìîâçàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåõîäå îò ýêñïîíåíöèàëüíî-âðåìåíí�îé ñëîæíîñòè ê ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�îé � ïóò¼ì íåêîòîðîãî îñëàáëåíèÿ òðåáîâàíèé, íàêëàäûâàåìûõ íà ðåøåíèå.À èìåííî, âìåñòî òðåáîâàíèÿ ïîëó÷èòü îïòèìàëüíîå ðåøåíèå íàì áóäåò äîñòàòî÷-íî ïîëó÷åíèÿ ¾ïî÷òè îïòèìàëüíîãî¿, èëè ¾áëèçêîãî ê îïòèìàëüíîìó¿. ×òî îçíà÷àåòòåðìèí ¾ïî÷òè îïòèìàëüíîå¿ � îáúÿñíÿåòñÿ íèæå.Îïðåäåëåíèå 7.10. Ïóñòü U = (ΣI , ΣO, L,M, cost , goal) � îïòèìèçàöèîííàÿ ïðîáëå-ìà.Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî A � íåïðîòèâîðå÷èâûé àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ U , åñëèäëÿ êàæäîãî âõîäà x ∈ L âûõîä A(x) åñòü îäíî èç âîçìîæíûõ ðåøåíèé äëÿ x � ò. å.
A(x) ∈ M(x).Ïóñòü A � íåïðîòèâîðå÷èâûé àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû U . Äëÿ êàæäîãî x ∈ Lîïðåäåëèì àïïðîêñèìàöèîííîå îòíîøåíèå RA(x) àëãîðèòìà A íàä âõîäîì xêàê

RA(x) = max

{
cost(A(x))

OptU (x)
,

OptU(x)

cost(A(x))

}
,ãäå OptU (x) � ñòîèìîñòü îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ x ïðîáëåìû U .Äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà δ > 1 áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî A �

δ-àïïðîêñèìàöîííûé àëãîðèòì äëÿ U , åñëè äëÿ êàæäîãî x ∈ L

RA(x) ≤ δ.Ïðîèëëþñòðèðóåì êîíöåïöèþ àïïðîêñèìàöèîííûõ àëãîðèòìîâ ïðèìåíèòåëüíî êïðîáëåìå ìèíèìàëüíîãî âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ. Èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ýô-ôåêòèâíî íàéòè ïàðîñî÷åòàíèå9,10 äàííîãî ãðàôà G, à çàòåì â êà÷åñòâå âåðøèííîãîïîêðûòèÿ âûáðàòü âñå âåðøèíû, èíöèäåíòíûå ð¼áðàì ýòîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ.
8 Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî â ïðåäèñëîâèè, â ðóññêîé ëèòåðàòóðå ïðèìåíÿåòñÿ òàêæå òåðìèí¾ïðèáëèæ¼ííûå àëãîðèòìû¿. (Ïðèì. ïåðåâ.)
9 Ïàðîñî÷åòàíèå ãðàôà G = (V, E) � ýòî ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ð¼áåð M ⊆ E, òàêîå ÷òî íåñóùåñòâóåò âåðøèíû èç ìíîæåñòâà V , èíöèäåíòíîé áîëåå ÷åì îäíîìó ðåáðó ìíîæåñòâà M .Ïàðîñî÷åòàíèå íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, åñëè äëÿ êàæäîãî ðåáðà e ∈ E − M ìíîæåñòâî

M ∪ {e} íå ÿâëÿåòñÿ ïàðîñî÷åòàíèåì ãðàôà G.
10 Ýêâèâàëåíòíûå îïðåäåëåíèÿ: ïàðîñî÷åòàíèå � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî ïîïàðíîíåñìåæíûõ ðåáåð ãðàôà; îíî íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, åñëè íå ñîäåðæèòñÿ â êàêîì-ëèáîïàðîñî÷åòàíèè ñ á�îëüøèì ÷èñëîì ð¼áåð.



7.3 Àïïðîêñèìàöèîííûå àëãîðèòìû 235Àëãîðèòì VCAÂõîä: Ãðàô G = (V, E).Ýòàï 1. C := ∅;{Â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà ìíîæåñòâî C âñåãäà ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì ïîäìíî-æåñòâîì V , à â êîíöå âû÷èñëåíèÿ � íåêîòîðûì âåðøèííûì ïîêðûòèåì ãðàôà G.}
A := ∅;{Â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà ìíîæåñòâî A âñåãäà ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì ïîäìíî-æåñòâîì E (òî÷íåå � ïàðîñî÷åòàíèåì ãðàôà G), à êîãäà ðàáîòà àëãîðèòìà çàêàí-÷èâàåòñÿ, A ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ìàêñèìàëüíûõ ïàðîñî÷åòàíèé.}
E′ := E;{Â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà ìíîæåñòâî E′ ⊆ E ñîäåðæèò òå è òîëüêî òå ð¼áðà,êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ èíöèäåíòíûìè âåðøèíàì, âõîäÿùèì â òåêóùåå çíà÷åíèåììíîæåñòâà C. Â êîíöå âû÷èñëåíèÿ E′ = ∅.}Ýòàï 2. while E′ 6= ∅ dobegin âûáðàòü ïðîèçâîëüíîå ðåáðî {u, v} èç E′;

C := C ∪ {u, v};
A := A ∪ {{u, v}};
E′ := E′ − {âñå ð¼áðà, èíöèäåíòíûå u ëèáî v};endÂûõîä: CÐàññìîòðèì âîçìîæíûé âàðèàíò âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà VCA � äëÿ ãðàôà, ïðè-âåä¼ííîãî íà ðèñ. 7.1 (a). Ïóñòü {b, c} � ïåðâîå ðåáðî, âûáðàííîå â ïðîöåññå ðàáîòûàëãîðèòìà. Òîãäà

C = {b, c}, A = {{b, c}}, E′ = E − {{b, a}, {b, c}, {c, e}, {c, d}}� êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 7.1 (b). Åñëè âòîðîå ðåáðî, âûáðàííîå àëãîðèòîì VCA èç ìíî-æåñòâà E′, åñòü {e, f} (ðèñ. 7.1 (c)), òî
C = {b, c, e, f}, A = {{b, c}, {e, f}} è E′ = {{d, h}, {d, g}, {h, g}}.À åñëè ïîñëåäíèé âûáîð àëãîðèòìà VCA � ðåáðî {d, g}, òî

C = {b, c, e, f, d, g}, A = {{b, c}, {e, f}, {d, g}} è E′ = ∅.Ñëåäîâàòåëüíî, C � âåðøèííîå ïîêðûòèå ñòîèìîñòè 6. Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî
{b, e, d, g} ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì âåðøèííûì ïîêðûòèåì � ò. å. îíî íå ìîæåò áûòüóëó÷øåíî â ðåçóëüòàòå êàêîãî-ëèáî èíîãî âàðèàíòà âûáîðà ð¼áåð àëãîðèòìîì VCA.Óïðàæíåíèå 7.11. Äëÿ ãðàôà G, ïðèâåä¼ííîãî íà ðèñ. 7.1(a), íàéäèòå òàêîé ïîðÿ-äîê âûáîðà ð¼áåð íà âòîðîì ýòàïå ðàáîòû àëãîðèòìà VCA, ÷òî èòîãîâîå âåðøèííîåïîêðûòèå C ñîäåðæèò âñå åãî âåðøèíû.Â ëèòåðàòóðå íà àíãëèéñêîì ÿçûêå � ¾matching¿. Íà ðóññêîì ÿçûêå óïîòðåáëÿþòñÿ èäðóãèå íàçâàíèÿ, â òîì ÷èñëå äîâîëüíî ÷àñòî � ¾íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ðåáåð¿.Îòìåòèì, ÷òî ïðèíÿòàÿ òåðìèíîëîãèÿ ÿâëÿåòñÿ î÷åíü íåóäà÷íîé: òàê, ñðåäè ìàêñèìàëü-íûõ ïàðîñî÷åòàíèé îïðåäåëÿþòñÿ íàèáîëüøèå � ÷èñëî ðåáåð â êàæäîì èç íèõ ÿâëÿåòñÿíàèáîëüøèì äëÿ âñåõ ïàðîñî÷åòàíèé ãðàôà. (Ïðèì. ïåðåâ.)
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aa
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c

d

d

d

d

e

e

e

e

f f

ff g

gg

g

h

h

h

h

(a) (b)
(c) (d)Ðèñ. 7.1.Òåîðåìà 7.12. Àëãîðèòì VCA ÿâëÿåòñÿ 2-àïïðîêñèìàöèîííûì àëãîðèòìîì äëÿ

MIN-VCP, ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ G = (V, E)

TimeVCA(G) ∈ O(|E|).Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ
TimeVCA(G) ∈ O(|E|)î÷åâèäíî � ïîñêîëüêó êàæäîå ðåáðî ìíîæåñòâà E â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà VCAîáðàáàòûâàåòñÿ â òî÷íîñòè îäèí ðàç.Ïîñêîëüêó â êîíöå ëþáîãî âû÷èñëåíèÿE′ = ∅, àëãîðèòì VCA äåéñòâèòåëüíî âû÷èñ-ëÿåò íåêîòîðîå âåðøèííîå ïîêðûòèå ãðàôà G � ò. å. ÿâëÿåòñÿ äëÿ ïðîáëåìû MIN-VCPíåïðîòèâîðå÷èâûì àëãîðèòìîì.×òîáû äîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî ãðàôà G

RVCA(G) ≤ 2,â ïåðâóþ î÷åðåäü çàìåòèì, ÷òî:
• |C| = 2 · |A|, è
• A � ïàðîñî÷åòàíèå ãðàôà G.Äëÿ ïîêðûòèÿ |A| ð¼áåð ïàðîñî÷åòàíèÿ A íàì íóæíî âûáðàòü ïî êðàéíåé ìåðå |A|âåðøèí ãðàôà. Ïîñêîëüêó A ⊆ E, ìîùíîñòü ëþáîãî âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ ãðàôà Gíå ìåíüøå |A|, ò. å.

OptMIN-VCP(G) ≥ |A|.Ñëåäîâàòåëüíî,
|C|

OptMIN-VCP(G)
=

2 · |A|
OptMIN-VCP(G)

≤ 2.

ut



7.3 Àïïðîêñèìàöèîííûå àëãîðèòìû 237Óïðàæíåíèå 7.13. Äëÿ ëþáîãî n ∈ IN îïèøèòå òàêîé ãðàô Gn, ÷òî åãî îïòèìàëüíîåâåðøèííîå ïîêðûòèå èìååò ìîùíîñòü n, � íî ïðè ýòîì ïðè ðàáîòå àëãîðèòìà VCAìîæåò ïîëó÷èòüñÿ âåðøèííîå ïîêðûòèå ìîùíîñòüþ 2n.Äà¼ò ëè ãàðàíòèþ (ïîëó÷åíèÿ óäîâëåòâîðèòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ â ðåçóëüòàòå ðàáî-òû ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãîðèòìîâ) àïïðîêñèìàöèîííîå îòíîøåíèå, ðàâíîå 2? Îòâåò íàýòîò âîïðîñ çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî ïðèëîæåíèÿ, íî îáû÷íî ìû ñòàðàåìñÿ äîñòèãíóòüåù¼ ìåíüøèõ àïïðîêñèìàöèîííûõ îòíîøåíèé � ÷òî, îäíàêî, òðåáóåò íàìíîãî áîëåå ñå-ðü¼çíûõ àëãîðèòìè÷åñêèõ èäåé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû îöåíèâàåì àïïðîêñèìàöèîííîåîòíîøåíèå â õóäøåì ñëó÷àå � ïîýòîìó ïðèìåíåíèå 2-àïïðîêñèìàöîííîãî àëãîðèòìà êòèïè÷íûì ÷àñòíûì ñëó÷àÿì ïðîáëåìû ìîæåò äàòü ðåøåíèÿ ñ ñóùåñòâåííî ëó÷øèìè,÷åì 2, àïïðîêñèìàöèîííûìè îòíîøåíèÿìè.Îäíàêî ñóùåñòâóþò òàêèå îïòèìèçàöèîííûå ïðîáëåìû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ òðóä-íûìè è äëÿ êîíöåïöèè àïïðîêñèìàöèè. (Çäåñü ñëîâî ¾òðóäíûé¿ îçíà÷àåò, ÷òî ïðèñäåëàííîì ïðåäïîëîæåíèè P 6= NP íè äëÿ êàêîãî íàòóðàëüíîãî d íå ñóùåñòâó-åò ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�îãî d-àïïðîêñèìàöèîííîãî àëãîðèòìà, ðåøàþùåãî äàííóþïðîáëåìó.) Â ðàçäåëå 7.2 ìû ïîêàçàëè, ÷òî TSP ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì òðóäíîé äëÿ êîí-öåïöèè ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ; òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî TSP íå ìîæåò áûòüðåøåíà è ñ ïðèìåíåíèåì êîíöåïöèè àïïðîêñèìàöèîííûõ àëãîðèòìîâ.Ëåììà 7.14. Åñëè P 6= NP, òî íè äëÿ êàêîãî íàòóðàëüíîãî d íå ñóùåñòâóåòïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�îãî d-àïïðîêñèìàöîííîãî àëãîðèòìà äëÿ ðåøåíèÿ TSP.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ýòî ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî: ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìîæíî âû-áðàòü íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå d, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåííîé
d-àïïðîêñèìàöîííûé àëãîðèòì A, ðåøàþùèé TSP. Ïîêàæåì ïðè ýòîì ïðåäïîëîæå-íèè, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåííîé àëãîðèòì B äëÿ NP-ïîëíîé ïðîáëåìû
HC � à ýòî áóäåò ïðîòèâîðå÷èòü ñäåëàííîìó íàìè ïðåäïîëîæåíèþ P 6= NP.Ïîäîáíûé àëãîðèòì B, ðåøàþùèé HC, ìîæåò áûòü îïèñàí äëÿ âõîäà G = (V, E)ñëåäóþùèì îáðàçîì.1. B ñîçäà¼ò ÷àñòíûé ñëó÷àé (K|V |, c) ïðîáëåìû TSP, ãäå:

K|V | = (V, E′), E′ = {{u, v} | u, v ∈ V, u 6= v},
c(e) = 1 ïðè e ∈ E,

c(e) = (d − 1) · |V | + 2 ïðè e /∈ E.2. B ìîäåëèðóåò ðàáîòó àëãîðèòìà A íàä âõîäîì (K|V |, c). Åñëè ðåøåíèå, ïîëó÷àåìîåâ ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèòìà A, ÿâëÿåòñÿ Ãàìèëüòîíîâûì öèêëîì ñî ñòîèìîñòüþ,â òî÷íîñòè ðàâíîé |V |, òî B ïðèíèìàåò ñâîé âõîä G; èíà÷å B îòêëîíÿåò G.Ïîñòðîåíèå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ TSP (K|V |, c) ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî çà âðåìÿ
O(|V |2). Âòîðîé ýòàï àëãîðèòìà B âûïîëíÿåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ � ïîñêîëüêóçà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ðàáîòàåò àëãîðèòì A, à ãðàôû G è K|V | èìåþò îäèí è òîòæå ðàçìåð.Îñòà¼òñÿ ïîêàçàòü, ÷òî B äåéñòâèòåëüíî ðåøàåò ïðîáëåìó HC. Äëÿ ýòîãî â ïåðâóþî÷åðåäü çàìåòèì ñëåäóþùèå ôàêòû.(a) Åñëè ãðàô G ñîäåðæèò Ãàìèëüòîíîâ öèêë, òî â ãðàôå K|V | èìååòñÿ Ãàìèëüòîíîâöèêë ñî ñòîèìîñòþ |V |, ò. å.

OptTSP(K|V |, c) = |V |.



238 7 Àëãîðèòìèçàöèÿ òðóäíîðåøàåìûõ çàäà÷(b)Êàæäûé Ãàìèëüòîíîâ öèêë ãðàôà K|V |, ñîäåðæàùèé ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåáðîìíîæåñòâà E′ − E, èìååò ñòîèìîñòü íå ìåíåå ÷åì
|V | − 1 + (d − 1) · |V | + 2 = d · |V | + 1 > d · |V |.Ïîêàæåì, ÷òî G = (V, E) ∈ HC òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûõîäîì àëãîðèòìà Bÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîå ðåøåíèå, èìåþùåå ñòîèìîñòü |V |.Ïóñòü G = (V, E) ∈ HC � ò. å. ãðàô G ñîäåðæèò íåêîòîðûé Ãàìèëüòîíîâ öèêë(ïóñòü öèêë C). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ âåñîâîé ôóíêöèè c, ñòîèìîñòü ýòîãî öèêëà â

K|V | ðàâíà |V |, ïîýòîìó
OptTSP(K|V |, c) = |V |.Åñëè ñòîèìîñòü íåêîòîðîãî Ãàìèëüòîíîâà öèêë ãðàôà K|V | ïðåâûøàåò çíà÷åíèå |V |,òî, ñîãëàñíî (b), ýòà ñòîèìîñòü íå ìåíüøå, ÷åì

d · |V | + 1 > d · |V |.Ñëåäîâàòåëüíî, d-àïïðîêñèìàöîííûé àëãîðèòì A äîëæåí âû÷èñëèòü âîçìîæíîå ðåøå-íèå ñî ñòîèìîñòüþ |V | � ò. å. B ïðèíèìàåò G.Îáðàòíî, ïóñòü G = (V, E) íå âõîäèò â HC. Â ýòîì ñëó÷àå ñòîèìîñòü êàæäîãî âîç-ìîæíîãî ðåøåíèÿ ïðîáëåìû (K|V |, c) ïðåâûøàåò çíà÷åíèå |V | � ò. å. cost(A(K|V |, c)) >
|V |. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî B îòêëîíÿåò G.Èòàê, B � ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåííîé àëãîðèòì, êîòîðûé ðåøàåò NP-òðóäíóþ ïðî-áëåìó HC, � ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó ïðåäïîëîæåíèå P 6= NP. utÂ êà÷åñòâå âîçìîæíîãî ïîäõîäà ê ïðîáëåìå TSP ìû ñêîìáèíèðóåì êîíöåïöèþ àï-ïðîêñèìàöèè ñ êîíöåïöèåé ïîèñêà ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ðàññìàòðè-âàåìîé ïðîáëåìû. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ìåòðè÷åñêóþ TSP, ò. å. ∆-TSP, � êîòîðàÿäîïóñêàåò òîëüêî ÷àñòíûå ñëó÷àè TSP, à èìåííî òå, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò íåðà-âåíñòâó òðåóãîëüíèêà (ïðèìåð 2.3). Ýòî íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îãðàíè-÷åíèåì, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿþò11 ìíîãèå êîíêðåòíûå ïðèëîæåíèÿ. Ìû ðàçðàáîòàåìïîëèíîìèàëüíî-âðåìåííîé 2-àïïðîêñèìàöîííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ∆-TSP.Àëãîðèòì SBÂõîä: Ïîëíûé ãðàô G = (V, E) ñ âåñîâîé ôóíêöèåé c : E → IN+, êîòîðàÿ äëÿ âñåõïîïàðíî ðàçëè÷íûõ âåðøèí u, v, w ∈ V óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà

c({u, v}) ≤ c({u, w}) + c({w, v}).Ýòàï 1. SB ñòðîèò ìèíèìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî12 T ãðàôà G îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè
c.Ýòàï 2. SB âûáèðàåò ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó v ìíîæåñòâà V è âûïîëíÿåò ïîèñê â ãëó-áèíó â äåðåâå T � íà÷èíàÿ ñ âûáðàííîé âåðøèíû v. Ïðè ýòîì SB íóìåðóåò âåðøèíûäåðåâà T â òîì ïîðÿäêå, â êîòîðîì îíè âñòðå÷àþòñÿ â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà.Èòîãîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí, ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîé íóìåðàöèè, îáîçíà-÷èì H .Âûõîä: Ãàìèëüòîíîâ öèêë H = H, v.
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Ðèñ. 7.2.Ïðîèëëþñòðèðóåì ðàáîòó àëãîðèòìà SB äëÿ ïðèâåä¼ííîãî íà ðèñ. 7.2 (a) ÷àñòíîãîñëó÷àÿ B ïðîáëåìû ∆-TSP. Ìèíèìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî
T = ({v1, v2, v3, v4, v5}, {{v1, v3}, {v1, v5}, {v2, v3}, {v3, v4}}ãðàôà G èçîáðàæåíî íà ðèñ. 7.2(b). À ðèñ. 7.2 (c) ïîêàçûâàåò ïðîöåññ ïîèñêà â ãëóáèíóäëÿ äåðåâà T � íà÷èíàÿ ñ âåðøèíû v3. Çàìåòèì, ÷òî êàæäîå ðåáðî äåðåâà T ïðè ïîèñêåâ ãëóáèíó èñïîëüçóåòñÿ â òî÷íîñòè 2 ðàçà. Ïîèñê â ãëóáèíó îïðåäåëÿåò ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü âåðøèí

H = v3, v4, v1, v5, v2

11 Èëè � ¾ïî÷òè óäîâëåòâîðÿþò¿.
12 Îñòîâíîå äåðåâî ãðàôà G = (V, E) � ýòî äåðåâî T = (V, E′) ñ E′ ⊆ E; çäåñü âàæíî ñîâ-ïàäåíèå ìíîæåñòâà âåðøèí ó ãðàôîâ G è T . Åñëè êàæäîå ðåáðî ãðàôà èìååò íåêîòîðóþñòîèìîñòü, òî ñòîèìîñòü ãðàôà ðàâíà ñóììå ñòîèìîñòåé âñåõ åãî ð¼áåð � ïîýòîìó ñòîèìî-ñòüþ äåðåâà T ÿâëÿåòñÿ ñóììà ñòîèìîñòåé âñåõ ð¼áåð ìíîæåñòâà E′.



240 7 Àëãîðèòìèçàöèÿ òðóäíîðåøàåìûõ çàäà÷� òàêóþ ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
H = v3, v4, v1, v5, v2, v3 = H, v3ÿâëÿåòñÿ âûõîäîì àëãîðèòìà SB (ðèñ. 7.2 (d)). Ñòîèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè H ðàâíà

2 + 3 + 2 + 3 + 1 = 11. À îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
v3, v1, v5, v4, v2, v3,èìåþùàÿ ñòîèìîñòü 1 + 2 + 2 + 2 + 1 = 8 (ðèñ. 7.2 (e)).Òåîðåìà 7.15. Àëãîðèòì SB ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�ûì 2-àï-ïðîêñèìàöîííûì àëãîðèòìîì ðåøåíèÿ ∆-TSP.Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïðîàíàëèçèðóåì âðåìåíí�óþ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà SB. Ìè-íèìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî ãðàôà G = (V, E) ìîæåò áûòü íàéäåíî çà âðåìÿ O(|E|).Ïîèñê â ãëóáèíó â äåðåâå T = (V, E′) âûïîëíÿåòñÿ çà âðåìÿ O(|V |). Ñëåäîâàòåëüíî,

TimeSB(G) ∈ O(|E|),ò. å. SB ðàáîòàåò çà ëèíåéíîå âðåìÿ.Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî àïïðîêñèìàöèîííîå îòíîøåíèå àëãîðèòìà SB íå ïðåâîñõî-äèò 2. Ïóñòü HOpt � îïòèìàëüíûé Ãàìèëüòîíîâ öèêë ñî ñòîèìîñòüþ cost(HOpt) =
Opt∆-TSP(G) äëÿ I = ((V, E), c) � íåêîòîðîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïðîáëåìû ∆-TSP. Ïóñòüòàêæå H � âûõîä SB(I) àëãîðèòìà SB äëÿ âõîäà I, à T = (V, E′) � ìèíèìàëüíîå îñòîâ-íîå äåðåâî, ïîñòðîåííîå íà ïåðâîì ýòàïå àëãîðèòìà SB. Îòìåòèì, ÷òî

cost(T ) =
∑

c∈E′

c(e) < cost(HOpt) (7.1)� ïîñêîëüêó ïîñëå óäàëåíèÿ ðåáðà èç ãðàôà HOpt ìû ïîëó÷àåì îñòîâíîå äåðåâî ãðàôà
G, à T � åãî îïòèìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî.Ðàññìîòðèì W � ïóòü, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ïîèñêó â ãëóáèíó â äåðåâå T . Ïðèýòîì W ïðîõîäèò â òî÷íîñòè äâà ðàçà ÷åðåç êàæäîå ðåáðî äåðåâà T (ïî îäíîìó ðàçóâ êàæäîì èç äâóõ íàïðàâëåíèé).13 Åñëè cost(W ) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ñòîèìîñòåé âñåõð¼áåð W , òî

cost(W ) = 2 · cost(T ). (7.2)Èç íåðàâåíñòâà (7.1) è ðàâåíñòâà (7.2) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî
cost(W ) < 2 · cost(HOpt). (7.3)Çàìåòèì, ÷òî ïóòü H ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç ïóòè W ïóò¼ì çàìåíû íåêîòîðîãîåãî ïîäïóòè u, v1, . . . , vk, v, ïðèíàäëåæàùåãî W , íà ðåáðî {u, v} (ò. å. ïóò¼ì ïðÿìîãîñîåäèíåíèÿ âåðøèí u è v).14 Ôàêòè÷åñêè ýòî ìîæåò áûòü ñäåëàíî ïðîñòîé îïåðàöèåé,

13 Çàìåòèì, ÷òî W ìîæåò áûòü ðàññìîòðåí êàê Ýéëåðîâ öèêë ìóëüòèãðàôà T2. Ïîñëåäíèéìóëüòèãðàô ñòðîèòñÿ íà îñíîâå äåðåâà T óäâîåíèåì êàæäîãî åãî ðåáðà.
14 Ýòî ïðîèñõîäèò, êîãäà âåðøèíû v1, . . . , vk óæå áûëè ïðåäâàðèòåëüíî ïîñåùåíû íàøèì àë-ãîðèòìîì � ïåðåä âåðøèíîé u. Íî ïðè ýòîì â ïóòè W âåðøèíà v äîëæíà áûòü ïîñåùåíà âïåðâûé ðàç.



7.4 Àëãîðèòìû ëîêàëüíîãî ïîèñêà 241çàìåíÿþùåé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç òð¼õ âåðøèí u, w, v â W íà ïîäïîñëåäîâàòåëü-íîñòü u, v (ò. å. ïóò¼ì ïðÿìîãî ñîåäèíåíèÿ âåðøèí u è v) � ýòà çàìåíà ïðîèñõîäèò,åñëè âåðøèíà w óæå âñòðå÷àëàñü â ïðåôèêñå ïóòè W . Òàêàÿ îïåðàöèÿ íå óâåëè÷èâàåòñòîèìîñòè ïóòè � âñëåäñòâèå âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà
c({u, v}) ≤ c({u, w}) + c({w, v}).Ñëåäîâàòåëüíî,

cost(H) ≤ cost(W ). (7.4)Íåðàâåíñòâà (7.3) è (7.4) äàþò
cost(H) ≤ cost(W ) < 2 · cost(HOpt),à îòñþäà

SB(I)

Opt∆-TSP(I)
=

cost(H)

cost(HOpt)
< 2.

utÓïðàæíåíèå 7.16. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ≥ 3 ðàññìîòðèì ïîëíûé ãðàô Kn,ñîñòîÿùèé èç n âåðøèí. Íàéäèòå îòëè÷íóþ îò êîíñòàíòû âåñîâóþ ôóíêöèþ äëÿ ãðàôà
Kn, òàêóþ ÷òî àëãîðèòì SB âñåãäà âû÷èñëÿåò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå.Óïðàæíåíèå 7.17.∗ Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n ≥ 4 îïèøèòå ÷àñòíûé ñëó÷àé Inïðîáëåìû ∆-TSP, òàêîé ÷òî

SB(In)

Opt∆-TSP(In)
≥ 2n− 2

n + 1
.7.4 Àëãîðèòìû ëîêàëüíîãî ïîèñêàËîêàëüíûé ïîèñê � ýòî ñïåöèàëüíàÿ òåõíîëîãèÿ ðàçðàáîòêè àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ îï-òèìèçàöèîííûõ ïðîáëåì. Å¼ îñíîâíûìè ïðèíöèïàìè ÿâëÿþòñÿ:

• âû÷èñëåíèå íåêîòîðîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ α äëÿ äàííîãî âõîäà x;
• ïîñëåäîâàòåëüíîå óëó÷øåíèå α ïóò¼ì åãî íåáîëüøèõ (ëîêàëüíûõ) èçìåíåíèé.Ñìûñë òåðìèíà ¾íåáîëüøèå èçìåíåíèÿ¿ îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî ïîíÿòèÿîêðåñòíîñòè.Îïðåäåëåíèå 7.18. Ïóñòü U = (ΣI , ΣO, L,M, cost , goal) � îïòèìèçàöèîííàÿ ïðîáëå-ìà. Äëÿ êàæäîãî x ∈ L îïðåäåëèì îêðåñòíîñòü íà ìíîæåñòâå M(x) êàê íåêîòîðîåîòîáðàæåíèå fx : M(x) → P(M(x)), óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:(a)α ∈ fx(α) äëÿ êàæäîãî α ∈ M(x).{Ëþáîå α âñåãäà íàõîäèòñÿ â ñâîåé îêðåñòíîñòè (â îêðåñòíîñòè α).}(b) Åñëè β ∈ fx(α) äëÿ íåêîòîðûõ α, β ∈ M(x), òî α ∈ fx(β).{Åñëè β íàõîäèòñÿ â îêðåñòíîñòè α, òî è α íàõîäèòñÿ â îêðåñòíîñòè β.}



242 7 Àëãîðèòìèçàöèÿ òðóäíîðåøàåìûõ çàäà÷(c) äëÿ âñåõ α, β ∈ M(x) ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíîå k è γ1, γ2, . . . , γk ∈ M(x), òàêèå÷òî
γ1 ∈ fx(α), γi+1 ∈ fx(γi) äëÿ i = 1, . . . , k − 1, β ∈ fx(γk).{Äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ ðåøåíèé α è β ìîæíî, íà÷èíàÿ ñ α, äîñòèãíóòü ðåøåíèÿ β� ïóò¼ì ïåðåìåùåíèÿ ïî äðóãèì äîïóñòèìûì ðåøåíèÿì. Ïðè ýòîì êàæäûé øàãòàêîãî ïåðåìåùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîäîì íà êàêîé-íèáóäü ýëåìåíò ìíîæåñòâà

M(x), âõîäÿùèé â îêðåñòíîñòü ïðåäûäóùåãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ.}Åñëè α ∈ fx(β) äëÿ íåêîòîðûõ α, β ∈ M(x), òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî α è β ÿâëÿþòñÿñîñåäÿìè íà M(x). Ìíîæåñòâî fx(α) íàçûâàåòñÿ îêðåñòíîñòüþ α íà M(x).Äîïóñòèìîå ðåøåíèå α ∈ M(x) íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì îïòèìóìîì äëÿ x îòíî-ñèòåëüíî îêðåñòíîñòè fx, åñëè
cost(α) = goal{cost(β) | β ∈ fx(α)}.Ïóñòü äëÿ êàæäîãî x ∈ L èìååòñÿ íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ fx, ÿâëÿþùàÿñÿ îêðåñòíî-ñòüþ íà M(x). Äëÿ âñåõ x ∈ L è âñåõ α ∈ M(x) îïðåäåëèì ôóíêöèþ
f :

⋃

x∈L

({x} ×M(x)) →
⋃

x∈L

P(M(x))ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà
f(x, α) = fx(α).Íàçîâ¼ì ýòó ôóíêöèþ îêðåñòíîñòüþ ïðîáëåìû U .15Ñîãëàñíî óñëîâèþ (b) îïðåäåëåíèÿ 7.18, ëþáàÿ îêðåñòíîñòü íà ìíîæåñòâå M(x)ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà â êà÷åñòâå ñîîòâåòñòâóþùåãî ñèììåòðè÷íîãî áèíàðíîãî îò-íîøåíèÿ íà ýòîì ìíîæåñòâå. Íî åñëè ìû õîòèì îïðåäåëèòü îêðåñòíîñòü íà M(x) äëÿíåêîòîðîãî êîíêðåòíîãî ïðèëîæåíèÿ, òî íàì íåóäîáíî ðàáîòàòü ñ ôîðìàëèçìàìè, èñ-ïîëüçóþùèìè ôóíêöèè è áèíàðíûå îòíîøåíèÿ. Òèïè÷íûé ïóòü ââåäåíèÿ íà ìíîæå-ñòâå M(x) îêðåñòíîñòè � èñïîëüçîâàíèå ò. í. ëîêàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íà ýòîììíîæåñòâå. Òåðìèí ¾ëîêàëüíûé¿ çäåñü ÿâëÿåòñÿ âåñüìà âàæíûì. Ñìûñë ëîêàëüíîãîïðåîáðàçîâàíèÿ ðåøåíèÿ α çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ êàêîãî-ëèáî íîâîãîäîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ ìîæåò áûòü èçìåíåíà òîëüêî íåêîòîðàÿ, ëîêàëüíàÿ ÷àñòü îïèñà-íèÿ ðåøåíèÿ α.Ïðèâåä¼ì ïðèìåð. Âîçìîæíûì ëîêàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì äëÿ ïðîáëåìû

MAX-SAT16 ÿâëÿåòñÿ ïåðåïðèñâàèâàíèå Áóëåâîãî çíà÷åíèÿ ðîâíî îäíîé ïåðåìåííîé.Â ýòîì ñëó÷àå îêðåñòíîñòü äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ α � ýòî, âî-ïåðâûõ, ñàìî α, à òàê-æå âñå äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïóò¼ì ïðèìåíåíèÿ ýòîãîëîêàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Íàïðèìåð, äëÿ ôîðìóëû èç 5 ïåðåìåííûõ îêðåñòíîñòüþäîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ α = 01100 îòíîñèòåëüíî ëîêàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, èçìåíÿþ-ùåãî (ïåðåïðèñâàþùåãî) Áóëåâî çíà÷åíèå îäíîé èç ïåðåìåííûõ, ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî
{01100, 11100, 00100, 01000, 01110, 01101}.

15 Ìû ïðèìåíÿåì ýòîò òåðìèí êàê äëÿ îêðåñòíîñòè íåêîòîðîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ, òàêè äëÿ îáúåäèåíèÿ âñåõ òàêèõ ìíîæåñòâ � ò. å. îêðåñòíîñòè âñåé ïðîáëåìû. Ìû íàäååìñÿ,÷òî òàêàÿ íåñêîëüêî íåóäà÷íàÿ òåðìèíîëîãèÿ (îíà ïðèíÿòà è â àíãëèéñêîì ÿçûêå) ïðîáëåìâñ¼ æå íå âûçîâåò � êàæäûé ðàç èç êîíòåêñòà áóäåò ïîíÿòíî, êàêàÿ èìåííî îêðåñòíîñòüèìååòñÿ â âèäó. (Ïðèì. ïåðåâ.)
16 À òàêæå ìíîãèõ äðóãèõ ïðîáëåì, äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìèçíà÷åíèé íåñêîëüêèõ Áóëåâûõ ïåðåìåííûõ.



7.4 Àëãîðèòìû ëîêàëüíîãî ïîèñêà 243Óïðàæíåíèå 7.19. Äîêàæèòå, ÷òî ëîêàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå çàìåíû áèòà äëÿ ïðî-áëåìû MAX-SAT óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåíèþ îêðåñòíîñòè.PSfrag replacements aa bb

cc dd Ðèñ. 7.3.Íàèáîëåå èçâåñòíîé îêðåñòíîñòüþ äëÿ TSP ÿâëÿåòñÿ ò. í. îêðåñòíîñòü 2-Exchange(ðèñ. 7.3). Ïðîñòåéøèé ïóòü å¼ îïðåäåëåíèÿ � îïèñàíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ëîêàëüíîãîïðåîáðàçîâàíèÿ; îíî ñîñòîèò èç:
• óäàëåíèÿ äâóõ ð¼áåð {a, b} è {c, d} ñ |{a, b, c, d}| = 4 17 äàííîãî Ãàìèëüòîíîâà òóðà

α, êîòîðûé ïîñåùàåò ýòè 4 âåðøèíû â ïîðÿäêå a, b, c, d;
• äîáàâëåíèå â α äâóõ ð¼áåð {a, d} è {b, c}.Çàìåòèì (ñì. ðèñ. 7.3), ÷òî èòîãîâûé îáúåêò � ñíîâà Ãàìèëüòîíîâ òóð, è ïîýòîìóð¼áðà {a, b} è {c, d} ìîãóò áûòü çàìåíåíû òîëüêî íà {a, d} è {b, c} � ïîñêîëüêó ìûäîëæíû ïîëó÷èòü íîâûé Ãàìèëüòîíîâ òóð.Óïðàæíåíèå 7.20. Óäîâëåòâîðÿåò ëè îêðåñòíîñòü 2-Exchange óñëîâèÿì îïðåäåëåíèÿ7.18 ? Ïðèâåäèòå ôîðìàëüíîå îáîñíîâàíèå îòâåòà.Óïðàæíåíèå 7.21. Ïóñòü H � Ãàìèëüòîíîâ òóð ãðàôà G. Óäàëèì òðè ðåáðà � {a, b},
{c, d} è {e, f}, òàêèå ÷òî |{a, b, c, d, e, f}| = 6, à H ïîñåùàåò ýòè 6 âåðøèíû â ïîðÿäêå
a, b, c, d, e, f . Óêàæèòå âñå âîçìîæíûå òðîéêè ð¼áåð, äîáàâëåíèå êîòîðûõ ê H ñíîâàäà¼ò Ãàìèëüòîíîâ òóð. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òàêèõ òðîåê, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî k ≥ 3áûëî óäàëåíî k ð¼áåð, ôîðìèðóþùèõ íåêîòîðîå ïàðîñî÷åòàíèå?Ëîêàëüíûé ïîèñê îòíîñèòåëüíî îêðåñòíîñòè ÿâëÿåòñÿ èòåðàöèîííûì ïåðåäâèæåíè-åì âî ìíîæåñòâåM(x) � îò íåêîòîðîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ ê ëó÷øåìó äîïóñòèìîìóðåøåíèþ. Ýòà èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà çàêàí÷èâàåò ðàáîòó â òîì ñëó÷àå, êîãäà îíà äî-ñòèãàåò òàêîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ β, ÷üè ñîñåäè íå ëó÷øå, ÷åì β. Èòàê, ìû ìîæåìïðåäñòàâèòü ñõåìó ëîêàëüíîãî ïîèñêà ñëåäóþùèì îáðàçîì.Ñõåìà ëîêàëüíîãî ïîèñêà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îêðåñòíîñòè Neigh
LS (Neigh)Âõîä: ×àñòíûé ñëó÷àé x îïòèìèçàöèîííîé ïðîáëåìû U .Ýòàï 1. Íàéòè äîïóñòèìîå ðåøåíèå α ∈ M(x).Ýòàï 2. while α íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì îïòèìóìîì,ñîîòâåòñòâóþùèì Neighxdo beginíàéòè íåêîòîðîå β ∈ Neighx(α), òàêîå ÷òî:
17 Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå 4 ðàññìàòðèâàåìûå âåðøèíû ðàçëè÷íû.



244 7 Àëãîðèòìèçàöèÿ òðóäíîðåøàåìûõ çàäà÷
cost(β) < cost(α), åñëè U � ïðîáëåìà ìèíèìèçàöèè, è
cost(β) > cost(α), åñëè U � ïðîáëåìà ìàêñèìèçàöèè;endÂûõîä: α.Çàìåòèì, ÷òî LS(Neigh) âñåãäà âû÷èñëÿåò ëîêàëüíûé îïòèìóì îòíîñèòåëüíîîêðåñòíîñòè Neigh. Åñëè âñå ëîêàëüíûå îïòèìóìû ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî ãëîáàëüíû-ìè, òî àëãîðèòì ëîêàëüíîãî ïîèñêà ãàðàíòèðóåò ïîëó÷åíèå ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííîéïðîáëåìû. Íàïðèìåð, òàêîâîé ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî îñòîâíîãîäåðåâà � ãäå îêðåñòíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ïóò¼ì ëîêàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, çàêëþ÷àþ-ùåãîñÿ â çàìåíå ðåáðà.Åñëè ñòîèìîñòè ëîêàëüíûõ îïòèìóìîâ ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò ñòîèìîñòè îïòèìàëüíî-ãî ðåøåíèÿ, òî ëîêàëüíûé ïîèñê ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ðàçðàáîòêè àïïðîêñèìàöè-îííûõ àëãîðèòìîâ. Ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà ìàêñèìàëüíîãî ðàçðåçà (MAX-CUT),îïðåäåë¼ííàÿ â ðàçäåëå 6.6. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ îêðåñòíîñòè ðàññìîòðèì ëîêàëüíîå ïðå-îáðàçîâàíèå, ïåðåìåùàþùåå íåêîòîðóþ âåðøèíó èç îäíîãî ïîäìíîæåñòâà â äðóãîå.Ïðèìåíèòåëüíî ê ñõåìå ëîêàëüíîãî ïîèñêà äëÿ òàêîé îêðåñòíîñòè ìû ïîëó÷àåì ñëå-äóþùèé àëãîðèòì.Àëãîðèòì LS-CUTÂõîä: Ãðàô G = (V, E).Ýòàï 1. S = ∅.{Â ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ ìû ðàññìàòðèâàåì ðàçðåç (S, V − S). Ïîýòîìó â íà÷àëåðàáîòû àëãîðèòìà ðàçðåç òàêîâ: (∅, V ).}Ýòàï 2. while ñóùåñòâóåò âåðøèíà v ∈ V , òàêàÿ ÷òî

cost(S ∪ {v}, V − (S ∪ {v})) > cost(S, V − S) èëè
cost(S − {v}, (V − S) ∪ {v}) > cost(S, V − S)do beginïåðåìåñòèòü v â äðóãóþ ÷àñòü ðàçðåçà;endÂûõîä: (S, V − S).Òåîðåìà 7.22. LS-CUT ÿâëÿåòñÿ 2-àïïðîêñèìàöîííûì àëãîðèòìîì äëÿ ïðîáëåìû

MAX-CUT.Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî àëãîðèòì LS-CUT âû÷èñëÿåò äîïóñòèìîå ðåøåíèåäëÿ ïðîáëåìû MAX-CUT. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî ãðàôà G = (V, E)âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
RLS-CUT(G) ≤ 2.Ïóñòü (Y1, Y2) � âûõîä ïðîáëåìû LS-CUT. Îòìåòèì, ÷òî (Y1, Y2) � ëîêàëüíûé ìèíè-ìóì îòíîñèòåëüíî ïåðåìåùåíèÿ âåðøèíû èç îäíîé ÷àñòè ðàçðåçà â äðóãóþ.18 Ïîýòîìó

18 Ðàíåå â ýòîì ðàçäåëå îáû÷íî ïðèìåíÿëñÿ òåðìèí ¾ìèíèìóì îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîéîêðåñòíîñòè¿ � à çäåñü ïðèìåíÿåòñÿ ¾ìèíèìóì îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî ëîêàëüíîãî àë-ãîðèòìà¿. Îäíàêî â äàííîì ñëó÷àå (è àíàëîãè÷íûõ) íà îñíîâå îïèñàííîãî ëîêàëüíîãî àë-ãîðèòìà î÷åâèäíûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèÿ fx, èñïîëüçóþùàÿñÿ â îïðåäåëåíèè7.18, � ò. å. ìû äåéñòâèòåëüíî çíàåì îêðåñòíîñòü. (Ïðèì. ïåðåâ.)



7.4 Àëãîðèòìû ëîêàëüíîãî ïîèñêà 245êàæäàÿ âåðøèíà v ∈ Y1 [Y2] èìååò íå ìåíüøå ð¼áåð, èäóùèõ â âåðøèíû ìíîæåñòâà Y2[Y1], ÷åì ÷èñëî ð¼áåð, èäóùèõ èç íå¼ æå â âåðøèíû ìíîæåñòâà Y1 [Y2].19 Ýòîò ïðîñòîé¾âû÷èñëèòåëüíûé¿ àðãóìåíò óáåæäàåò, ÷òî ðàçðåç (Y1, Y2) ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìå-ðå ïîëîâèíó ð¼áåð ãðàôà G. Ïîñêîëüêó OptMIN-CUT(G) íå ìîæåò ïðåâûøàòü |E|, ìûïîëó÷àåì, ÷òî
RLS-CUT(G) =

OptMIN-CUT(G)

cost((Y1, Y2))
≤ |E|

|E|/2
= 2.

utÓïðàæíåíèå 7.23. Äîêàæèòå, ÷òî LS-CUT ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�ûì àë-ãîðèòìîì.Óïðàæíåíèå 7.24. Ðàññìîòðèì ò. í. ïðîáëåìó ìàêñèìàëüíîãî âçâåøåííîãî ðàç-ðåçà (MAX-WEIGHT-CUT), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáîáùåíèåì ïðîáëåìû
MAX-CUT. Å¼ âõîäîì ÿâëÿþòñÿ ãðàô G = (V, E) è âåñîâàÿ ôóíêöèÿ c : E → IN0,ñòàâÿùàÿ â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ðåáðó e íåêîòîðûé âåñ c(e). Ñòîèìîñòüþ ðàçðåçàÿâëÿåòñÿ ñóììà âåñîâ âñåõ åãî ð¼áåð. Öåëü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû íàéòè ðàçðåç ñìàêñèìàëüíûé ñòîèìîñòüþ.Î÷åâèäíî, ÷òî MAX-WEIGHT-CUT ÿâëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííîé ïðîáëåìîé. Ðàçðàáî-òàéòå ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûé 2-àïïðîêñèìàöèîííûé àëãîðèòì ëîêàëüíîãî ïîèñêà äëÿïðîáëåìû MAX-WEIGHT-CUT.Àëãîðèòìû, îñíîâàííûå íà ëîêàëüíîì ïîèñêå, íàçûâàþòñÿ òàêæå ëîêàëüíûìè àëãî-ðèòìàìè; îíè ïîëíîñòüþ (èëè ïî÷òè ïîëíîñòüþ) îïðåäåëÿþòñÿ ïóò¼ì îïèñàíèÿ îêðåñò-íîñòè. À ¾ñâîáîäíûìè ïàðàìåòðàìè¿ ñõåìû ëîêàëüíîãî ïîñêà ìîãóò áûòü òîëüêî òàêèå:
• ñòðàòåãèÿ ïîèñêà áîëåå óäà÷íûõ ñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ;
• ðåøåíèå î òîì, ïðèíèìàòü ëè íàéäåííûé áîëåå óäà÷íûé ñîñåäíèé ýëåìåíò â êà÷å-ñòâå ñëåäóþùåãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ äëÿ èòåðàöèîííîãî ïîèñêà � èëè ïîñ÷èòàòüåãî îäíèì èç ëó÷øèõ ðåøåíèé â îêðåñòíîñòè, íî ïðîäîëæèòü èòåðàòèâíûé ïîèñêåù¼ áîëåå óäà÷íîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ.Åñëè âåðíî ïðåäïîëîæåíèå P 6= NP, òî íå ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�ûõëîêàëüíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ NP-òðóäíûõ îïòèìèçàöèîííûõ ïðîáëåì. Çàìåòèì, ÷òî âðå-ìåíí�àÿ ñëîæíîñòü ëîêàëüíîãî àëãîðèòìà ìîæåò áûòü ïðèáëèçèòåëüíî îöåíåíà êàê(âðåìÿ ïîèñêà â îêðåñòíîñòè) × (÷èñëî èòåðàòèâíûõ óëó÷øåíèé).Äàëåå ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé âîïðîñ:äëÿ êàêèõ NP-òðóäíûõ îïòèìèçàöèîííûõ ïðîáëåì ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü

Neigh ïîëèíîìèàëüíîãî ðàçìåðà � òàêàÿ, ÷òî àëãîðèòì LS(Neigh) âñåãäà âû-÷èñëÿåò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå?Òî åñòü ìû ãîòîâû ñîãëàñèòüñÿ ñ òåì, ÷òî ÷èñëî èòåðàòèâíûõ óëó÷øåíèé â õóäøåìñëó÷àå ýêñïîíåíöèàëüíî, � åñëè êàæäàÿ èç èòåðàöèé âûïîëíÿåòñÿ çà ïîëèíîìèàëü-íîå âðåìÿ, è ïðè ýòîì ãàðàíòèðîâàíà ñõîäèìîñòü ê îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ. Ñìûñëçäåñü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðà îêðåñòíîñòè ìû, õîòü è óâåëè-÷èâàåì âðåìåíí�óþ ñëîæíîñòü êàæäîé èòåðàöèè, íî ïðè ýòîì óìåíüøàåì âåðîÿòíîñòü
19 Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåìûé àëãîðèòì äîëæåí áûë ïåðåìåñòèòü âåðøèíó v âäðóãóþ ÷àñòü ðàçðåçà.



246 7 Àëãîðèòìèçàöèÿ òðóäíîðåøàåìûõ çàäà÷¾çàñòðåâàíèÿ¿ â ïëîõîì ëîêàëüíîì îïòèìóìå. Âîïðîñ ñîñòîèò â òîì, ñóùåñòâóåò ëèîêðåñòíîñòü ïðèåìëåìîãî ðàçìåðà � òàêàÿ, ÷òî êàæäûé ëîêàëüíûé îïòèìóì ÿâëÿåòñÿãëîáàëüíûì. Ïîñòàâëåííûé âîïðîñ ìîæåò áûòü îôîðìëåí ñëåäóþùèì îáðàçîì.Îïðåäåëåíèå 7.25. Ïóñòü U = (ΣI , ΣO, L,M, cost, goal ) � îïòèìèçàöèîííàÿ ïðî-áëåìà, à Neigh � îêðåñòíîñòü äëÿ å¼ ðåøåíèÿ. Íàçîâ¼ì Neigh òî÷íîé, åñëè äëÿ êàæ-äîãî âõîäà x ∈ L êàæäûé ëîêàëüíûé îïòèìóì äëÿ x îòíîñèòåëüíî Neighx ÿâëÿåòñÿîïòèìàëüíûì ðåøåíèåì äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî x.Îêðåñòíîñòü Neigh íàçîâ¼ì äîñòèæèìîé çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ20, åñëè ñó-ùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåííîé àëãîðèòì21, êîòîðûé äëÿ êàæäûõ x ∈ L è
α ∈ M(x) íàõîäèò îäíî èç ëó÷øèõ äîïóñòèìûõ ðåøåíèé22 â Neighx(α).Èòàê, äëÿ îïòèìèçàöèîííîé ïðîáëåìû U ∈ NPO íàø âîïðîñ ìîæåò áûòü ïåðåôîð-ìóëèðîâàí íà îñíîâå òåðìèíîëîãèè îïðåäåëåíèÿ 7.25 ñëåäóþùèì îáðàçîì:ñóùåñòâóåò ëè òî÷íàÿ îêðåñòíîñòü äëÿ ïðîáëåìû U , äîñòèæèìàÿ çà ïîëè-íîìèàëüíîå âðåìÿ?Ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ îçíà÷àåò, ÷òî òðóäíîñòü çàäà÷è � ñ òî÷êèçðåíèÿ êîíöåïöèè ëîêàëüíîãî ïîèñêà � ñîñòîèò â êîëè÷åñòâå èòåðàòèâíûõ óëó÷øå-íèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ äîñòèæåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ. È âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ èçïîëîæèòåëüíîãî îòâåòà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ U àëãîðèòìû ëîêàëüíîãî ïîèñêà ìîãóò áûòüïðèìåíèìû íà ïðàêòèêå. Íàïðèìåð, åñëè U ÿâëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííîé îïòèìèçàöèîí-íîé ïðîáëåìîé, òî ñóùåñòâîâàíèå òî÷íîé îêðåñòíîñòè Neigh, äîñòèæèìîé çà ïîëè-íîìèàëüíîå âðåìÿ, îáû÷íî îçíà÷àåò, ÷òî LS(Neigh) ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûìàëãîðèòìîì ðåøåíèÿ ïðîáëåìû U .23 Èçâåñòíûì ïîëîæèòåëüíûì ïðèìåðîì ÿâëÿåò-ñÿ ñèìïëåêñ-ìåòîä äëÿ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îí îñíîâàí íà ñóùåñòâîâàíèèòî÷íîé îêðåñòíîñòè, äîñòèæèìîé çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, � íî ïðè ýòîì íåëüçÿ èñ-êëþ÷àòü âîçìîæíîñòè ýêñïîíåíöèàëüíîãî ÷èñëà èòåðàöèîííûõ óëó÷øåíèé.À îòðèöàòåëüíûé îòâåò íà ïîñòàâëåííûé âûøå âîïðîñ îçíà÷àåò, ÷òî íèêàêàÿîêðåñòíîñòü, äîñòèæèìàÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, íå ìîæåò ãàðàíòèðîâàòü óñïåø-íîãî ïðèìåíåíèÿ ëîêàëüíûõ àëãîðèòìîâ â çàäà÷å ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ. Ñëå-äîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ïðè ðàçðàáîòêå êîíêðåòíîãî ïðèëîæåíèÿ ìîæíî òîëüêîïîïûòàòüñÿ ïîëó÷èòü ëîêàëüíûé îïòèìóì çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.Óïðàæíåíèå 7.26. Ïóñòü k-Exchange � íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü äëÿ ïðîáëåìû TSP, âêîòîðîé ïðè èçìåíåíèè îäíîãî Ãàìèëüòîíîâà òóðà íà íåêîòîðûé äðóãîé ìîãóò áûòüçàìåíåíû k ð¼áåð. ×åìó ðàâíà ìîùíîñòü îêðåñòíîñòè k-ExchangeG(H) Ãàìèëüòîíîâàòóðà H � åñëè ãðàô G èìååò n âåðøèí?Óïðàæíåíèå 7.27.∗ Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîãî k, äëÿ êîòîðîãîîêðåñòíîñòü k-Exchange ÿâëÿëàñü áû òî÷íîé îêðåñòíîñòüþ äëÿ ïðîáëåìû TSP.
20 Åñëè íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü ÿâëÿåòñÿ äîñòèæèìîé çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, òî ýòî íåîáÿçàòåëüíî îçíà÷àåò, ÷òî äàííàÿ îêðåñòíîñòü èìååò ïîëèíîìèàëüíûõ ðàçìåð.
21 Ìû ðàññìàòðèâàåì îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è òîëüêî èç êëàññà NPO � ñëåäîâàòåëüíî ëþ-áîé àëãîðèòì, ðàáîòàþùèé çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ îòíîñèòåëüíî |α|, ÿâëÿåòñÿ òàêæåïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�ûì àëãîðèòìîì îòíîñèòåëüíî |x|.
22 Ëó÷øåå äîïóñòèìîå ðåøåíèå íå îáÿçàòåëüíî åäèíñòâåííî.
23 Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîé öåëî÷èñëåííîé çàäà÷è êàæäûé èòåðàòèâíûé øàã óëó÷øàåò ñòîè-ìîñòü ðåøåíèÿ íå ìåíåå ÷åì íà 1, à öåíà ëþáîãî ðåøåíèÿ îáû÷íî îãðàíè÷åíà ñóììîé âñåõâõîäíûõ çíà÷åíèé.



7.4 Àëãîðèòìû ëîêàëüíîãî ïîèñêà 247Íàøà ñëåäóþùàÿ öåëü � ïðåäñòàâèòü ìåòîä, êîòîðûé ìîæíî óñïåøíî ïðèìåíÿòüäëÿ êîíêðåòíûõ îïòèìèçàöèîííûõ ïðîáëåì � äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåñóùåñòâîâàíèÿ óíèõ òî÷íûõ îêðåñòíîñòåé, äîñòèæèìûõ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Ìû óâèäèì, ÷òîïîíÿòèå NP-òðóäíîñòè ïðèìåíèìî è äëÿ ýòîé öåëè.Îïðåäåëåíèå 7.28. Ïóñòü U = (ΣI , ΣO, L,M, cost, goal ) � íåêîòîðàÿ öåëî÷èñëåííàÿîïòèìèçàöèîííàÿ ïðîáëåìà. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî U ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé ïîñòîèìîñòè, åñëè äëÿ êàæäîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïðîáëåìû x, òàêîãî ÷òî Int(x) =
(i1, i2, . . . , in), ij ∈ IN0 äëÿ j = 1, 2, . . . , n,24 óñëîâèå

cost(α) ∈




1, 2, . . . ,

n∑

j=1

ij




âûïîëíåíî äëÿ êàæäîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ α ∈ M(x).Îòìåòèì, ÷òî ïî÷òè âñå èçâåñòíûå öåëî÷èñëåííûå îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è ÿâëÿ-þòñÿ îãðàíè÷åííûìè ïî ñòîèìîñòè � ñëåäîâàòåëüíî, ýòî òðåáîâàíèå íå ñòàâèò êàêèõ-ëèáî ñåðü¼çíûõ îãðàíè÷åíèé íà ïðèìåíèìîñòü îïèñûâàåìîãî äàëåå ìåòîäà.Òåîðåìà 7.29. Ïóñòü U ∈ NPO � îãðàíè÷åííàÿ ïî ñòîèìîñòè öåëî÷èñëåííàÿ îïòè-ìèçàöèîííàÿ ïðîáëåìà. Åñëè P 6= NP è U � ñèëüíî NP-òðóäíàÿ, òî ó ïðîáëåìû U íåñóùåñòâóåò òî÷íîé îêðåñòíîñòè, äîñòèæèìîé çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî, ïîñêîëüêó U ∈ NPO, íà÷àëüíîå äîïó-ñòèìîå ðåøåíèå ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Äàëåå áóäåì ðàñ-ñìàòðèâàòü äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî.Ïóñòü U îáëàäàåò òî÷íîé îêðåñòíîñòüþ Neigh, äîñòèæèìîé çà ïîëèíîìèàëüíîå âðå-ìÿ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî âõîäà x îäèí øàã èòåðàöèè àëãîðèòìà LS(Neighx) ìîæåò áûòüâûïîëíåí çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèÿ p(|x|) íåêîòîðîãî ïîëèíî-ìà p. Íà êàæäîì øàãå èòåðàöèè LS(Neighx) ñòîèìîñòü òåêóùåãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿóëó÷øàåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå íà 1 � ïîñêîëüêó ñòîèìîñòè äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ÿâëÿ-þòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè. Áîëåå òîãî, âñå âîçìîæíûå ñòîèìîñòè ïðèíàäëåæàò öåëî÷èñ-ëåííîìó èíòåðâàëó îò 0 äî ∑

j∈Int(x)

j ≤ |x| · MaxInt(x)� ïîñêîëüêó U îãðàíè÷åíà ïî ñòîèìîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, êîëè÷åñòâî èòåðàòèâíûõóëó÷øåíèé îãðàíè÷åíî çíà÷åíèåì
|x| · MaxInt(x).Ïîýòîìó ñóììàðíàÿ âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà LS(Neigh) íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ

O(p(|x|) · |x| · MaxInt(x)).ÏîñêîëüêóNeigh ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé îêðåñòíîñòüþ, àëãîðèòì LS(Neigh) âû÷èñëÿåò îï-òèìàëüíîå ðåøåíèå äëÿ âõîäà x � è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûì.À òàê êàê U ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî NP-òðóäíîé ïðîáëåìîé, ñóùåñòâîâàíèå äëÿ íå¼ ïñåâäîïî-ëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà ïðîòèâîðå÷èò ñäåëàííîìó ïðåäïîëîæåíèþ P 6= NP (òåîðåìà7.7). ut
24 Îáîçíà÷åíèå Int(x) áûëî ââåäåíî â ðàçäåëå 7.2.



248 7 Àëãîðèòìèçàöèÿ òðóäíîðåøàåìûõ çàäà÷Â ãëàâå 6 ìû óæå ôàêòè÷åñêè äîêàçàëè, ÷òî ïðîáëåìû TSP è MAX-CL ÿâëÿþòñÿñèëüíî NP-òðóäíûìè. Çàìåòèì, ÷òî îáå ýòè ïðîáëåìû ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè ïîñòîèìîñòè öåëî÷èñëåííûìè îïòèìèçàöèîííûìè çàäà÷àìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ó íèõ íåòòî÷íûõ îêðåñòíîñòåé, äîñòèæèìûõ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Áîëåå òîãî, äëÿ TSPìîæíî äîêàçàòü íåñóùåñòâîâàíèå ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷íîé îêðåñòíîñòè ðàçìåðà 2
3
√

n.7.5 Àëãîðèòì èìèòàöèîííîé íîðìàëèçàöèèÂ ýòîì ðàçäåëå ìû ïîçíàêîìèìñÿ ñ àëãîðèòìîì èìèòàöèîííîé íîðìàëèçàöèè(simulated annealing)25 � êàê ýâðèñòèêîé äëÿ ðåøåíèÿ òðóäíûõ îïòèìèçàöèîííûõ çà-äà÷. Òåðìèí ¾ýâðèñòèêà¿ â ýòîé îáëàñòè êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè íåîäíîçíà÷åí �îí èñïîëüçóåòñÿ â íåñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ.Âî-ïåðâûõ, â îáùåì ñìûñëå ýâðèñòè÷åñêèå àãîðèòìû ÿâëÿþòñÿ íåïðîòèâîðå÷èâû-ìè àëãîðèòìàìè äëÿ ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷. Îíè îñíîâàíû íà êàêîé-íèáóäüÿñíîé, ïðè÷¼ì îáû÷íî äîñòàòî÷íî ïðîñòîé èäåå ïîèñêà âî ìíîæåñòâå âñåõ äîïóñòèìûõðåøåíèé � êîòîðàÿ, îäíàêî, íå ãàðàíòèðóåò, ÷òî êàêîå-íèáóäü îïòèìàëüíîå ðåøåíèåíàéä¼òñÿ. Â ýòîé ñèòóàöèè ìû îáû÷íî ãîâîðèì îá ýâðèñòèêàõ ëîêàëüíîãî ïîèñêà � èëè¾æàäíûõ¿ ýâðèñòèêàõ � äàæå åñëè ýòè ýâðèñòèêè ïðåäóñìàòðèâàþò àïïðîêñèìàöèîí-íûå àëãîðèòìû.À â óçêîì ñìûñëå, êîòîðûé, â îñíîâíîì, è ðàññìàòðèâàåòñÿ çäåñü, ýâðèñòèêà ÿâëÿ-åòñÿ ìåòîäîì ïîëó÷åíèÿ íåïðîòèâîðå÷èâîãî àëãîðèòìà, êîòîðûé â òèïè÷íûõ ÷àñòíûõñëó÷àÿõ ðàññìàòðèâàåìûõ îïòèìèçàöèîííûõ ïðîáëåì äåéñòâèòåëüíî äà¼ò äîïóñòèìûåðåøåíèÿ ïðèåìëåìîãî êà÷åñòâà çà ïðèåìëåìîå âðåìÿ � íàïðèìåð, çà ïîëèíîìèàëüíîå;íî äîêàçàòü ýòîò ôàêò îáû÷íî íåâîçìîæíî. Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà ýòîò íåäîñòàòîê �îòñóòñòâèå êàêîãî-ëèáî îáùåãî óòâåðæäåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïðèåìëåìîãî ïîâåäåíèÿ �ýâðèñòè÷åñêèé ïîäõîä ñòàë î÷åíü ïîïóëÿðíûì è øèðîêî èñïîëüçóåìûì. Äâå îñíîâíûåïðè÷èíû ýòîãî òàêîâû.1. Ýâðèñòèêè îáû÷íî ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè � ñëåäîâàòåëüíî, êàæäóþ èç íèõ ëåãêî ðå-àëèçîâàòü è ïðîâåðèòü. Ïîýòîìó è çàòðàòû íà ðàçðàáîòêó ýâðèñòè÷åñêèõ àëãîðèò-ìîâ ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ïðîáëåìû îáû÷íî íàìíîãî ìåíüøå, ÷åì íà ðàçðà-áîòêó òåõíè÷åñêè ñëîæíûõ àëãîðèòìîâ.2. Ýâðèñòèêè ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè � ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îäíà ýâðèñòèêà ìîæåòóñïåøíî ðàáîòàòü äëÿ öåëîãî êëàññà ïîõîæèõ çàäà÷ � äàæå åñëè ýòè çàäà÷è èìå-þò ðàçíóþ êîìáèíàòîðíóþ ñòðóêòóðó. Ñëåäîâàòåëüíî, èçìåíåíèå óñëîâèé çàäà÷èâ òå÷åíèå ïðîöåññà ðàçðàáîòêè àëãîðèòìà íå ïîñëóæèò ïðè÷èíîé äëÿ êàêèõ-ëèáîñåðü¼çíûõ ïðîáëåì: îáû÷íî äîñòàòî÷íî èçìåíèòü èëè èñïðàâèòü íåñêîëüêî ïàðà-ìåòðîâ ýâðèñòèêè. À ïðè ðàçðàáîòêå ñïåöèàëüíûõ ïðîáëåìíî-îðèåíòèðîâàííûõ îï-
25 Â ðóññêîé ëèòåðàòóðå, ïðåæäå âñåãî � â ïåðåâîäàõ ñ àíãëèéñêîãî ÿçûêà, îáû÷íî ïðèìåíÿ-åòñÿ äðóãîé (ïî-âèäèìîìó, íåóäà÷íûé) âàðèàíò ïåðåâîäà ýòîãî òåðìèíà � ¾ýìóëÿöèÿ îò-æèãà¿. Ñì. íàïð., êíèãó [Ñ.Ðàññåë, Ï.Íîðâèã. ¾Èñêóññòâåííûé èíòåëëåêò. Ñîâðåìåííûéïîäõîä¿, Âèëüÿìñ, 2006] .Ïðèìåíÿÿ íàø òåðìèí � èìèòàöèîííàÿ íîðìàëèçàöèÿ � ìû ¾óáèâàåì äâóõ çàéöåâ¿. Âî-ïåðâûõ, îí íå ìåíåå ïðàâèëåí ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçèêè. À ¾âòîðûì çàéöåì¿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òîýòîò òåðìèí, ïî-âèäèìîìó, çíà÷èòåëüíî áîëåå óäà÷åí êàê äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé, òàê è äëÿïðîãðàììèñòñêîé ëèòåðàòóðû � ò. å. áîëåå ïîíÿòåí ñïåöèàëèñòàì â ýòèõ îáëàñòÿõ. (Ïðèì.ïåðåâ.)



7.5 Àëãîðèòì èìèòàöèîííîé íîðìàëèçàöèè 249òèìèçàöèîííûõ àëãîðèòìîâ èçìåíåíèå óñëîâèé çàäà÷è ÷àñòî ñîïðîâîæäàþòñÿ èç-ìåíåíèåì êîìáèíàòîðíîé ñòðóêòóðû � ÷òî òðåáóåò âîçâðàùåíèÿ íàçàä, ê ñàìîìóíà÷àëó ðàçðàáîòêè àëãîðèòìà.Åñëè äëÿ ðåøåíèÿ òðóäíîé çàäà÷è ïðèìåíÿòü ëîêàëüíûé ïîèñê, íî ïðè ýòîì íåèìåòü âîçìîæíîñòè àíàëèçèðîâàòü ïîâåäåíèå èòîãîâîãî àëãîðèòìà, òî òàêîé âàðèàíòïðèìåíåíèÿ ëîêàëüíîãî ïîèñêà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ýâðèñòèêó. Ïîäîáíûå ýâðè-ñòèêè èìåþò îñîáîå ñâîéñòâî óñòîé÷èâîñòè � ïîñêîëüêó îíè ìîãóò áûòü ïðèìåíåíûïðàêòè÷åñêè â ëþáîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷å, è ó íàñ íåò ñîìíåíèé â èõ ïðîñòîòå.Ãëàâíûé æå íåäîñòàòîê ëîêàëüíîãî ïîèñêà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îí çàêàí÷èâàåòðàáîòó â íåêîòîðîì ëîêàëüíîì îïòèìóìå � íå ó÷èòûâàÿ, îäíàêî, òîãî, ÿâëÿåòñÿ ýòîòîïòèìóì ¾õîðîøèì¿ èëè ¾ïëîõèì¿. Íàøà ñëåäóþùàÿ öåëü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû óëó÷-øèòü ìåòîä ëîêàëüíîãî ïîèñêà ïóò¼ì âîçìîæíîãî îòñòóïëåíèÿ îò ëîêàëüíûõ îïòèìó-ìîâ � äëÿ ïîèñêà áîëåå óäà÷íîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ. Âîçìîæíàÿ àíàëîãèÿ çäåñüïðîñëåæèâàåòñÿ â òîì, ÷òî ìû èìèòèðóåì ôèçè÷åñêóþ îïòèìèçàöèþ, îñíîâàííóþ íàçàêîíàõ òåðìîäèíàìèêè.Â ôèçèêå êîíäåíñèðîâàííîãî âåùåñòâà íîðìàëèçàöèåé íàçûâàåòñÿ ïåðåâîä âåùå-ñòâà, íàõîäÿùåãîñÿ â òâ¼ðäîì ñîñòîÿíèè ñ ïîâûøåííîé ýíåðãèåé, â áîëåå íèçêîýíåðãå-òè÷åñêîå ñîñòîÿíèå � çà ñ÷¼ò íàãðåâà âûøå òåìïåðàòóðû ôàçîâîãî ïåðåõîäà, âûäåðæêèïðè çàäàííîé òåìïåðàòóðå è äîñòàòî÷íî ìåäëåííîãî îõëàæäåíèÿ. Ýòîò ïðîöåññ ìîæåòðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïðîöåññ îïòèìèçàöèè � â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Â íà÷àëå ðàáî-òû èìååòñÿ òâ¼ðäîå òåëî ñî ìíîæåñòâîì íåäîñòàòêîâ â å¼ êðèñòàëè÷åñêîé ñòðóêòóðå.Öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå ñîñòîÿíèÿ òâ¼ðäîãî òåëà ñ áîëåå íèçêîé ýíåðãèåé,26 à âèäåàëüíîì ñëó÷àå � ñ ìèíèìàëüíî âîçìîæíîé.Ôèçè÷åñêèé ïðîöåññ íîðìàëèçàöèè ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ äâóõ øàãîâ.1. Òåìïåðàòóðà óâåëè÷èâàåòñÿ äî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ, ïðè êîòîðîé òâ¼ðäîå òåëîïëàâèòñÿ.27 Áëàãîäàðÿ ýòîìó � îïÿòü æå â èäåàëüíîì ñëó÷àå � âñå ÷àñòèöû ñàìèðàçìåùàþòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì.2. Òåìïåðàòóðà òåïëîâîé âàííû ìåäëåííî óìåíüøàåòñÿ ñîãëàñíî çàäàííîé ñõåìå îõëà-æäåíèÿ � âïëîòü äî äîñòèæåíèÿ íèçêîýíåðãåòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ òâ¼ðäîãî òåëà(èäåàëüíîé êðèñòàëè÷åñêîé ñòðóêòóðû).Äëÿ íàñ âàæíî, ÷òî îïèñàííûé ïðîöåññ îïòèìèçàöèè ìîæåò áûòü óñïåøíî ñìî-äåëèðîâàí ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Ìåòðîïîëèñà � êîòîðûé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàêðàíäîìèçèðîâàííûé àëãîðèòì ëîêàëüíîãî ïîèñêà. Íèæå äëÿ çàäàííîãî ñîñòîÿíèÿ sòâ¼ðäîãî òåëà çàïèñü E(s) îáîçíà÷àåò ýíåðãèþ ýòîãî ñîñòîÿíèÿ; êîíñòàíòà Áîëüöìàíàîáîçíà÷àåòñÿ cB.Àëãîðèòì Ìåòðîïîëèñà
26 Òî÷íåå, ýòî ÿâëÿåòñÿ íå ñòîëüêî öåëüþ, ñêîëüêî ñðåäñòâîì äëÿ äîñòèæåíèÿ äðóãèõ öåëåé,ïîëó÷åíèÿ òâ¼ðäûì òåëîì îïðåäåëåííûõ ñâîéñòâ � íàïðèìåð, ïîâûøåíèÿ ïëàñòè÷íîñòè,ñíèæåíèÿ õðóïêîñòè è äð. (Ïðèì. ïåðåâ.)
27 Òî÷íåå, äî òåìïåðàòóðû ïëàâëåíèÿ ïðîöåññ îáû÷íî íå äîõîäèò: ïðèìåíÿåòñÿ íàãðåâ âû-øå òåìïåðàòóðû ôàçîâûõ ïðåâðàùåíèé (òåìïåðàòóðû ïåðåõîäà â äðóãîå êðèñòàëëè÷åñêîåñîñòîÿíèå) è âûäåðæêå ïðè ýòîé òåìïåðàòóðå. Âñ¼ ýòî íåîáõîäèìî äëÿ òîãî, ÷òîáû ¾ðàñêà-÷àòü¿ ñòðóêòóðû, èçáàâèòüñÿ îò èõ äåôåêòîâ ¾â ïðîøëîé æèçíè¿. (Ñì., íàïð., ñëåäóþùóþïóáëèêàöèþ: Ì.Êðèøòàë. Òåðìîäèíàìèêà ðåëàêñàöèîííûõ ïðîöåññîâ . . .Èçâåñòèÿ ÐÀÍ.Ñåðèÿ ôèçè÷åñêàÿ. 2005, òîì 69, � 9. Ïðèì. ïåðåâ.)



250 7 Àëãîðèòìèçàöèÿ òðóäíîðåøàåìûõ çàäà÷Âõîä: Ñîñòîÿíèå s òâ¼ðäîãî òåëà ñ ýíåðãèåé E(s).Ýòàï 1. Âûáðàòü íà÷àëüíóþ òåìïåðàòóðó T òåïëîâîé âàííû.Ýòàï 2. Ñãåíåðèðîâàòü ñîñòîÿíèå q èç èìåþùåãîñÿ ñîñòîÿíèÿ s. Ýòî äåëàåòñÿ ïóò¼ìïðèìåíåíèÿ ìåõàíèçìà âîçìóùåíèÿ, êîòîðûé îñóùåñòâëÿåò ïåðåâîä ñîñòîÿíèÿ s âñîñòîÿíèå q ñ ïîìîùüþ íåáîëüøîãî ñëó÷àéíîãî èñêàæåíèÿ � íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþñëó÷àéíîãî ïåðåìåùåíèÿ íåáîëüøîé ÷àñòèöû.if E(q) ≤ E(s) then s := q {ïðèíÿòü q êàê íîâîå ñîñòîÿíèå}else ïðèíÿòü q êàê íîâîå ñîñòîÿíèå ñ âåðîÿòíîñòüþ
prob(s → q) = e

−E(q)−E(s)
cB·T{ò. å. ïðèíÿòü ñîñòîÿíèå s ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − prob(s → q)}Ýòàï 3. Ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì óìåíüøèòü T .if T ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò 0 then goto ýòàï 2;else output(s);Îòìåòèì áîëüøîå ñõîäñòâî ìåæäó àëãîðèòìîì Ìåòðîïîëèñà è ñõåìîé ëîêàëüíîãîïîèñêà. ×òîáû ïåðåéòè îò òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ s â íîâîå, ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêîíåáîëüøîå, ëîêàëüíîå èçìåíåíèå â îïèñàíèè s � è òàêèì îáðàçîì ãåíåðèðóåì ñîñòîÿíèå

q. Åñëè ñãåíåðèðîâàííîå ñîñòîÿíèå q ÿâëÿåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå ñòîëü æå õîðîøèì, êàê
s (èëè äàæå ëó÷øå), òî äàëåå q ðàññìàòðèâàåòñÿ â êà÷åñòâå íîâîãî ñîñòîÿíèÿ.À îñíîâíûå îòëè÷èÿ àëãîðèòìà Ìåòðîïîëèñà îò ñõåìû ëîêàëüíîãî ïîèñêà ñîñòîÿòâ ñëåäóþùåì.
• Àëãîðèòì Ìåòðîïîëèñà ìîæåò ïðèíÿòü âàðèàíò, óõóäøàþùèé ñîñòîÿíèå, � ñ âåðî-ÿòíîñòüþ

prob(s → q) = e
−E(q)−E(s)

cB·T .

• Îêîí÷àíèå ðàáîòû àëãîðèòìà Ìåòðîïîëèñà îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà T �â òî âðåìÿ êàê êðèòåðèåì îñòàíîâêè ñõåìû ëîêàëüíîãî ïîèñêà ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíàÿîïòèìàëüíîñòü.Âåðîÿòíîñòü prob(s → q) óäîâëåòâîðÿåò çàêîíàì òåðìîäèíàìèêè � êîòîðûå óòâåð-æäàþò, ÷òî ïðè òåìïåðàòóðå T âåðîÿòíîñòü prob(∆E) óâåëè÷åíèÿ ýíåðãèè íå ìåíåå÷åì íà ∆E îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé
prob(∆E) = e

−∆E
cB·T .Ýòà âåðîÿòíîñòü ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîé äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè àëãîðèòìàÌåòðîïîëèñà ê îïòèìàëüíîìó ñîñòîÿíèþ. Äëÿ íàøèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ íàèáîëåå âàæ-íûì ñâîéñòâàìè prob(s → q) ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå.

• Âåðîÿòíîñòü prob(s → q) ïåðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ s â ñîñòîÿíèå q óìåíüøàåòñÿ ñóâåëè÷åíèåì E(q) − E(s) � ò. å. á�îëüøèå óõóäøåíèÿ ìåíåå âåðîÿòíû, ÷åì ìåíüøèå.
• Âåðîÿòíîñòü prob(s → q) óâåëè÷èâàåòñÿ âìåñòå ñ T � ò. å. áîëüø�èå óõóäøåíèÿ áîëååâåðîÿòíû â íà÷àëå ðàáîòû àëãîðèòìà (êîãäà çíà÷åíèå T âåëèêî) ÷åì âïîñëåäñòâèè(êîãäà T ñòàíîâèòñÿ âñ¼ ìåíüøå è ìåíüøå).Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ âîçìîæíîñòè îñòàâèòü ëîêàëüíûé îïòèìóììû èíîãäà äîïóñêàåì óõóäøåíèÿ: íå äîïóñêàÿ èõ, ìû íå ìîæåì ãàðàíòèðîâàòü ñõîäè-ìîñòè ê îïòèìóìó. Íåôîðìàëüíî � â íà÷àëå ðàáîòû àëãîðèòìà (ò. å. êîãäà T ÿâëÿåòñÿáîëüøèì) âîçìîæíî ïðåîäîëåòü ¾âûñîêèå õîëìû¿ âîêðóã î÷åíü íèçêîãî ëîêàëüíîãî



7.5 Àëãîðèòì èìèòàöèîííîé íîðìàëèçàöèè 251îïòèìóìà � ÷òîáû íàéòè íåñêîëüêî ¾íèçêèõ äîëèí¿, ãäå òîëüêî ïîçäíåå áóäóò íàéäå-íû íåñêîëüêî ¾íå ñëèøêîì ãëóáîêèõ¿ ëîêàëüíûõ îïòèìóìîâ. Èíòóèòèâíî ýòîò ïîäõîäê îïòèìèçàöèè ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ðåêóðñèâíàÿ ïðîöåäóðà � â ñëåäóþùåìñìûñëå. Ñíà÷àëà ìû ¾âçáèðàåìñÿ íà âåðøèíó î÷åíü âûñîêîé ãîðû¿ è èùåì áîëåå ìíî-ãîîáåùàþùèå îáëàñòè (¾íèçêèå äîëèíû¿). Çàòåì èäåì ê îäíîé èç òàêèõ îáëàñòåé � èðåêóðñèâíî ïðîäîëæàåì èñêàòü ìèíèìóì òîëüêî â ýòîé îáëàñòè.Äëÿ ïðèìåíåíèÿ òàêîé ñòðàòåãèè àëãîðèòìà Ìåòðîïîëèñà â êîìáèíàòîðíîé îïòè-ìèçàöèè íàäî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïî-íÿòèÿìè òåðìîäèíàìè÷åñêîé îïòèìèçàöèè è êîìáèíàòîðíîé.ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ñèñòåìû =̂ ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèéýíåðãèÿ ñîñòîÿíèÿ =̂ ñòîèìîñòü äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿìåõàíèçì âîçìóùåíèé =̂ ñëó÷àéíûé âûáîð ñîñåäíåãî ýëåìåíòàîïòèìàëüíîå ñîñòîÿíèå =̂ îïòèìàëüíîå äîïóñòèìîå ðåøåíèåòåìïåðàòóðà =̂ ïàðìåòð óïðàâëåíèÿÀëãîðèòì èìèòàöèîííîé íîðìàëèçàöèè ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííûõ ïðîáëåì ÿâëÿ-åòñÿ àëãîðèòìîì ëîêàëüíîãî ïîèñêà, îñíîâàííûì íà àíàëîãèè ñ àëãîðèòìîì Ìåòðî-ïîëèñà. Åñëè äëÿ ìèíèìèçàöèîííîé çàäà÷è U = (ΣI , ΣO, L,M, cost ,minimum) çàôèê-ñèðîâàòü íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü f , òî àëãîðèòì èìèòàöèîííîé íîðìàëèçàöèè ìîæåòáûòü îïèñàí ñëåäóþùèì îáðàçîì.Èìèòàöèîííàÿ íîðìàëèçàöèÿ äëÿ ïðîáëåìû U îòíîñèòåëüíî f

SA(f)Âõîä: ×àñòíûé ñëó÷àé ïðîáëåìû x ∈ L.Ýòàï 1. Âû÷èñëèòü äîïóñòèìîå ðåøåíèå α ∈ M(x).Âûáðàòü íà÷àëüíîå çíà÷åíèå T (¾íà÷àëüíóþ òåìïåðàòóðó¿).Âûáðàòü ôóíêöèþ g (¾ôóíêöèþ óìåíüøåíèÿ òåìïåðàòóðû¿) ñ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè.Ýòàï 2.
I := 0;while T > 0 (èëè T ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò 0) dobeginñëó÷àéíî âûáðàòü íåêîòîðîå β èç fx(α);if cost(β) ≤ cost(α) then α := βelse beginñãåíåðèðîâàòü ñëó÷àéíîå r â èíòåðâàëå [0, 1];if r < e−

cost(β)−cost(α)
T then α := β;end;

I := I + 1;
T := g(T, I);endendÂûõîä: α.Âûáðàâ ïðèåìëåìûå îêðåñòíîñòü, ¾òåìïåðàòóðó¿ T è ôóíêöèþ å¼ óìåíüøåíèÿ g,ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî àëãîðèòì SA(f) ñõîäèòñÿ ê îïòèìóìó. Íî ïðè ýòîì èìååòñÿ ñëå-äóþùàÿ ïðîáëåìà: êîëè÷åñòâî èòåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ äîñòèæåíèÿ îïòèìóìà, íå



252 7 Àëãîðèòìèçàöèÿ òðóäíîðåøàåìûõ çàäà÷ìîæåò áûòü çàðàíåå îãðàíè÷åíî êàêèì-ëèáî çíà÷åíèåì. Âñå ïîïûòêè ïîëó÷èòü ãàðàí-òèþ õîðîøåãî êîýôôèöèåíòà àïïðîêñèìàöèè ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà SA(f) íå ïðèâîäÿòê óñïåõó: âîçìîæíû ñèòóàöèè, â êîòîðûõ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèåìëåìîãî êîýôôèöèåíòààïïðîêñèìàöèè òðåáóåòñÿ áîëüøå èòåðàöèé àëãîðèòìà SA(f), ÷åì |M(x)|. Îäíàêî ñó-ùåñòâóåò íåìàëî êîíêðåòíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ àëãîðèòì èìèòàöèîííîéíîðìàëèçàöèè äà¼ò äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ � è ïðè ýòîì îí, áëàãîäàðÿ íåáîëüøèì âû÷èñ-ëèòåëüíûì çàòðàòàì, ïðåäïî÷òèòåëüíåå äðóãèõ ìåòîäîâ. Äðóãîå ïîëîæèòåëüíîå ñâîé-ñòâî èìèòàöèîííîé íîðìàëèçàöèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî âûáîð ïàðàìåòðîâ T è g, à òàêæåêðèòåðèÿ îñòàíîâêè ïðîãðàììû, ìîæåò áûòü ïåðåäàí ïîëüçîâàòåëþ. Ñëåäîâàòåëüíî,ïîëüçîâàòåëü ìîæåò ñàì ðàññòàâëÿòü ïðèîðèòåòû, ñâÿçàííûå ñ âûáîðîì êîìïðîìèññàìåæäó âðåìåíåì âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà è êà÷åñòâîì ðåøåíèÿ.7.6 Çàêëþ÷åíèåÒåõíîëîãèè ðàçðàáîòêè àëãîðèòìîâ î÷åíü âàæíû äëÿ óñïåõà â ðåøåíèè òðóäíûõ îïòè-ìèçàöèîííûõ ïðîáëåì � ïîñêîëüêó òðåáîâàíèÿ ê âû÷èñëèòåëüíûì ðåñóðñàì, âûäâèãà-åìûå êîëè÷åñòâåííûì ¾ïðûæêîì¿,28 íå ìîãóò áûòü óäîâëåòâîðåíû ïóò¼ì êàêîãî-ëèáîóëó÷øåíèÿ àïïàðàòíîãî îáåñïå÷åíèÿ (¾æåëåçà¿). Ïîýòîìó äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýôôåêòèâ-íûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ íåêîòîðîé òðóäíîé ïðîáëåìû ìû äîëæíû ¾çàïëàòèòü¿ íàóðîâíå òðåáîâàíèé, îòíîñÿùèõñÿ ê ñïåöèôèêàöèè ýòîé ïðîáëåìû. Ïðè ýòîì ìû ëèáîñîêðàùàåì ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ âõîäîâ äî íåêîòîðîãî ïîäêëàññà òèïè÷íûõ âõîäîâ29� ëèáî ðåøàåì íàøó ïðîáëåìó áåç ãàðàíòèè ïîëó÷åíèÿ êîððåêòíîãî èëè îïòèìàëüíîãîðåøåíèÿ. Öåëüþ ðàçðàáîòîê ýâðèñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå áîëüøîéâûãîäû íà óðîâåíå ýôôåêòèâíîñòè � ïóò¼ì ¾îïëàòû íåáîëüøîé ñêèäêè¿ íà óðîâíåïîñòàíîâêè ýòîé ïðîáëåìû (óðîâíå òðåáîâàíèé).Ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû âûïîëíÿþòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ â ÷àñò-íûõ ñëó÷àÿõ öåëî÷èñëåííûõ ïðîáëåì � íàïðèìåð, ìû ìîæåì ðàçðàáîòàòü ïñåâäîïîëè-íîìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ ïðîáëåìû ðþêçàêà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåñóùåñòâîâàíèÿïñåâäîïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ ïðîáëåì çäåñü ïîëåçíà êîí-öåïöèÿ NP-ïîëíîòû � ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè P 6= NP.À àïïðîêñèìàöèîííûå àëãîðèòìû äàþò äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ, ñòîèìîñòü êîòîðûõìàëî îòëè÷àþòñÿ îò ñòîèìîñòè îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ. Ìû ìîæåì ðàçðàáîòàòü àï-ïðîêñèìàöèîííûå àëãîðèòìû äëÿ ðàçëè÷íûõ îïòèìèçàöèîííûõ ïðîáëåì � íàïðèìåð,äëÿ ìåòðè÷åñêîé TSP, MAX-VC, è MAX-CUT. Ïðåäïîëîæèâ P 6= NP, ìû ìîæåì äî-êàçàòü íåñóùåñòâîâàíèå àïïðîêñèìàöîííûõ àëãîðèòìîâ, ðåøàþùèõ îáùóþ TSP; ýòîòîòðèöàòåëüíûé ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü ïîëó÷åí è ïóò¼ì ïðèìåíåíèÿ êîíöåïöèè NP-òðóäíîñòè.Ñõåìà ëîêàëüíîãî ïîèñêà íåêîòîðîé îïòèìèçàöèîííîé ïðîáëåìû íà÷èíàåò ðàáîòó ñíåêîòîðîãî ïðîèçâîëüíîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ � ïîñëå ÷åãî ïûòàåòñÿ ïîëó÷èòü áîëååõîðîøåå ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîãî óëó÷øåíèåì òåêóùåãî. Îäíà èòåðà-öèÿ ýòîé ñõåìû ñîñòîèò â ïîèñêå ñîñåäíåãî ýëåìåíòà òåêóùåãî ðåøåíèÿ α � êîòîðûéëó÷øå, ÷åì ñàìî α. Ñîñåäíèå ýëåìåíòû äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ α îïðåäåëÿþòñÿ ïóò¼ìïðèìåíåíèÿ ê íåìó íåêîòîðîãî ëîêàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ � êîòîðîå ìîæåò èçìåíÿòü
28 Íàïðèìåð, ïðè ïåðåõîäå îò ýêñïîíåíöèàëüíîé ñëîæíîñòè ê ïîëèíîìèàëüíîé.
29 Òèïè÷íûõ îòíîñèòåëüíî ðàññìàòðèâàåìîãî ïðèëîæåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìû íå ðåøàåìïðîáëåìó â å¼ îáùåé ôîðìàëüíîé ïîñòàíîâêå.



7.6 Çàêëþ÷åíèå 253òîëüêî ëîêàëüíóþ ÷àñòü ñïåöèôèêàöèè ðåøåíèÿ α. Ëîêàëüíûå àëãîðèòìû âñåãäà çà-êàí÷èâàþòñÿ â íåêîòîðîì ëîêàëüíîì îïòèìóìå îòíîñèòåëüíî îêðåñòíîñòè, äîïóñêà-þùåé ëîêàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïîñêîëüêó ñòîèìîñòè ëîêàëüíûõ îïòèìóìîâ ìîãóòñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò ñòîèìîñòè îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ, ëîêàëüíûé ïîèñê äëÿìíîãèõ ïðîáëåì íå äà¼ò ãàðàíòèè êà÷åñòâà ðåøåíèé.Èìèòàöèîííàÿ íîðìàëèçàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ýâðèñòèêîé, îñíîâàííîé íà ëîêàëüíîì ïî-èñêå, � íî ïîçâîëÿþùåé è îòõîä îò ëîêàëüíûõ îïòèìóìîâ. Îíà îáëàäàåò ñâîéñòâîìóñòîé÷èâîñòè (ò. å. ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà â áîëüøèíñòâå çàäà÷ îïòèìèçàöèè è ïðàê-òè÷åñêè íå ìåíÿåòñÿ ïðè èçìåíåíèè âõîäíûõ ñïåöèôèêàöèé çàäà÷è) � è â òî æå âðåìÿëåãêà äëÿ ðåàëèçàöèè; ïîýòîìó îíà øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ.Êîíöåïöèè ïðèìåíåíèÿ ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ â öåëî÷èñëåííûõ ïðî-áëåìàõ, à òàêæå ñòðîãîé NP-òðóäíîñòè, áûëè ââåäåíû Ãýðè è Äæîíñîíîì â [19]. Ïñåâ-äîïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ðþêçàêà áûë ðàçðàáîòàí Èáàððîé èÊèìîì � ñì. [34]. Ïåðâûé àïïðîêñèìàöèîííûé àëãîðèòì áûë ïðåäëîæåí Ãðýõåìîìâ [22]. Áîê â [6] è Êîýñ â [15] ïðåäñòàâèëè ïåðâûå àëãîðèòìû ëîêàëüíîãî ïîèñêà.Êîíöåïöèÿ òî÷íîé îêðåñòíîñòè, äîñòèæèìîé çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, áûëà ââåäå-íà Ïàïàäèìèòðèó è Ñòåéãëèöåì â [50]. Àëãîðèòì Ìåòðîïîëèñà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿïðîöåññà íîðìàëèçàöèè áûë ïðåäëîæåí ñàìèì Ìåòðîïîëèñîì � â ñîàâòîðñòâå ñ À.Â. èÌ.Í.Ðîçåíáëþòàìè, à òàêæå À.Ì. è Å.Òåëëåðàìè â [46]. Èäåÿ ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìàÌåòðîïîëèñà â êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè áûëà íåçàâèñèìî ïðåäñòàâëåíà ×åðíû â[8] è Êèðêïàòðèêîì, Ãåëëàòîì è Âåêêè â [37].Ñèñòåìàòè÷åñêèé îáçîð ìåòîäîâ ðåøåíèÿ òðóäíûõ ïðîáëåì ïðèâåä¼í â [30]. Äëÿäàëüíåéøåãî ÷òåíèÿ ïî ðàçëè÷íûì òåõíîëîãèÿì ðàçðàáîòêè àëãîðèòìîâ ìû íàñòî-ÿòåëüíî ðåêîìåíäóåì êíèãè Ïàïàäèìèòðèó è Ñòåéãëèöà [50], Êîðìåíà, Ëåéçåðñîíàè Ðèâåñòà [14], à òàêæå Ø¼íèíãà [63]. Ìíîãî èíôîðìàöèè, ñâÿçàííîé ñ òåîðèåé àï-ïðîêñèìàöèîííûõ àëãîðèòìîâ, èìååòñÿ â êíèãàõ Àóçåëëî, Êðåøåíñè, Ãàìáîñè, Êàííà,Ìàðêåòòè-Ñïàêêàìåëû è Ïðîòàñè [1], Õîõáàóìà [26], Ìàéðà, Ïð¼ìåëÿ è Øòåãåðà [45],à òàêæå Âàçèðàíè [69].





Âñÿ òêàíü ýòîãî ìèðàïîñòðîåíà èç íåîáõîäèìîñòè è ñëó÷àéíîñòè;÷åëîâå÷åñêèé èíòåëëåêò íàõîäèòñÿ ìåæäó íèìè �è ìîæåò èìè óïðàâëÿòü;îí ðàññìàòðèâàåò íåîáõîäèìîñòüâ êà÷åñòâå ïðè÷èíû ñóùåñòâîâàíèÿ ìèðà;îí çíàåò, êàê ìîæíî óïðàâëÿòü ñëó÷àéíîñòüþ,êîíòðîëèðîâàòü è èñïîëüçîâàòü å¼. . .È. Â. Ã¼òå8Ðàíäîìèçàöèÿ8.1 Öåëè è çàäà÷è ãëàâûÏîíÿòèå ¾ñëó÷àéíîñòü¿ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ è íàèáîëåå îáñóæäàåìûõ òåðìè-íîâ â íàóêå � ïðè÷¼ì äàëåêî íå òîëüêî â ìàòåìàòèêå è èíôîðìàòèêå. Îñíîâíîé âîïðîñçäåñü òàêîé: äåéñòâèòåëüíî ëè ñóùåñòâóåò ñëó÷àéíîñòü � èëè ìû ïðîñòî èñïîëüçóåìýòîò òåðìèí äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ îáúåêòîâ è ñîáûòèé ñ íåèçâåñòíûìè íàì çàêîíàìè?Ó÷¼íûå è ôèëîñîôû îáñóæäàëè ýòè âîïðîñû ñ àíòè÷íûõ âðåì¼í. Ïî ìíåíèþ Äåìî-êðèòà,ñëó÷àéíîñòü åñòü íåèçâåñòíîå,è ïîýòîìó ïðèðîäà â ñâîåé îñíîâå äåòåðìèíèðîâàíà.Èòàê, Äåìîêðèò óòâåðæäàë, ÷òî âåñü ìèð ïîä÷èíÿåòñÿ íåêîòîðîìó ïîðÿäêó, è ÷òîýòîò ïîðÿäîê óïðàâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íûìè çàêîíàìè. À Ýïèêóð, â ïðîòèâîïîëîæíîñòüÄåìîêðèòó, çàÿâëÿë, ÷òî:ñëó÷àéíîñòü � îáúåêòèâíàÿ ðåàëüíîñòü,îíà ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâîì ïðèðîäû ñîáûòèé.Äî 20-ãî âåêà ìèðñêîå ïðåäñòàâëåíèå ëþäåé î ïîíÿòèè ¾ñëó÷àéíîñòü¿ áûëî ¾äå-òåðìèíèðîâàííûì¿ � ò. å. îñíîâàííûì íà ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííîé ñâÿçè. Ýòà âåðà âäåòåðìèíèçì èìåëà è ýìîöèîíàëüíûå êîðíè � ïîòîìó ÷òî ñëó÷àéíîñòü, îòíîñèìàÿëþäüìè ê õàîñó è íåóâåðåííîñòè, âñåãäà ñâÿçûâàëèñü ñ îáû÷íûì ñòðàõîì, â òîì ÷èñëåðåëèãèîçíûì, � è, òàêèì îáðàçîì, âîçìîæíîñòü ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé ÷àñòî ïðîñòî íåäîïóñêàëàñü. Âñ¼ ýòî äàæå ïðèíîñèëî íåêîòîðûå óñïåõè â ðàçâèòèè åñòåñòâåííûõ èèíæåíåðíî-òåõíè÷åñêèõ íàóê.Èòàê, ñëó÷àéíîñòü ÷àùå âñåãî ñâîäèëàñü ê äåòåðìèíèçìó. Äàæå Àëüáåðò Ýéíøòåéí¾âîçëàãàë îòâåòñòâåííîñòü¿ çà ñëó÷àéíîñòü íà íàøè íåäîñòàòî÷íûå çíàíèÿ, óòâåð-æäàÿ, ÷òî êàæäàÿ ðàíäîìèçèðîâàííàÿ ìîäåëü ôèçè÷åñêîé äåéñòâèòåëüíîñòè ìîæåòáûòü çàìåíåíà íà äåòåðìèíèðîâàííóþ � êîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå çíàíèå áóäåò îáíàðó-æåíî. Ðàçâèòèå íàóêè (îñîáåííî ôèçèêè è áèîëîãèè) â 20-ì âåêå âîçâðàòèëî ìèð êâçãëÿäó Ýïèêóðà îòíîñèòåëüíî ñëó÷àéíîñòè (õàîòè÷íîñòè). Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ôèçè-êà ïîäòâåðäèëà òåîðèþ êâàíòîâîé ìåõàíèêè � â îñíîâå êîòîðîé ëåæàò èìåííî ñëó÷àé-íûå ñîáûòèÿ. À ýâîëþöèîííàÿ áèîëîãèÿ ñåãîäíÿ ðàññìàòðèâàåò ñëó÷àéíóþ ìóòàöèþÄÍÊ êàê ãëàâíûé èíñòðóìåíò ýâîëþöèè.



256 8 ÐàíäîìèçàöèÿÕîðîøåå, ñîâðåìåííîå ìíåíèå îòíîñèòåëüíî ñëó÷àéíîñòè áûëî âûñêàçàíî âåíãåð-ñêèì ìàòåìàòèêîì Àëüôðåäîì Ðåíè:Õàîòè÷íîñòü è ïîðÿäîê íå ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó; îáà ýòèõ ïîíÿòèÿ ìî-ãóò áûòü áîëåå-ìåíåå âåðíûìè îäíîâðåìåííî. Ñëó÷àéíîñòü óïðàâëÿåò ìèðîì� è ïîýòîìó â ìèðå åñòü ïîðÿäîê, è çàêîíû, êîòîðûå ìîãóò áûòü âûðàæåíû ñòî÷êè çðåíèÿ ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé, ñëåäóþò èç çàêîíîâ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.È äåéñòâèòåëüíî, âñ¼ èçëîæåííîå çäåñü ñâÿçàíî ñ ìàòåìàòèêîé è èíôîðìàòèêîé �ïðåæäå âñåãî ñ òåìè èõ îáëàñòÿìè, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ òåîðèåé âåðîÿòíîñòåé. Íàïðè-ìåð, ïðè èçó÷åíèè ìíîãèõ îáëàñòåé òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî÷àñòî ìîæåò áûòü î÷åíü âûãîäíî ðàçðàáàòûâàòü è ðåàëèçîâûâàòü ðàíäîìèçèðîâàí-íûå àëãîðèòìû1 è ïðîãðàììíûå ñèñòåìû � âìåñòî ïîëíîñòüþ äåòåðìèíèðîâàííûõ.Òàêóþ ðåàëèçàöèþ ìîæíî íàçâàòü ïðèíÿòèåì â êà÷åñòâå íàøåãî ó÷èòåëÿ Ïðèðîäû.2Ïî-âèäèìîìó, îíà âñåãäà èñïîëüçóåò ñàìûé ýôôåêòèâíûé è ïðîñòîé ñïîñîá ïðè äîñòè-æåíèè ñâîåé öåëè � à ðàíäîìèçàöèÿ â êà÷åñòâå ÷àñòè óïðàâëåíèÿ æèçíüþ ÿâëÿåòñÿñóùåñòâåííûì ïîíÿòèåì å¼ ñòðàòåãèè.Ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè ïîäòâåðæäàåò ýòó òî÷êóçðåíèÿ. Âî ìíîãèõ èñïîëüçóåìûõ åæåäíåâíî ïðîãðàììíûõ ïðèëîæåíèÿõ ïðîñòûå ðàí-äîìèçèðîâàííûå àëãîðèòìû è ñèñòåìû, íàïèñàííûå íà èõ îñíîâå, âûïîëíÿþò òðåáóå-ìóþ ðàáîòó ýôôåêòèâíî è ñ âûñîêîé ñòåïåíüþ íàäåæíîñòè � íî ìû íå çíàåì äåòåðìè-íèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ, ñïîñîáíûõ ñäåëàòü òî æå ñàìîå ñ ñîïîñòàâèìîé ýôôåêòèâíî-ñòüþ. Èçâåñòíû ìíîãèå ïðèìåðû, â êîòîðûõ èñïîëüçîâàíèå äåòåðìèíèðîâàííûõ êîïèéíåêîòîðûõ óäà÷íûõ ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ íàõîäèòñÿ çà ãðàíèöàìè ôèçè÷å-ñêèõ âîçìîæíîñòåé êîìïüþòåðà. Ýòî ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ïðè÷èí òîãî, ÷òî â íàñòîÿùååâðåìÿ ìû ñîåäèíÿåì óäîáñòâî ìàíèïóëèðîâàíèÿ � êàê îäíî èç ñâîéñòâ ìàòåìàòè÷å-ñêîé ìîäåëè â êëàññå ôàêòè÷åñêè ðàçðåøèìûõ ïðîáëåì � íå ñ äåòåðìèíèðîâàííûìïîëèíîìèàëüíûì âðåìåíåì, à ñ ðàíäîìèçèðîâàííûì.Â ýòîé ãëàâå ìû íå ñòðåìèìñÿ ïðåäñòàâèòü îñíîâíûå ïðèíöèïû ïðîåêòèðîâàíèÿ èàíàëèçà ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ, à òàêæå òåîðèþ ñëîæíîñòè ðàíäîìèçèðîâàí-íûõ âû÷èñëåíèé � ïîñêîëüêó ýòî ïîòðåáîâàëî áû ñëèøêîì áîëüøèõ çíàíèé â òåîðèèâåðîÿòíîñòåé, òåîðèè ñëîæíîñòè, àëãåáðå è òåîðèè ÷èñåë. Âìåñòî ýòîãî ìû ïðåäïî÷ëèïðèâåñòè òðè ïðîñòûõ ïðèìåðà ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ � êîòîðûå ïðîñòî èÿñíî îáúÿñíÿþò ïîíÿòèå ðàíäîìèçàöèè, è, áîëåå òîãî, ïîìîãàþò ÷èòàòåëþ ïîíÿòü, ïî-÷åìó ðàíäîìèçèðîâàííûé àëãîðèòì ìîæåò áûòü áîëåå ìîùíûì ñðåäñòâîì, ÷åì ëþáîéäåòåðìèíèðîâàííûé.Ãëàâà îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íåêîòîðûå îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè âå-ðîÿòíîñòåé ðàññìàòðèâàþòñÿ â ðàçäåëå 8.2. Â ðàçäåëå 8.3 ìû ðàçðàáîòàåì ðàíäîìè-
1 Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî â ïðåäèñëîâèè, â ðóññêîé ëèòåðàòóðå ïðèìåíÿåòñÿ òàêæå òåðìèí¾âåðîÿòíîñòíûå àëãîðèòìû¿. (Ïðèì. ïåðåâ.)
2 Ïðèâåä¼ì ïî ýòîìó ïîâîäó ìûñëü èç êíèãè ¾Íå÷¼òêîå ìûøëåíèå¿ ìàòåìàòèêà è ôèëîñîôà� òàêæå âåíãåðñêîãî � Áàðòà Êîñêî:Äâà òûñÿ÷åëåòèÿ íàçàä ÷åëîâå÷åñòâî ñäåëàëî ðîêîâóþ îøèáêó, çàëîæèâ â ôóíäà-ìåíò íàóêè íå çûáêóþ ïîýòèêó ðàííèõ âîñòî÷íûõ ôèëîñîôèé, à âûõîëîùåííóþ äâî-è÷íóþ ëîãèêó Àðèñòîòåëÿ. È ñ òåõ ïîð êëàññè÷åñêàÿ ¾÷¼ðíî-áåëàÿ¿ áèíàðíàÿ ëîãèêàâñ¼ áîëåå îòäàëÿåòñÿ îò ðåàëüíîãî ìíîãîöâåòíîãî ìèðà, ãäå íåò íè÷åãî àáñîëþòíî-ãî, à âñ¼ ñàìîå èíòåðåñíîå ïðîèñõîäèò â òóìàííîé îáëàñòè ìåæäó ¾äà¿ è ¾íåò¿.(Ïðèì. ïåðåâ.)



8.2 Îñíîâû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé 257çèðîâàííûé êîììóíèêàöèîííûé ïðîòîêîë äëÿ ñðàâíåíèÿ ñîäåðæèìîãî äâóõ áîëüøèõáàç äàííûõ; ýòîò ïðîòîêîë ñóùåñòâåííî áîëåå ýôôåêòèâåí ëþáîãî äåòåðìèíèðîâàííîãîïðîòîêîëà, ïðåäíàçíà÷åííîãî äëÿ òåõ æå öåëåé. Â ðàçäåëå 8.4 ïîäîáíûé ïðîòîêîë èñ-ïîëüçóåòñÿ äëÿ ââåäåíèÿ ìåòîäà èçáûòêà ñâèäåòåëüñòâ (abundance of witnesses) � êàêîñíîâû ïðîåêòà ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ. Ìû ïðèìåíèì ýòîò ìåòîä åù¼ ðàç� ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ ðàíäîìèçèðîâàííîãî àëãîðèòìà ïðîâåðêè íåêîòîðîãî çàäàííîãî÷èñëà íà ïðîñòîòó; îòìåòèì, ÷òî äàííàÿ ïðîáëåìà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ñàìûõ âàæíûõòåêóùèõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, è ÷òî ìû íå çíàåì ýôôåêòèâíûõ äåòåðìèíèðîâàííûõàëãîðèòìîâ å¼ ðåøåíèÿ.3 Â ðàçäåëå 8.5 ïðåäñòàâëåí ¾äàêòèëîñêîïè÷åñêèé¿ ìåòîä(�ngerprinting)4 � êàê ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé ìåòîäà èçáûòêà ñâèäåòåëüñòâ; ìû ïðèìå-íÿåì åãî äëÿ ýôôåêòèâíîãî ðåøåíèÿ âîïðîñà îá ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ ïîëèíîìîâ.8.2 Îñíîâû òåîðèè âåðîÿòíîñòåéÅñëè íåêîòîðîå ñîáûòèå ÿâëÿåòñÿ íåèçáåæíûì ñëåäñòâèåì äðóãîãî, òî ìû ãîâîðèì îïðè÷èííî-ñëåäñòâåííîé ñâÿçè � èëè äåòåðìèíèçìå. Íî, êàê óæå áûëî óïîìÿíóòî âîââåäåíèè, ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ñîáûòèÿ, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûìè(íå ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíû). Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé áûëà ñîçäàíà èìåííî äëÿ ìîäåëèðî-âàíèÿ è àíàëèçà òàêèõ íåîïðåäåë¼ííûõ ñèòóàöèé è ýêñïåðèìåíòèðîâàíèÿ ñ ïîäîáíûìèíåîäíîçíà÷íûìè ðåçóëüòàòàìè. Ïðîñòûìè ïðèìåðàìè òàêèõ ýêñïåðèìåíòîâ ÿâëÿåòñÿáðîñàíèå ìîíåòû (èãðà â îðëÿíêó) èëè èãðàëüíîãî êóáèêà (èãðà â êîñòè). Åñëè íåò î÷å-âèäíîé âîçìîæíîñòè ïðåäñêàçàíèÿ ðåçóëüòàòà òàêèõ ýêñïåðèìåíòîâ, òî ìû ãîâîðèì îñëó÷àéíûõ ñîáûòèÿõ.5Ïðè ìîäåëèðîâàíèè âåðîÿòíîñòíîãî ýêñïåðèìåíòà ìû ðàññìàòðèâàåì âñå âîçìîæ-íûå åãî ðåçóëüòàòû, íàçûâàåìûå ýëåìåíòàðíûìè ñîáûòèÿìè. Ñ ôèëîñîôñêîé òî÷êèçðåíèÿ âàæíî, ÷òî ýòè ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ ÿâëÿþòñÿ ¾àòîìàðíûìè¿, íåäåëèìûìè;ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íèêàêîå ýëåìåíòàðíîå ñîáûòèå íå ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíî â êà÷å-ñòâå ñîâîêóïíîñòè íåêîòîðûõ äðóãèõ6 ñîáûòèé, ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòîâ � òàêèìîáðàçîì, îäíî ýëåìåíòàðíîå ñîáûòèå èñêëþ÷àåò ëþáîå äðóãîå. Äëÿ áðîñàíèÿ ìîíå-òû ýëåìåíòàðíûìè ñîáûòèÿìè ÿâëÿþòñÿ ¾îð¼ë¿ è ¾ðåøêà¿. à äëÿ èãðàëüíîãî êóáèêà �¾1¿, ¾2¿, ¾3¿, ¾4¿, ¾5¿ è ¾6¿. Ñîáûòèå � ýòî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáû-òèé (ò. å. íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé). Íàïðèìåð,
{2, 4, 6} ÿâëÿåòñÿ ñîáûòèåì äëÿ áðîñàíèÿ èãðàëüíîãî êóáèêà, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåòâûïàäàíèþ íåêîòîðîãî ÷¼òíîãî ÷èñëà. Ïîñêîëüêó ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ òàêæå ìîãóòðàññìàòðèâàòüñÿ â êà÷åñòâå ñîáûòèé, ìû â ýòîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåì èõ â êà÷åñòâåîäíîýëåìåíòíûõ ìíîæåñòâ.
3 Çàìåòèì, ÷òî íåäàâíî ([44]) áûë îïèñàí ïåðâûé äåòåðìèíèðîâàííûé ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåííîé àëãîðèòì ïðîâåðêè ÷èñëà íà ïðîñòîòó. Ýòîò ðåçóëüòàò èìååò áîëüøîå òåîðåòè÷å-ñêîå çíà÷åíèå, îäíàêî åãî âðåìåíí�àÿ ñëîæíîñòü åñòü O(n12) � ÷òî íå ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòüåãî íà ïðàêòèêå.
4 Ðóññêîå íàçâàíèå òåðìèíà íå óñòîÿëîñü � íî, íåñìîòðÿ íà ýòî, äàëåå â äàííîé ãëàâå áóäåìïèñàòü íàçâàíèå ýòîãî ìåòîäà áåç êàâû÷åê. (Ïðèì. ïåðåâ.)
5 Â óæå óïîìÿíóòîé êíèãå [Ñ.Ðàññåë, Ï.Íîðâèã. ¾Èñêóññòâåííûé èíòåëëåêò. Ñîâðåìåííûéïîäõîä¿, Âèëüÿìñ, 2006] (ñòð. 86) ïðèâåäåíî ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå òåðìèíîëîãèè, ïðèìå-íÿåìîé äëÿ ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé � â ðàçëè÷íûõ ¾íåäåòåðìèíèðîâàí-íûõ¿ ñèòóàöèÿõ. (Ïðèì. ïåðåâ.)
6 Äàæå ¾áîëåå ýëåìåíòàðíûõ¿.



258 8 ÐàíäîìèçàöèÿÄàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýêñïåðèìåíòû òîëüêî ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ýëåìåí-òàðíûõ ñîáûòèé � ýòîãî äëÿ íàøèõ öåëåé äîñòàòî÷íî, à âåñü ñëåäóþùèé ìàòåðèàëäàííîãî ðàçäåëà ñòàíîâèòñÿ ïðè ýòîì áîëåå ÿñíûì. Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèåòåîðèè, êîòîðàÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ëþáîìó ñîáûòèþ åãîâåðîÿòíîñòü. Äîñòèæåíèå òàêîé öåëè áûëî äàëåêî íå ïðîñòûì: òåîðèè âåðîÿòíîñòåéïîòðåáîâàëîñü ïî÷òè 300 ëåò äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîäâèíóòüñÿ îò ðàáîò Ïàñêàëÿ, Ôåðìàè Ãþéãåíñà, âûïîëíåííûõ â ñåðåäèíå 17-ãî âåêà, äî îáùåïðèíÿòîé â íàñòîÿùåå âðåìÿàêñèîìàòèêè Êîëìîãîðîâà. Íàêëàäûâàÿ îãðàíè÷åíèå, ÷òîáû ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõñîáûòèé S áûëî êîíå÷íûì, ìû èçáàâëÿåìñÿ îò òåõíè÷åñêèõ ñëîæíîñòåé, ñâÿçàííûõ ñâîçìîæíîé íåñ÷¼òíîñòüþ ìíîæåñòâà S â îáùåì îïðåäåëåíèè Êîëìîãîðîâà. Îñíîâíàÿèäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü íåêîòîðîãî ñîáûòèÿ E êàêîòíîøåíèå ìåæäó ñóììîé âåðîÿòíîñòåé (áëàãîïðèÿòíûõ) ýëåìåí-òàðíûõ ñîáûòèé, âõîäÿùèõ â E, ê ñóììå âåðîÿòíîñòåé âñåõ âîç-ìîæíûõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé. (8.1)Çàôèêñèðîâàâ òàêèì îáðàçîì âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé, ìû â îáùåì ñëó÷àå íàêëàäûâàåìíà çíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòåé íåêîòîðûå ñòàíäàðòû � íàïðèìåð, âåðîÿòíîñòü 1 ñîîòâåò-ñòâóåò äîñòîâåðíîìó ñîáûòèþ, à âåðîÿòíîñòü 0 � íåâîçìîæíîìó.7Åù¼ îäèí âàæíûé ìîìåíò çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âåðîÿòíîñòè ýëåìåíòàðíûõ ñî-áûòèé îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò âåðîÿòíîñòè âñåõ ñîáûòèé. Íàïðèìåð, äëÿ ò. í. ñèììåò-ðè÷íûõ ýêñïåðèìåíòîâ � âðîäå áðîñàíèÿ ìîíåòû èëè èãðàëüíîãî êóáèêà � äëÿ âñåõýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé íàçíà÷àåòñÿ îäíà è òà æå âåðîÿòíîñòü.Ïóñòü Prob(E) � âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ E. Â íàøåé ìîäåëè ðåçóëüòàò ýêñïåðèìåíòàäîëæåí áûòü îäíèì èç ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, ïîñêîëüêó ìû ïîëàãàåì Prob(S) = 1 äëÿìíîæåñòâà S âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé. Ïîýòîìó äëÿ áðîñàíèÿ èãðàëüíîãî êóáèêàìû ïîëó÷àåì, ÷òî
Prob({2, 4, 6}) =

Prob({2}) + Prob({4}) + Prob({6})
Prob(S)

= Prob({2}) + Prob({4}) + Prob({6})

=
1

6
+

1

6
+

1

6
=

1

2
,ò. å. âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ ÷¼òíîãî ÷èñëà â òî÷íîñòè ðàâíà 1/2. Ñëåäóÿ êîíöåïöèèèçìåðåíèÿ âåðîÿíîñòè (8.1), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ ïàð íåñîâìåñòíûõ (âçàèìîèñ-êëþ÷àþùèõ) ñîáûòèé X è Y âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

Prob(X ∪ Y ) =
Prob(X) + Prob(Y )

Prob(S)
= Prob(X) + Prob(Y ).Ýòè ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ âåðîÿòíîñòåé.Îïðåäåëåíèå 8.1. Ïóñòü S � ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé âåðîÿòíîñò-íîãî ýêñïåðèìåíòà. Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íà S � ôóíêöèÿ

Prob : P(S) → [0, 1],óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñäåäóþùèì óñëîâèÿì (àêñèîìàì âåðîÿòíîñòè):
7 Äîñòîâåðíîå ñîáûòèå ñîñòîèò èç âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé. Íåâîçìîæíîå ñîáûòèå íàçû-âàåòñÿ òàêæå ïóñòûì.
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• Prob({x}) ≥ 0 äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòàðíîãî ñîáûòèÿ x;
• Prob(S) = 1;
• Prob(X ∪ Y ) = Prob(X) + Prob(Y ) äëÿ âñåõ ïàð ñîáûòèé X, Y ⊆ S, äëÿ êîòîðûõ

X ∩ Y = ∅.
Prob(X) íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ X. Ïàðà (S, Prob) íàçûâàåòñÿ âåðî-ÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì. Åñëè äëÿ âñåõ x, y ∈ S

Prob({x}) = Prob({y}),òî Prob íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé íà S.Óïðàæíåíèå 8.2. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà âûïîëíÿþòñÿ äëÿ êàæäîãî âå-ðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà (S, Prob):
• Prob(∅) = 0;
• Prob(S − X) = 1 − Prob(X) äëÿ êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà X ⊆ S;
• Prob(X) ≤ Prob(Y ), äëÿ âñåõ X, Y ⊆ S, òàêèõ ÷òî X ⊆ Y ;
• Prob(X ∪ Y ) = Prob(X) + Prob(Y ) − Prob(X ∩ Y )

≤ Prob(X) + Prob(Y ) äëÿ âñåõ X, Y ⊆ S;
• Prob(X) =

∑
x∈X Prob(x) äëÿ âñåõ X ⊆ S.Çàìåòèì, ÷òî âñå ñâîéñòâà îïðåäåëåíèÿ 8.2 ñîîòâåòñòâóþò íàøèì èíòóèòèâíûì ïî-íÿòèÿì î âåðîÿòíîñòè � è, ñëåäîâàòåëüíî, íåôîðìàëüíîé êîíöåïöèè (8.1). Èòàê, ïîäîá-íîå ââåäåíèå âåðîÿòíîñòåé äà¼ò íàì òîò ôàêò, ÷òî âåðîÿòíîñòü íåñêîëüêèõ ïîïàðíî-íåçàâèñèìûõ (âçàèìîèñêëþ÷àþùèõ) ñîáûòèé ÿâëÿåòñÿ ñóììîé âåðîÿòíîñòåé ýòèõ ñî-áûòèé.À ÷åìó ñîîòâåòñòâóåò ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåðîÿòíîñòåé? Ðàññìîòðèì äâà âåðîÿò-íîñòíûõ ýêñïåðèìåíòà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè � â òîì ñìûñëå, ÷òî ðåçóëüòàòîäíîãî èç íèõ íå çàâèñèò îò ðåçóëüòàòà äðóãîãî. Ïðèìåðîì òàêîé ñèòóàöèè ÿâëÿåòñÿäâîéíîå áðîñàíèå êóáèêà. Ïðè ýòîì íå èìååò çíà÷åíèÿ, áðîñàåì ëè ìû äâà êóáèêàîäèí ðàç èëè äâàæäû èñïîëüçóåì îäèí è òîò æå � ïîñêîëüêó â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðåçóëü-òàòû íåçàâèñèìû. Íàïðèìåð, ýëåìåíòàðíîå ñîáûòèå ¾3¿ ïåðâîãî êóáèêà íå ñâÿçàíî ñêàêèì-ëèáî ðåçóëüòàòîì âûïàäåíèÿ âòîðîãî. Ìû çíàåì, ÷òî Prob(i) = 1

6 äëÿ îáîèõýêñïåðèìåíòîâ è äëÿ âñåõ i ∈ {1, 2, . . . , 6}.Òåïåðü ðàññìîòðèì îáúåäèíåíèå îáîèõ âåðîÿòíîñòíûõ ýêñïåðèìåíòîâ â îäèí. Ìíî-æåñòâîì ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ýòîãî îáúåäèí¼ííîãî ýêñïåðèìåíòà ÿâëÿåòñÿ
S2 = {(i, j) | i, j ∈ {1, 2, . . . , 6}}� ãäå äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòàðíîãî ñîáûòèÿ (i, j) ýòîãî ìíîæåñòâà ÷èñëî i ÿâëÿåòñÿðåçóëüòàòîì ïåðâîãî êóáèêà, à j � âòîðîãî. ×òî ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíî-ñòåé Prob2 íà ìíîæåñòâå S2 � êîòîðîå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòà

({1, 2, . . . , 6}, Prob)? Ðàññìîòðèì ãèïîòåçó î òîì, ÷òî âåðîÿòíîñòü íåêîòîðîãî ñîáû-òèÿ, ñîñòîÿùåãî èç äâóõ ïîëíîñòüþ íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé, ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ èõ âå-ðîÿòíîñòåé; ñîãëàñíî ýòîé ãèïîòåçå äëÿ âñåõ i, j ∈ {1, 2, . . . , 6} äîëæíî âûïîëíÿòüñÿðàâåíñòâî
Prob2({(i, j)}) = Prob({i}) · Prob({j}) =

1

6
· 1

6
=

1

36
.Ïðîâåðèì êîððåêòíîñòü ýòîé ãèïîòåçû. Ìíîæåñòâî S2 ñîäåðæèò â òî÷íîñòè 36ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé � è êàæäîå èç íèõ ðàâíîâåðîÿòíî. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ

(i, j) ∈ S2
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Prob2({(i, j)}) =

1

36
.Óïðàæíåíèå 8.3. Ïóñòü k ∈ IN, S = {0, 1, 2, . . . , 2k − 1}. Îïèøèòå âåðîÿòíîñòíîå ïðî-ñòðàíñòâî (S, Prob) èç k ýêñïåðèìåíòîâ, çàêëþ÷àþùèõñÿ â áðîñàíèè ìîíåòû.Íàì îñòàëîñü îáúÿñíèòü, êàê òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿìîäåëèðîâàíèÿ, ðàçðàáîòêè è àíàëèçà ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ. Îäíà èç âîç-ìîæíîñòåé � íà÷àòü ñ ìîäåëèðîâàíèÿ íåäåòåðìèíèðîâàííîé ìàøèíû Òüþðèíãà ñ êî-íå÷íûìè âû÷èñëåíèÿìè, à ïîòîì çàìåíèòü êàæäûé å¼ íåäåòåðìèíèðîâàííûé ïåðå-õîä (íåäåòåðìèíèðîâàííûé âûáîð) íà íåêîòîðûé ñëó÷àéíûé ýêñïåðèìåíò. Ýòà çàìåíàîçíà÷àåò, ÷òî ïðè íàëè÷èè íåäåòåðìèíèðîâàííîãî âûáîðà èç k âîçìîæíîñòåé ìû ðàñ-ñìàòðèâàåì èõ êàê k ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, ïðè÷¼ì êàæäîå � ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/k. Âòàêîì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòü íåêîòîðîãî êîíêðåòíîãî âû÷èñëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíè-åì âåðîÿòíîñòåé âñåõ ñëó÷àéíûõ ðåøåíèé ýòîãî âû÷èñëåíèÿ. Ïóñòü SA,x � ìíîæåñòâîâñåõ âû÷èñëåíèé íåêîòîðîé HMT (íåäåòåðìèíèðîâàííîé ïðîãðàììû) A ñî âõîäîì x.Òîãäà ìû êàæäîìó âû÷èñëåíèþ C èç ìíîæåñòâà SA,x âûøåîïèñàííûì ïóò¼ì ñòàâèì âñîîòâåòñòâèå âåðîÿòíîñòü Prob(C) � ïîëó÷àÿ ïðè ýòîì òðåáóåìîå âåðîÿòíîñòíîå ïðî-ñòðàíñòâî (SA,x, Prob).Óïðàæíåíèå 8.4. Äîêàæèòå, ÷òî (SA,x, Prob) ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàí-ñòâîì.Äëÿ íåêîòîðîãî çàäàííîãî âõîäà x ñóììà âåðîÿòíîñòåé âû÷èñëåíèé èç ìíîæåñòâà

SA,x, äàþùèõ íåâåðíûé âûõîä, íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè àëãîðèòìà Aíàä âõîäîì x è îáîçíà÷àåòñÿ ErrorA(x). Âåðîÿòíîñòü îøèáêè àëãîðèòìà Aîïðåäåëÿåòñÿ êàê ôóíêöèÿ âèäà ErrorA : IN0 → IN0, òàêàÿ ÷òî
ErrorA(n) = max{ErrorA(x) | |x| = n}.Ìîäåëèðîâàíèå ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ ñ ïîìîùüþ âåðîÿòíîñòíûõ ýêñïå-ðèìåíòîâ ìîæåò áûòü òàêæå èñïîëüçîâàíî äëÿ àíàëèçà âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî äëÿ çà-äàííîé ôóíêöèè t âû÷èñëåíèå àëãîðèòìà A íà âõîäå x çàêàí÷èâàåòñÿ íå áîëåå ÷åì çà

t(n) øàãîâ8 � à îòñþäà ìîæíî ïîëó÷èòü ÷èñëåííîå çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîñòè ðàíäîìè-çèðîâàíîãî àëãîðèòìà.Äðóãàÿ ïðîñòàÿ âîçìîæíîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ � ýòîðàññìîòðåíèå êàæäîãî èç íèõ êàê âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íàä ìíîæåñòâîì äå-òåðìèíèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ. Äëÿ ýòîãî ìàøèíå Òüþðèíãà A (ò. å. äåòåðìèíèðîâàí-íîìó àëãîðèòìó) â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíûõ âõîäíûõ äàííûõ äîáàâëÿåòñÿ åù¼ îäíàëåíòà, ñîäåðæàùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ áèòîâ. Ïðè ýòîì êàæäàÿ òàêàÿ ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò (äåòåðìèíèðîâàííîå) âû÷èñëåíèå àëãîðèòìà
A íàä çàäàííûì âõîäîì x. Òàêèå ñëó÷àéíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áèòîâ ìîãóò ðàññìàò-ðèâàòüñÿ êàê ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæåñòâó SA,x âñåõ âû÷èñëå-íèé ìàøèíû A íàä âõîäîì x. È, ïîñêîëüêó îáû÷íî âñå ñëó÷àéíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòèèìåþò îäíó è òó æå âåðîÿòíîñòü, ðàíäîìèçèðîâàííûé àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåð-íûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé íàä âñåìè âû÷èñëåíèÿìè ìíîæåñòâà SA,x. Ïðèìåðû
8 Ýòà âåðîÿòíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñóììîé âåðîÿòíîñòåé âñåõ âû÷èñëåíèé, äëèíà êîòîðûõ íå ïðå-âûøàåò t(|x|) + 1.



8.3 Ðàíäîìèçèðîâàííûé ïðîòîêîë ñâÿçè 261ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ, ïðèâåä¼ííûå â ñëåäóþùåì ðàçäåëå, îñíîâàíû íà ïðî-ñòîì ìîäåëèðîâàíèè ïîäîáíîãî ñëó÷àéíîãî óïðàâëåíèÿ. Â ýòèõ ïðèìåðàõ ïîñëåäîâà-òåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ áèòîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ñëó÷àéíûå ïðîñòûå ÷èñëà � êîòîðûåè îïðåäåëÿþò âûáîð äåòåðìèíèðîâàííîé ñòðàòåãèè äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé ïðîáëåìû.8.3 Ðàíäîìèçèðîâàííûé ïðîòîêîë ñâÿçèÃëàâíàÿ öåëü ýòîãî ðàçäåëà � ïîêàçàòü, ÷òî ðàíäîìèçèðîâàííûå àëãîðèòìû ìîãóò áûòüíàìíîãî ýôôåêòèâíåå ñâîèõ ñàìûõ ëó÷øèõ äåòåðìèíèðîâàííûõ àíàëîãîâ. Ðàññìîòðèìñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Ïóñòü åñòü äâà êîìïüþòåðà, CI è CII, íàõîäÿùèåñÿ î÷åíü äàëåêîäðóã îò äðóãà � íàïðèìåð, îäèí â Åâðîïå, à äðóãîé â Àìåðèêå. Ñíà÷àëà îáà êîì-ïüþòåðà ñîäåðæàëè îäíó è òó æå áàçó äàííûõ; ïîòîì íà êàæäîì èç íèõ ïðîâîäèëàñüíåçàâèñèìàÿ ðàáîòà ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ ïîëíîé èíôîðìàöèè î ïðåäìåòå áàçû äàííûõ� íàïðèìåð, î ïîñëåäîâàòåëüíîñòè àìèíîêèñëîò íåêîòîðîãî ãåíîìà. Ïî ïðîøåñòâèèíåêîòîðîãî âðåìåíè ìû çàõîòåëè îïðåäåëèòü, óñïåøíî ëè çàêîí÷èëñÿ ýòîò ïðîöåññ �ò. å. äåéñòâèòåëüíî ëè CI è CII ñîäåðæàò îäíè è òå æå äàííûå.Ïóñòü n � ðàçìåð áàçû äàííûõ â áèòàõ. Íàïðèìåð, n ìîæåò èìåòü ïîðÿäîê 1016 �ýòî ÿâëÿåòñÿ ðåàëüíûì çíà÷åíèåì äëÿ áèîëîãè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé. Íàøà öåëü ñîñòîèòâ òîì, ÷òîáû ðàçðàáîòàòü êîììóíèêàöèîííûé ïðîòîêîë ìåæäó CI è CII, êîòîðûé äàëáû âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü, äåéñòâèòåëüíî ëè ñîâïàäàþò äàííûå íà ýòèõ êîìïüþ-òåðàõ. Ñëîæíîñòü êîììóíèêàöèîííîãî ïðîòîêîëà � ýòî ÷èñëî áèòîâ, êîòîðûå íóæíîïåðåñëàòü ìåæäó CI è CII ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ îòâåòà íà äàííûé âîïðîñ. Î÷åâèäíî, ÷òîìû ñòàðàåìñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ýòó ñëîæíîñòü.Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé äåòåðìèíèðîâàííûé êîììóíèêàöèîííûé ïðîòîêîë äëÿðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è äîëæåí ïåðåñëàòü ìåæäó CI è CII íå ìåíåå n áèòîâ9 � ò. å. íåñóùåñòâóåò äåòåðìèíèðîâàííûõ ïðîòîêîëîâ, êîòîðûå ðåøàëè áû ýòó ïðîáëåìó ïóò¼ìïåðåñûëêè n−1 èëè ìåíüøåãî ÷èñëà áèòîâ. Íàäî ïåðåñëàòü 1016 áèòîâ, äîïîëíèòåëüíîóáåäèòüñÿ, ÷òî âñå îíè óñïåøíî äîøëè . . . 10 Èòàê, âðÿä ëè ñòîèò èäòè ïî ýòîìó ïóòè.Áîëåå ðàöèîíàëüíîå ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïóò¼ì ïðèìå-íåíèÿ ñëåäóþùåãî ðàíäîìèçèðîâàííîãî ïðîòîêîëà, îñíîâàííîãî íà òåîðåìå î ïðîñòûõ÷èñëàõ (òåîðåìå 2.59).
R = (CI, CII) (Ðàíäîìèçèðîâàííûé êîììóíèêàöèîííûé ïðîòîêîë ïðîâåðêèðàâåíñòâà äàííûõ)Âõîäíàÿ ñèòóàöèÿ:

CI ñîäåðæèò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x èç n áèòîâ x = x1 . . . xn,
CII ñîäåðæèò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü y èç n áèòîâ y = y1 . . . yn.Öåëü: Îïðåäåëèòü, äåéñòâèòåëüíî ëè x = y.Ýòàï 1. Êîìïüþòåð CI ñëó÷àéíî âûáèðàåò íåêîòîðîå ïðîñòîå ÷èñëî p èç èíòåðâàëà
[2, n2].{Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì èíòåðâàëå èìååòñÿ ïðèìåðíî Prim

(
n2

)
∼ n2/ lnn2 ïðî-ñòûõ ÷èñåë. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òàêîãî âûáîðà íåîáõîäèìî ïðèìåðíî dlog2 n2e ≤

2 · dlog2 ne ñëó÷àéíûõ áèòîâ.}
9 Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îïòèìàëüíàÿ êîììóíèêàöèîííàÿ ñòðàòåãèÿ � ýòî ïåðåñûëêà âñåõ äàííûõîò CI ê CII äëÿ èõ ïîñëåäóþùåãî ñðàâíåíèÿ.

10 Áåç îøèáîê â ïåðåñûëêå õîòÿ áû îäíîãî èç íèõ � ýòî òîæå ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé çàäà÷åé.



262 8 ÐàíäîìèçàöèÿÝòàï 2. CI âû÷èñëÿåò çíà÷åíèå
s = Number(x) mod pè ïîñûëàåò äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå s è p íà êîìïüþòåð CII.{Ïîñêîëüêó äâîè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë s è p ñîñòîÿò íå áîëåå ÷åì èç dlog2 n2eáèòîâ (s ≤ p < n2), äëèíà òàêîãî ñîîáùåíèÿ íå ïðåâîñõîäèò 4 · dlog2 ne. }Ýòàï 3. Ïîñëå ïðî÷òåíèÿ s è p êîìïüþòåð CII âû÷èñëÿåò çíà÷åíèå
q = Number(y) mod p.Åñëè q 6= s, òî CII âûâîäèò ¾x 6= y¿.Åñëè q = s, òî CII âûâîäèò ¾x = y¿.Ïðîàíàëèçèðóåì ðàáîòó ïðîòîêîëà R = (CI, CII). Âî-ïåðâûõ, ìû ïîñìîòðèì íàñëîæíîñòü � èçìåðÿåìóþ ÷èñëîì áèòîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ òàêîé êîììóíèêàöèè, � àçàòåì ïðîàíàëèçèðóåì íàä¼æíîñòü (âåðîÿòíîñòü îøèáêè) ïðîòîêîëà R.Åäèíñòâåííàÿ èíôîðìàöèÿ, ïåðåäàâàåìàÿ ýòèì ïðîòîêîëîì � äâîè÷íûå ïðåäñòàâ-ëåíèÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë s è p. Êàê ìû óæå çàìåòèëè, s ≤ p < n2, ñëåäîâàòåëüíîäëèíà ñîîáùåíèÿ íå ïðåâûøàåò

2 · dlog2 n2e ≤ 4 · dlog2 ne.Íàïðèìåð, äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî íàìè çíà÷åíèÿ n = 1016 äâîè÷íàÿ äëèíà ñîîáùåíèÿíå ïðåâûøàåò 4 · 16 · dlog2 10e = 256. Ýòî � î÷åíü êîðîòêîå ñîîáùåíèå, îíî ìîæåò áûòüïåðåäàíî áåç êàêèõ-ëèáî ïðîáëåì.Äàëåå ïîêàæåì íå òîëüêî òî, ÷òî äëÿ áîëüøèíñòâà âõîäîâ (íà÷àëüíûõ ñèòóàöèé)ýòà ðàíäîìèçèðîâàííàÿ ñòðàòåãèÿ äåéñòâèòåëüíî ðàáîòàåò � íî òàêæå è òî, ÷òî äëÿêàæäîãî âõîäà âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ ïðàâèëüíîãî îòâåòà âåñüìà âûñîêà. Àíàëèçèðóÿâåðîÿòíîñòü îøèáêè, ìû áóäåì ðàçëè÷àòü äâå âîçìîæíîñòè � â çàâèñèìîñòè îò òîãî,ðàâíû ëè çíà÷åíèÿ x è y.
• Ïóñòü x = y. Òîãäà

Number(x) mod p = Number(y) mod päëÿ âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë p. Ïîýòîìó êîìïüþòåð CII îáÿçàòåëüíî âûâîäèò îòâåò ¾ðàâ-íî¿ � ò. å. âåðîÿòíîñòü îøèáêè ðàâíà 0.
• Ïóñòü x 6= y. Òîãäà ìû ïîëó÷àåì íåïðàâèëüíûé îòâåò ¾ðàâíî¿ òîëüêî åñëè êîì-ïüþòåð CI âûáðàë òàêîå ïðîñòîå p, ÷òî

z = Number(x) mod p = Number(y) mod p.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë x′ è y′

Number(x) = x′ · p + z è Number(y) = y′ · p + z.Èç ïîñëåäíåãî ñëåäóåò, ÷òî
Number(x) − Number(y) = x′ · p − y′ · p = (x′ − y′) · p



8.3 Ðàíäîìèçèðîâàííûé ïðîòîêîë ñâÿçè 263� ò. å. p ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà
w = |Number(x) − Number(y)|.Èòàê, ïðîòîêîë R = (CI, CII) âûâîäèò íåâåðíûé îòâåò òîëüêî åñëè âûáðàííîå ïðî-ñòîå p ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì w. Ýòî p áûëî ñëó÷àéíî âûáðàíî èç Prim

(
n2

) ïðîñòûõ÷èñåë, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó {2, 3, . . . , n2} � ñ ïîìîùüþ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðå-äåëåíèÿ. Ïîýòîìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè îøèáêè äîñòàòî÷íî ïîñ÷èòàòü, êàêìíîãî ïðîñòûõ ÷èñåë ñðåäè äàííûõ (ò. å. ñðåäè Prim
(
n2

)
∼ n2/ lnn2 ÷èñåë) ÿâëÿ-þòñÿ äåëèòåëÿìè ÷èñëà w. Ïîñêîëüêó äëèíà äâîè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë x è yðàâíà n, ìû ïîëó÷àåì

w = |Number(x) − Number(y)| < 2n.Î÷åâèäíî, ÷òî ìû ìîæåì ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè ÷èñëî w, ïîëó÷àÿ
w = pi1

1 pi2
2 . . . pik

k ,ãäå p1 < p2 < · · · < pk � ïðîñòûå, à i1, i2, . . . , ik � íåêîòîðûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà.11Íàøà öåëü � äîêàçàòü, ÷òî
k ≤ n − 1;äîêàæåì ýòî ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî k ≥ n. Òîãäà

w = pi1
1 pi2

2 . . . pik

k ≥ p1p2 . . . pn > 1 · 2 · 3 · · · · · n = n! > 2n,÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó w < 2n.Òåïåðü ìû äîëæíû äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî w èìååò íå áîëåå n − 1 ðàçëè÷íûõ ïðî-ñòûõ äåëèòåëåé. Ïîñêîëüêó ìû ìîãëè âûáðàòü ëþáîå ïðîñòîå ÷èñëî èç ìíîæåñòâà
{2, 3, . . . , n2} ñ îäíîé è òîé æå âåðîÿòíîñòüþ, òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n âåðîÿò-íîñòü âûáîðà ïðîñòîãî p, ÿâëÿþùåãîñÿ äåëèòåëåì w, íå ïðåâûøàåò çíà÷åíèÿ

n − 1

Prim (n2)
≤ n − 1

n2/ lnn2
≤ lnn2

n
.Èòàê, âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïðîòîêîëà R äëÿ äâóõ îòëè÷íûõ äðóã îò äðóãà âõîäîâ

x è y íå ïðåâûøàåò çíà÷åíèÿ
lnn2

n
,êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, äëÿ n = 1016 íå ïðåâûøàåò 0.36892 · 10−14.Âåðîÿòíîñòü îøèáêè òàêîãî óðîâíÿ íå ÿâëÿåòñÿ ðåàëüíûì ðèñêîì � íî ïðåäïîëî-æèì, ÷òî êàêîé-íèáóäü ïåññèìèñò åþ íå óäîâëåòâîð¼í, è õî÷åò å¼ ñóùåñòâåííî ïîíè-çèòü. Â òàêîì ñëó÷àå ìû ìîæåì âûïîëíèòü ðàáîòó ïðîòîêîëà R = (CI, CII), íàïðèìåð,

10 ðàç � âñåãäà íåçàâèñèìî âûáèðàÿ òðåáóåìîå äëÿ åãî ðàáîòû ïðîñòîå ÷èñëî.Ïðîòîêîë R10

11 Ò.ê. èç ýëåìåíòàðíîé òåîðèè ÷èñåë íàì èçâåñòíî, ÷òî ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ìîæåò áûòüåäèíñòâåííûì îáðàçîì ðàçëîæåíî íà ìíîæèòåëè.



264 8 ÐàíäîìèçàöèÿÂõîäíàÿ ñèòóàöèÿ:
CI ñîäåðæèò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x èç n áèòîâ x = x1 . . . xn,
CII ñîäåðæèò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü y èç n áèòîâ y = y1 . . . yn.Öåëü: Îïðåäåëèòü, äåéñòâèòåëüíî ëè x = y.Ýòàï 1. Êîìïüþòåð CI ñ ïîìîùüþ îäíîãî è òîãî æå àëãîðèòìà âûáèðàåò 10 ñëó÷àéíûõïðîñòûõ ÷èñåë

p1, p2, . . . , p10èç ìíîæåñòâà {2, 3, . . . , n2}.Ýòàï 2. CI âû÷èñëÿåò
si = Number(x) mod piäëÿ i = 1, 2, . . . , 10 è ïîñûëàåò äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ÷èñåë

p1, p2, . . . , p10, s1, s2, . . . , s10íà êîìïüþòåð CII.Ýòàï 3. Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ýòèõ ÷èñåë êîìïüþòåð CII âû÷èñëÿåò çíà÷åíèÿ
qi = Number(y) mod piäëÿ i = 1, 2, . . . , 10. Åñëè ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå i ∈ {1, 2, . . . , 10}, òàêîå ÷òî qi 6= si,òî CII âûâîäèò ¾x 6= y¿. Èíà÷å (ò. å. åñëè qj = sj äëÿ âñåõ j ∈ {1, 2, . . . , 10}), CIIâûâîäèò ¾x = y¿.Çàìåòèì, ÷òî âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà R10 â 10 ðàç áîëüøå, ÷åì R.Íî äëÿ n = 1016 ñîîáùåíèå ñîñòîèò íå áîëåå ÷åì èç 2560 áèòîâ � ïîýòîìó ïîñëåäíèéôàêò íå èìååò çíà÷åíèÿ.Î÷åíü âàæåí îòâåò íà ñëåäóþùèé âîïðî:â ÷¼ì çäåñü âûãîäà � îòíîñèòåëüíî âåðîÿòíîñòè îøèáêè?Åñëè x = y, òî ìû ñíîâà ïîëó÷àåì ñèòóàöèþ, êîãäà ïðîòîêîë R10 âñåãäà (ò. å. ñ âå-ðîÿòíîñòüþ 1) äà¼ò ïðàâèëüíûé îòâåò ¾x = y¿ � ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü îøèáêè ðàâíà

0. Îäíàêî åñëè x 6= y, òî ïðîòîêîë R10 âûâîäèò íåïðàâèëüíûé îòâåò ¾x = y¿ òîëüêîåñëè âñå 10 âûáðàííûõ ïðîñòûõ ÷èñåë ïðèíàïäëåæàò òåì ìàêñèìàëüíûì n−1 ÷èñëàì,êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè çíà÷åíèÿ
w = |Number(x) − Number(y)|.Ïîñêîëüêó 10 ïðîñòûõ ÷èñåë âûáèðàëèñü â 10 íåçàâèñèìûõ ýêñïåðèìåíòàõ, âåðîÿòíîñòüîøèáêè íå ïðåâûøàåò

(
n − 1

Prim (n2)

)10

≤
(

lnn2

n

)10

=
210 · (lnn)10

n10
.Ïîýòîìó äëÿ n = 1016 âåðîÿòíîñòü îøèáêè ìåíüøå, ÷åì

0.4717 · 10−141.



8.4 Èçáûòîê ñâèäåòåëüñòâ è ïðîâåðêà ïðîñòîòû ÷èñëà 265Åñëè ìû ïðèìåì âî âíèìàíèå, ÷òî ÷èñëî ìèêðîñåêóíä, ïðîøåäøèõ ñ ìîìåíòà Áîëüøî-ãî Âçðûâà, çàïèñûâàåòñÿ 24 öèôðàìè, à ÷èñëî ïðîòîíîâ â èçâåñòíîé ÷àñòè Âñåëåííîé� 79 öèôðàìè, òî ðåàëèçàöèÿ ñîáûòèÿ, èìåþùåãî âåðîÿòíîñòü ìåíåå 10−141, äîëæíîâûçâàòü óäèâëåíèå. Çàìåòèì åù¼, ÷òî äàæå åñëè áû ìîã áûòü îñóùåñòâë¼í äåòåðìèíè-ðîâàííûé êîììóíèêàöèîííûé ïðîòîêîë ñ 1016 áèòàìè, ñðàâíèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ÿñíîãîâîðèëà áû â ïîëüçó ðàíäîìèçèðîâàííîãî ïðîòîêîëà.Ìîæíî ìíîãîìó íàó÷èòüñÿ â ïðîöåññå ðàçðàáîòêè íåñëîæíîãî ïðîòîêîëà R10, ñî-ñòîÿùåãî èç íåñêîëüêèõ íåçàâèñèìûõ ïîâòîðåíèé ïðîòîêîëà R. Ìû âèäèì, ÷òî âå-ðîÿòíîñòü îøèáêè íåêîòîðîãî àëãîðèòìà ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî ïîíèæåíà ïóò¼ìíåñêîëüêèõ íåçàâèìûõ åãî âûïîëíåíèé. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ, êàê âûøåïðèâåä¼ííûé êîì-ìóíèêàöèîííûé ïðîòîêîë, äàæå íåñêîëüêî ïîâòîðåíèé âåäóò ê ñóùåñòâåííîìó óìåíü-øåíèþ âåðîÿòíîñòè îøèáêè.Óïðàæíåíèå 8.5. Ïóñòü k � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ðàññìîòðèì ïðîòîêîë Rk,êîòîðûé îñíîâàí íà âûáîðå k ïðîñòûõ ÷èñåë � ò. å. íà k íåçàâèñèìûõ âûïîëíåíèéïðîòîêîëà R. Îöåíèòå âåðîÿòíîñòü îøèáêè Rk êàê ôóíêöèþ àðãóìåíòà k.Óïðàæíåíèå 8.6. Äðóãîé ïîäõîä ê óìåíüøåíèþ âåðîÿòíîñòè îøèáêè � çàìåíèòü Ríà ñëåäóþùèé ïðîòîêîë Qr, ãäå r ∈ IN − {1, 2}. Ïðîòîêîë Qr ðàáîòàåò â òî÷íîñòè êàê
R � çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî íåêîòîðîå òðåáóåìîå ïðîñòîå ÷èñëî p âûáèðàåòñÿ èçìíîæåñòâà {2, 3, . . . , nr} âìåñòî {2, 3, . . . , n2}. Îöåíèòå êîììóíèêàöèîííóþ ñëîæíîñòüè âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïðîòîêîëà Qr äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî r ≥ 2.Óïðàæíåíèå 8.7. Ïóñòü δ > 1 � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ðàçðàáîòàéòå ðàíäî-ìèçèðîâàííûé ïðîòîêîë äëÿ ñðàâíåíèÿ äâóõ áàç äàííûõ ðàçìåðà n, êîòîðûé ðàáîòàåòñ âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè, íå ïðåâûøàþùåé 1/δ. Êîòîðûé èç äâóõ ïîäõîäîâ � èç óïðàæ-íåíèÿ 8.5 èëè 8.6 � ÿâëÿåòñÿ áîëåå ýôôåêòèâíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ êîììóíèêàöèîííîéñëîæíîñòè? ×òî ëó÷øå âûáèðàòü � íåñêîëüêî ìàëûõ ïðîñòûõ ÷èñåë èëè îäíî áîëüøîå?8.4 Èçáûòîê ñâèäåòåëüñòâ è ïðîâåðêà ïðîñòîòû ÷èñëàÂ ýòîì ðàçäåëå ìû îòâåòèì íà âîïðîñ, ïî÷åìó ðàíäîìèçèðîâàííûé ïðîòîêîë R ýô-ôåêòèâíåå ëþáîãî äåòåðìèíèðîâàííîãî ïðîòîêîëà, ðåøàþùåãî òó æå ñàìóþ çàäà÷ó �è, áîëåå òîãî, ïî÷åìó îòíîøåíèå ñëîæíîñòåé ïðîòîêîëîâ ïðè ýòîì ýêñïîíåíöèàëüíî.Ìû ïîêàæåì, ÷òî ïðîòîêîë R ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ïðèëîæåíèé ìåòîäà èçáûòêà ñâèäå-òåëüñòâ. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà îïèøåì ñàì ìåòîä áîëåå ïîäðîáíî.Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïðîáëåìó ïðèíàäëåæíîñòè � â êîòîðîé âîïðîñ ñîñòîèòâ òîì, îáëàäàåò ëè çàäàííûé âõîä íåêîòîðûì îñîáûì ñâîéñòâîì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òîíå ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ýòîé12 ïðîáëåìû � èëè, ïî êðàéíåéìåðå, ÷òî òàêèå àëãîðèòìû åù¼ íå ðàçðàáîòàíû.Íà÷í¼ì ñ ïîäõîäÿùåé ôîðìóëèðîâêè ïîíÿòèÿ ¾ñâèäåòåëüñòâî¿. Ýòî ïîíÿòèå (ñì.òàêæå îïðåäåëåíèå 6.43) äîëæíî ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé íåêîòîðóþ èíôîðìàöèþ, äîïîë-íÿþùóþ âõîäíûå äàííûå; òàêàÿ èíôîðìàöèÿ ïîëåçíà äëÿ ýôôåêòèâíîãî äîêàçàòåëü-ñòâà òîãî, ÷òî çàäàííûé âõîä îáëàäàåò íåîáõîäèìûì íàì ñâîéñòâîì � èëè, íàîáîðîò,íå îáëàäàåò èì. Â íàøåì ïðîòîêîëå R â êà÷åñòâå ñâèäåòåëüñòâà òîãî, ÷òî x 6= y, ìîæíîðàññìàòðèâàòü ïðîñòîå ÷èñëî p � â òîì ñëó÷àå, åñëè
12 Êîíêðåòíîé, ðàññìàòðèâàåìîé íàìè.



266 8 Ðàíäîìèçàöèÿ
Number(x) mod p 6= Number(y) mod p.Åñëè áû ó íàñ áûë íåêîòîðûé îðàêóë13, äàþùèé íåîáõîäèìîå íàì ïðîñòîå p (åñ-ëè îíî ñóùåñòâóåò) � òî ìû ìîãëè áû ýôôåêòèâíî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ¾xîòëè÷àåòñÿ îò y¿. Îäíàêî î÷åâèäíî, ÷òî òàêîãî îðàêóëà ó íàñ íåò. Äðóãèìè ñëîâàìè� ìû íå ìîæåì ýôôåêòèâíî âû÷èñëèòü (ðåàëèçîâàòü, çàïðîãðàììèðîâàòü) ïîäîáíîåñâèäåòåëüñòâî (ñâèäåòåëüñòâî òîãî, ÷òî x 6= y): èç ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî âû÷èñëåíèÿñëåäîâàëî áû íàëè÷èå ýôôåêòèâíîãî äåòåðìèíèðîâàííîãî àëãîðèòìà äëÿ òðóäíîðåøà-åìûõ çàäà÷.Èòàê, çàðàíåå óêàçàòü êîíêðåòíîå ñâèäåòåëüñòâî ìû íå ìîæåì. Íî äëÿ ïðîåêòèðî-âàíèÿ ýôôåêòèâíîãî ðàíäîìèçèðîâàííîãî àëãîðèòìà íàì äîñòàòî÷íî èìåòü ìíîæåñòâîñâèäåòåëüñòâ-êàíäèäàòîâ äëÿ ëþáîãî âõîäà. Îòìåòèì, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî êàíäèäàòîâäîëæíî ñîäåðæàòü äîñòàòî÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ.Â ïðèìåðå ïðîòîêîëà R âîçìîæíûìè ñâèäåòåëüñòâàìè ÿâëÿþòñÿ

Prim
(
n2

)
∼ n2/ lnn2ïðîñòûõ ÷èñåë èç èíòåðâàëà [2, n2]. Èç ýòèõ Prim

(
n2

) ñâèäåòåëüñòâ-êàíäèäàòîâ ïîêðàéíåé ìåðå Prim
(
n2

)
− (n − 1) ¾ãîâîðÿò, ÷òî x 6= y¿ � â ñëó÷àå ðàçëè÷íûõ âõîäîâ xè y.Ñëåäîâàòåëüíî, âåðîÿòíîñòü âûáîðà ñâèäåòåëüñòâà èç ìíîæåñòâà ñâèäåòåëüñòâ-êàíäèäàòîâ íå ìåíåå

n2

ln n2 − (n − 1)
n2

ln n2

≥ 1 − lnn2

n
.Òàêàÿ îöåíêà íàì ïîäõîäèò � ïîñêîëüêó ýòî çíà÷åíèå î÷åíü áëèçêî ê 1. Íî äàæå âñèòóàöèè, êîãäà âåðîÿòíîñòü âûáîðà ñâèäåòåëüñòâà ñîñòàâëÿåò òîëüêî 1/2, èçáûòîêñâèäåòåëüñòâ âñ¼ åù¼ áîëåå ÷åì äîñòàòî÷åí: ïðè ñëó÷àéíîì âûáîðå íåñêîëüêèõ êàíäè-äàòîâ âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíîãî ñâèäåòåëüñòâà ðàñò¼ò äîñòàòî÷íîáûñòðî.Òåïåðü îòâåòèì íà òàêîé âîïðîñ: ïî÷åìó ìû âñ¼ æå íå ñïîñîáíû ýôôåêòèâíî íàéòèñâèäåòåëüñòâî ñ ïîìîùüþ êàêîãî-íèáóäü âñïîìîãàòåëüíîãî äåòåðìèíèðîâàííîãî àëãî-ðèòìà � âåäü âî ìíîæåñòâå ñâèäåòåëüñòâ-êàíäèäàòîâ èìååòñÿ î÷åíü ìíîãî ïîäõîäÿùèõ?Äåòåðìèíèðîâàííûé ïîäõîä ñîñòîÿë áû â òîì, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîâåðÿòü êàæ-äîå èç ñâèäåòåëüñòâ-êàíäèäàòîâ � ïðè÷¼ì òàê, ÷òîáû äîñòàòî÷íî áûñòðî íàéòè íóæíîåíàì ñâèäåòåëüñòâî. Íî ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ ðàçëè÷íûõ âõîäîâ ðàñïðåäå-ëåíèå ñâèäåòåëüñòâ ñðåäè êàíäèäàòîâ ìîæåò áûòü ñîâåðøåííî ðàçíûì. Ïîýòîìó äëÿêàæäîé çàðàíåå ïðåäëîæåííîé ñòðàòåãèè ïîèñêà âñåãäà ìîæíî íàéòè òàêèå âõîäû, ãäåýòà ñòðàòåãèÿ òåðïèò íåóäà÷ó � ò. å., äðóãèìè ñëîâàìè, íåäîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíà.Ðàññìîòðèì íàø ïðåäûäóùèé ïðèìåð. Äëÿ íåãî ìû äàæå ìîæåì äîêàçàòü, ÷òî íåñóùåñòâóåò ñòðàòåãèè, ïîçâîëÿþùåé ïàðå êîìïüþòåðîâ CI è CII ýôôåêòèâíî íàéòè ñâè-äåòåëüñòâî äëÿ ëþáîãî âõîäà (x, y). Ìû îïóñêàåì òåõíè÷åñêóþ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâàýòîãî ôàêòà, ïðèâåä¼ì èíòóèòèâíîå åãî îïèñàíèå.Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ïðîñòóþ ñòðàòåãèþ ïîèñêà � â êîòîðîé ïðîñòûå ÷èñëà ïåðåáè-ðàþòñÿ ïî ïîðÿäêó, îò íàèìåíüøåãî äî íàèáîëüøåãî. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëå n ïîïûòîêýòà ñòðàòåãèÿ íàõîäèò ñâèäåòåëüñòâî � ïîñêîëüêó ÷èñëî ¾êàíäèäàòîâ-íåñâèäåòåëüñòâ¿

13 Ñì. ðàçäåë 3.5.



8.4 Èçáûòîê ñâèäåòåëüñòâ è ïðîâåðêà ïðîñòîòû ÷èñëà 267íå ïðåâûøàåò n − 1. Ê ñîæàëåíèþ, n ïîïûòîê ïðèâîäÿò ê ñëîæíîñòè àëãîðèòìà
n · 4 · log2 n � ÷òî ïðåâûøàåò ñëîæíîñòü ïîñûëêè âñåõ áèòîâ îò CI ê CII.Ïî÷åìó æå íå ñóùåñòâóåò ãàðàíòèè òîãî, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ýòîé ñòðà-òåãèè ìû ìîæåì íàéòè ñâèäåòåëüñòâî ïîñëå ïðèìåíåíèÿ íåáîëüøîãî ÷èñëà ïîïûòîê?Ïîòîìó ÷òî äëÿ âõîäà (x, y), òàêîãî ÷òî

Number(x) − Number(y) = p1 · p2 · · · · · pk,ãäå k = n
2(log n)2 , à p1 < p2 · · · < pk ÿâëÿþòñÿ k íàèìåíüøèìè ïðîñòûìè ÷èñëàìè, ýòîéñòðàòåãèè äëÿ íàõîæäåíèÿ ñâèäåòåëüñòâà òðåáóåòñÿ k+1 ïîïûòêà. È î÷åâèäíî, ÷òî äëÿëþáîé äðóãîé íóìåðàöèè ïðîñòûõ ÷èñåë ìîæíî íàéòè òàêèå âõîäíûå äàííûå, êîòîðûåäëÿ íàõîæäåíèÿ ñâèäåòåëüñòâà òðåáóþò òàêîãî æå ÷èñëà ïîïûòîê.Ìåòîä èçáûòêà ñâèäåòåëüñòâ âåñüìà óñïåøíî ïðèìåíÿåòñÿ ïðè ðàçðàáîòêå ðàíäî-ìèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ. Ýôôåêòèâíàÿ ðàíäîìèçèðîâàííàÿ ïðîâåðêà ÷èñëà íà ïðî-ñòîòó14 ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íûì ïðàêòè÷åñêèì ïðèëîæåíèåì ýòîãî ìåòîäà. Íàèáîëåå èç-âåñòíûé äåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì äëÿ ïðîâåðêè ÷èñëà íà ïðîñòîòó ïîòðåáîâàëáû ìèëëèàðäû ëåò ðàáîòû � äëÿ ÷èñåë, èìåþùèõ îáû÷íûé äëÿ ñîâðåìåííûõ êðèï-òîãðàôè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé ðàçìåð. Íî îáúÿñíÿòü ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ïîäõîäÿùåãîñâèäåòåëüñòâà äëÿ ïðîâåðêè ÷èñëà íà ïðîñòîòó � ýòî ñëèøêîì ñëîæíàÿ çàäà÷à äëÿ íà-øåé êíèãè. Âìåñòî íå¼ ìû ðåøèì òîëüêî îäíó âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó, íåîáõîäèìóþäëÿ ýòîé ïðîâåðêè � à èìåííî, ïîêàæåì, êàê ðàçðàáîòàòü ýôôåêòèâíûé ðàíäîìèçè-ðîâàííûé àëãîðèòì, êîòîðûé ïðîâåðÿåò ïðîñòîòó âñåõ íå÷¼òíûõ ÷èñåë ñ íå÷¼òíûìçíà÷åíèåì n−1

2 .Âî-ïåðâûõ � ÷òî îçíà÷àåò òåðìèí ¾ýôôåêòèâíûé¿ äëÿ çàäà÷ òåîðèè ÷èñåë? Äëÿíåêîòîðîãî ÷èñëà n ðàçìåð âõîäà, ðàâíîãî n, ñîñòàâëÿåò dlog2 ne. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òîïîëèíîìèàëüíî-âðåìåííîé àëãîðèòì äëÿ ïðîâåðêè ïðîñòîòû ÷èñëà äîëæåí èìåòü âðå-ìåíí�óþ ñëîæíîñòü, ÿâëÿþùóþñÿ ïîëèíîìîì îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèÿ log2 n. Âî ìíîãèõïðèëîæåíèÿõ íàì íóæíî ïðîâåðèòü ìíîãèå ñîòíè öèôð (íàïðèìåð, ïðè log10 n ≈ 500)� è, ñëåäîâàòåëüíî, ìû íå ìîæåì äîïóñòèòü íè ýêñïîíåíöèàëüíîé ñëîæíîñòè, íè ïî-ëèíîìèàëüíîé ñ äîñòàòî÷íî áîëüøîé ñòåïåíüþ ïîëèíîìà.Íàèâíûé äåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì, êîòîðûé ïðîâåðÿåò, äåéñòâèòåëüíî ëèíåêîòîðîå ÷èñëî èç ìíîæåñòâà {2, 3, . . . , b√nc} ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì çàäàííîãî n, èìååòýêñïîíåíöèàëüíóþ ñëîæíîñòü îòíîñèòåëüíî log2 n (ñëîæíîñòü íå ìåíåå √
n = 2

log2 n

2 ).Â ýòîì ïîäõîäå ñâèäåòåëüñòâîì ôàêòà ¾÷èñëî p ñîñòàâíîå¿ ÿâëÿåòñÿ êàæäîå íàòóðàëü-íîå ÷èñëî m > 1, íå ðàâíîå p è ÿâëÿþùååñÿ äåëèòåëåì n. Íî òàêèõ ñâèäåòåëüñòâ15 äëÿðàçðàáîòêè ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåäîñòàòî÷íî. Åñëè n = p ·q äëÿäâóõ ïðîñòûõ ÷èñåë p è q, òî ñóùåñòâóþò òîëüêî äâà ñâèäåòåëüñòâà òîãî ôàêòà, ÷òî÷èñëî n ñîñòàâíîå � ýòî p è q; ïðè ýòîì ÷èñëî ñâèäåòåëüñòâ-êàíäèäàòîâ åñòü ïî êðàéíåéìåðå Ω(
√

n). Ñëåäîâàòåëüíî, â äàííîì ñëó÷àå íàì íåîáõîäèì äðóãîé ïîäõîä ê äàííîéïðîáëåìå.Òåîðåìà 8.8 (ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà). Äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî p è ëþáîãî íàòó-ðàëüíîãî a, òàêèõ ÷òî ÍÎÄ (a, p) = 1,
ap−1 mod p = 1.

14 Çàìåòèì, ÷òî ýòà çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê ñàìûì ôóíäàìåíòàëüíûì àëãîðèòìè÷åñêèì ïðîáëå-ìàì, èìåþùèì îãðîìíóþ ïðàêòè÷åñêóþ âàæíîñòü.
15 Îíè îñíîâàíû íà êëàññè÷åñêîì îïðåäåëåíèè ïðîñòûõ ÷èñåë.
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c · d mod p = 0 ⇔ c mod p = 0 èëè d mod p = 0. (8.2)Ïóñòü a � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òàêîå ÷òî ÍÎÄ (a, p) = 1. Ðàññìîòðèì÷èñëà
m1 = 1 · a, m2 = 2 · a, . . . , mp−1 = (p − 1) · a.Äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî äëÿ âñåõ u, v ∈ {1, . . . , p − 1}, òàêèõ ÷òî u 6= v,

mu mod p 6= mv mod pÏðåäïîëîæèì, ÷òî
mu mod p = mv mod päëÿ íåêîòîðûõ u, v ∈ {1, . . . , p − 1}, ïðè÷¼ì u > v. Òîãäà p ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà

mu − mv = u · a − v · a = (u − v) · a.Íî ýòî íåâîçìîæíî � ïîòîìó ÷òî:
• u − v < p, ïîýòîìó p íå ìîæåò áûòü äåëèòåëåì ÷èñëà u − v;
• ÍÎÄ (a, p) = 1, ñëåäîâàòåëüíî, p íå ìîæåò áûòü äåëèòåëåì ÷èñëà a.Ñëåäîâàòåëüíî,

|{m1 mod p, m2 mod p, . . . , mp−1 mod p}| = p − 1.Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî êàæäîå èç ÷èñåë mi mod p îòëè÷íî îò 0 (íè îäíî mi íåäåëèòñÿ íà p). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò. å. ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî u

mu mod p = (u · a) mod p = 0.Ïðèìåíÿÿ (8.2), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî
u mod p = 0 èëè a mod p = 0.Íî ðàññìàòðèâàåìîå íàìè p íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íè u, íè a � ïîñêîëüêó u < p èÍÎÄ (a, p) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

{m1 mod p, m2 mod p, . . . , mp−1 mod p} = {1, 2, . . . , p − 1}. (8.3)Òåïåðü ðàññìîòðèì ÷èñëî
m = m1 · m2 · · · · · mp−1.Ïî îïðåäåëåíèþ mi, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

m = 1 · a · 2 · a · · · · · (p − 1) · a = 1 · 2 · · · · · (p − 1) · ap−1. (8.4)Ñîâïàäåíèå ìíîæåñòâ (8.3) âëå÷¼ò ðàâåíñòâî
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m mod p = 1 · 2 · · · · · (p − 1) mod p. (8.5)Èç ðàâåíñòâ (8.4) è (8.5) ñëåäóåò, ÷òî

1 · 2 · · · · · (p − 1) · ap−1 mod p = 1 · 2 · · · · · (p − 1) mod p,ò. å.
ap−1 mod p = 1.

utÑëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îáîáùàåò ìàëóþ òåîðåìó Ôåðìà.
p ïðîñòîå ⇐⇒ äëÿ âñåõ a ∈ {1, . . . , p − 1}

a
p−1
2 mod p ∈ {1, p− 1}.Ýòî óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò ââåñòè àëüòåðíàòèâíîå îïðåäåëåíèå ïðîñòûõ ÷èñåë. Ñî-ãëàñíî åìó, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü íîâîå ñâîéñòâî ñâèäåòåëüñòâà äëÿ ñîñòàâíûõ ÷èñåë �à èìåííî, òàêîå:÷èñëî a ∈ {1, . . . , n − 1} ÿâëÿåòñÿ ñâèäåòåëüñòâîì òîãî, ÷òî íåêîòîðîå nÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíûì, åñëè

a
n−1

2 mod n /∈ {1, n− 1}.Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ íå÷¼òíûõ ñîñòàâíûõ ÷èñåë n ñ íå÷¼òíûìçíà÷åíèåì n−1
2 ó íàñ åñòü äîñòàòî÷íî ìíîãî (èçáûòîê) ñâèäåòåëüñòâ íåîáõîäèìîãî íàìôàêòà � òîãî, ÷òî n ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíûì.Òåîðåìà 8.9. Äëÿ êàæäîãî íå÷¼òíîãî íàòóðàëüíîãî n ñ íå÷¼òíûì çíà÷åíèåì n−1

2
(ò. å. åñëè n mod 4 = 3) âûïîëíåíî ñëåäóþùåå:(a) åñëè n � ïðîñòîå, òî

a
n−1

2 mod n ∈ {1, n − 1} äëÿ âñåõ a ∈ {1, . . . , n − 1};(b) åñëè n � ñîñòàâíîå, òî
a

n−1
2 mod n /∈ {1, n− 1}ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ ïîëîâèíû ÷èñåë a èç ìíîæåñòâà {1, . . . , n − 1}.Óïðàæíåíèå 8.10.∗ Äîêàæèòå òåîðåìó 8.9.Èòàê, äëÿ ëþáîãî ñîñòàâíîãî ÷èñëàm, òàêîãî ÷òî m mod 4 = 3, âåðîÿòíîñòü âûáîðàñâèäåòåëüñòâà òîãî, ÷òî ÷èñëî m ñîñòàâíîå, ñîñòàâëÿåò ïî êðàéíåé ìåðå 1/2. Íî ÷òîáûóäîâëåòâîðèòü íàøèì òðåáîâàíèÿì èçáûòêà ñâèäåòåëüñòâ, ìû äîëæíû åù¼ îáúÿñíèòü,êàê èìåííî ìîæíî ýôôåêòèâíî âû÷èñëèòü çíà÷åíèå a

n−1
2 mod n.Î÷åâèäíî, ÷òî íàì íåëüçÿ äåëàòü ýòî ïóò¼ì n−1

2 óìíîæåíèé íà a � ïîñêîëüêó âýòîì ñëó÷àå âðåìåíí�àÿ ñëîæíîñòü îòíîñèòåëüíî dlog2 ne ýêñïîíåíöèàëüíàÿ. Îäíàêîïðè b = 2k âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ab mod p ìîæíî ïóò¼ì k óìíîæåíèé � ñ ïîìîùüþñëåäóþùåãî ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíîãî âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò:
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a2 mod p = a · a mod p,

a4 mod p = (a2 mod p) · (a2 mod p) mod p,

a8 mod p = (a4 mod p) · (a4 mod p) mod p,...
a2k

mod p = (a2k−1

mod p)2 mod p.Òåïåðü ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé, êîãäà äëÿ íåêîòîðûõ k ∈ IN è bi ∈ {0, 1} ïðè i =
1, . . . , k ÷èñëî b ïðåäñòàâëåíî êàê

b =
k∑

i=1

bi · 2i−1� ò. å. b = Number (bkbk−1 . . . b1). Ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü ab â âèäå
ab = ab1·20 · ab2·21 · ab3·22

. . . · abk·2k−1

.Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïîäñ÷¼òà çíà÷åíèÿ ab mod p ìû ñíà÷àëà âû÷èñëÿåì âñå ÷èñëà
ai = a2i

mod pìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíîãî âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò. Ïîñëå ýòîãî ìû âû÷èñëÿåì ïðîèçâå-äåíèå ïî ìîäóëþ p âñåõ òàêèõ ÷èñåë ai, äëÿ êîòîðûõ bi = 1. Ïðèìåíåíèå ýòîãî ïîäõîäàäëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ a
n−1

2 mod n (äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ {1, . . . , n−1}) èìååò òî ïðå-èìóùåñòâî, ÷òî â ïðîöåññå âñåãî âû÷èñëåíèÿ ìû ðàáîòàåì òîëüêî ñ ÷èñëàìè ìíîæåñòâà
{0, 1, . . . , n−1} � ò. å. ñ òàêèìè, äëèíà äâîè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êîòîðûõ íå ïðåâûøàåò
dlog2 ne. ×èñëî óìíîæåíèé äëÿ ýòèõ ÷èñåë ïðè âû÷èñëåíèè çíà÷åíèÿ a

n−1
2 mod n íåïðåâûøàåò

2 · dlog2

n − 1

2
e ∈ O(log2 n).Ïðèìåíÿÿ ëîãàðèôìè÷åñêîå èçìåðåíèå âðåìåííîé ñëîæíîñòè, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ñëîæ-íîñòü âñåãî âû÷èñëåíèÿ íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ O((log2 n)2).Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâå îïèñàííîé âûøå òåîðèè ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäó-þùèé ýôôåêòèâíûé ðàíäîìèçèðîâàííûé àëãîðèòì ïðîâåðêè ïðîñòîòû ÷èñëà.Àëãîðèòì Ñîëîâåÿ�ØòðàññåíàÂõîä: Íå÷¼òíîå ÷èñëî n ñ íå÷¼òíûì çíà÷åíèåì n−1

2 .Ýòàï 1. Âûáðàòü íåêîòîðîå ñëó÷àéíîå a ∈ {1, 2, . . . , n − 1}, ïðèìåíÿÿ ðàâíîìåðíîåðàñïðåäåëåíèå.Ýòàï 2. x := a
n−1

2 (mod n).Ýòàï 3. if x ∈ {1, n− 1}then output (¾ïðîñòîå¿)else output (¾ñîñòàâíîå¿)Ïðîàíàëèçèðóåì âåðîÿòíîñòü îøèáêè äàííîãî ðàíäîìèçèðîâàííîãî àëãîðèòìà ïðî-âåðêè ïðîñòîòû ÷èñëà.Åñëè n ïðîñòîå, òî, ñîãëàñíî òåîðåìå 8.9 (a), äëÿ âñåõ a ∈ {1, . . . , n − 1}
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a

n−1
2 (mod n) ∈ {1, n − 1}� ïðè ýòîì àëãîðèòì âñåãäà âûâîäèò ¾ïðîñòîå¿, ò. å. âåðîÿòíîñòü îøèáêè ðàâíà 0.Åñëè æå n ñîñòàâíîå, òî, ñîãëàñíî òåîðåìå 8.9 (b), ñëó÷àéíî âûáðàííîå çíà÷åíèå

a ∈ {1, 2, . . . , n − 1} ÿâëÿåòñÿ ñâèäåòåëüñòâîì òîãî, ÷òî n ñîñòàâíîå, ñ âåðîÿòíîñòüþíå ìåíåå 1/2. Ñëåäîâàòåëüíî, âåðîÿòíîñòü îøèáêè íå ïðåâûøàåò 1/2 � íî î÷åâèäíî,÷òî îíà âñ¼ æå ñëèøêîì âåëèêà. Ïîýòîìó èç ìíîæåñòâà {1, . . . , n − 1} ìû íåçàâèñèìîâûáèðàåì, íàïðèìåð, 20 ñëó÷àéíûõ ÷èñåë a1, . . . , a20 âìåñòî îäíîãî � è âûäà¼ì îòâåò¾ïðîñòîå¿ òîëüêî åñëè äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . , 20} âûïîëíåíû óñëîâèÿ
a

n−1
2

i mod n ∈ {1, n− 1}.Ïðè ýòîì ìû ïîíèæàåì âåðîÿòíîñòü îøèáêè äî çíà÷åíèÿ
1

220
< 10−6.Óïðàæíåíèå 8.11. Êàê ñèëüíî ìîæíî ïîíèçèòü âåðîÿòíîñòü îøèáêè àëãîðèòìàÑîëîâåÿ�Øòðàññåíà ïóò¼ì k ≥ 2 íåçàâèñèìûõ âûïîëíåíèé? Ïðèâåäèòå ïîäðîáíîåîáîñíîâàíèå ñâîåãî îòâåòà.8.5 Äàêòèëîñêîïè÷åñêèå ìåòîäûè ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ ïîëèíîìîâÂ ðàçäåëå 8.3 ìû ïðèìåíèëè ìåòîä èçáûòêà ñâèäåòåëüñòâ äëÿ ðàçðàáîòêè ýôôåêòèâ-íîãî ðàíäîìèçèðîâàííîãî êîììóíèêàöèîííîãî ïðîòîêîëà, ïðåäíàçíà÷åííîãî äëÿ ñðàâ-íåíèÿ äâóõ áîëüøèõ ÷èñåë Number (x) è Number (y). Ýòîò ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé ìåòîäàèçáûòêà ñâèäåòåëüñòâ íàçûâàåòñÿ äàêòèëîñêîïè÷åñêèì ìåòîäîì; îáîáù¼ííî îí ìîæåòáûòü îïèñàí ñëåäóþùèì îáðàçîì.Äàêòèëîñêîïè÷åñêèé ìåòîäÏîñòàíîâêà çàäà÷è: Îïðåäåëèòü ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ îáúåêòîâO1 è O2, ïîëíûå îïè-ñàíèÿ êîòîðûõ ñëèøêîì âåëèêè. Ïóñòü M � íåêîòîðîå ¾ïîäõîäÿùåå¿ ìíîæåñòâîîòîáðàæåíèé, äåéñòâóþùèõ èç ìíîæåñòâà âñåõ âîçìîæíûõ ïîëíûõ îïèñàíèé ýòèõîáúåêòîâ âî ìíîæåñòâî èõ ÷àñòè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé (¾îòïå÷àòêîâ ïàëüöåâ¿).Ýòàï 1. Ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáðàòü íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå h èç ìíîæåñòâà M .Ýòàï 2. Âû÷èñëèòü h(O1) è h(O2).(Ïðè ýòîì h(O) íàçûâàåòñÿ îòïå÷àòêàìè ïàëüöåâ îáúåêòà O.)Ýòàï 3. if h(O1) = h(O2)then output ¾O1 è O2 ýêâèâàëåíòíû¿else output ¾O1 è O2 íå ýêâèâàëåíòíû¿Äëÿ ðàíäîìèçèðîâàííîãî ïðîòîêîëà, ðàçðàáîòàííîãî â ðàçäåëå 8.3, îáúåêòàìè O1 è

O2 ÿâëÿëèñü äâà áîëüøèõ ÷èñëà, ñîñòîÿùèå èç n áèòîâ (n = 1016). Ìíîæåñòâî M ïðèýòîì áûëî
M = {hp | p ïðîñòîå, p ≤ n2, hp(m) = m mod p äëÿ âñåõ m ∈ IN0}.
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hp(O1) = O1 mod p è hp(O2) = O2 mod páûëè îòïå÷àòêàìè ïàëüöåâ îáúåêòîâ O1 è O2.Îñíîâíàÿ èäåÿ ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå hp(O) ñóùåñòâåííî êî-ðî÷å ïðåäñòàâëåíèÿ ñàìîãî îáúåêòà O � ïîýòîìó ñðàâíåíèå çíà÷åíèé hp(O1) è hp(O2)ñóùåñòâåííî ïðîùå, ÷åì íåïîñðåäñòâåííîå ñðàâíåíèå îáúåêòîâ O1 è O2. Íî â ïîëíîéìåðå ïðèìåíèòü ýòó èäåþ ìîæíî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà hp(Oi) ÿâëÿåòñÿ íåïîëíûìîïèñàíèåì îáúåêòà Oi � è ïîýòîìó â ïðèíöèïå âîçìîæíî ïðèíÿòèå íåïðàâèëüíîãî ðå-øåíèÿ.Âòîðàÿ èäåÿ, òàêæå íåîáõîäèìàÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî íàìè äàêòèëîñêîïè÷åñêîãîìåòîäà, îñíîâàíà íà ìåòîäå èçáûòêà ñâèäåòåëüñòâ. Ïóñòü M � ìíîæåñòâî ñâèäåòåëüñòâ-êàíäèäàòîâ òîãî ôàêòà, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå âõîäíûå îáúåêòû O1 è O2 íå ñîâïàäàþò.Åñëè äëÿ ëþáîé òàêîé ïàðû îáúåêòîâ âî ìíîæåñòâå M ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî ìíîãî16ñâèäåòåëüñòâ ôàêòà O1 6= O2, òî ìû ìîæåì óìåíüøèòü âåðîÿòíîñòü îøèáêè äî ñêîëüóãîäíî ìàëîãî çíà÷åíèÿ.Èñêóññòâî ïðèìåíåíèÿ äàêòèëîñêîïè÷åñêîãî ìåòîäà îñíîâàíî íà ïîäõîäÿùåì âûáî-ðå ìíîæåñòâàM . Ñ îäíîé ñòîðîíû, ñàìè ¾îòïå÷àòêè ïàëüöåâ¿ äîëæíû áûòü êàê ìîæíîáîëåå êîðîòêèìè � äëÿ òîãî, ÷òîáû ñäåëàòü èõ ñðàâíåíèå êàê ìîæíî áîëåå ýôôåêòèâ-íûì. À ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíè äîëæíû ñîäåðæàòü êàê ìîæíî áîëüøå èíôîðìàöèè îñðàâíèâàåìûõ îáúåêòàõ17 � äëÿ òîãî, ÷òîáû îãðàíè÷èòü âåðîÿòíîñòü ïîòåðè òîé ÷àñòèíåîáõîäèìîé èíôîðìàöèè, êîòîðàÿ è ðàçëè÷àåò äâà îáúåêòà ïî èõ îòïå÷àòêàì ïàëü-öåâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçðàáîò÷èêè àëãîðèòìîâ ïðè âûáîðå êîíêðåòíîãî îòîáðàæåíèÿèç O â h(O) äîëæíû ¾ñîáëþäàòü ðàâíîâåñèå¿ ìåæäó ñòåïåíüþ ñæàòèÿ ñ îäíîé ñòî-ðîíû � è ïîëó÷àþùåéñÿ âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè ñ äðóãîé. Â ðàçäåëå 8.3 ìû ïîëó÷èëèâåðîÿòíîñòü îøèáêè, ñòðåìÿùóþñÿ ê 0 ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðà âõîäà, � è ïðè ýòîìäëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî îòîáðàæåíèÿ èç O â h(O) äîáèëèñü ëîãàðèôìè÷åñêîãî ñæàòèÿ.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ äàêòèëîñêîïè÷åñêîãî ìåòîäà ðàññìîòðèì ñëåäó-þùóþ ïðîáëåìó ýêâèâàëåíòíîñòè. Îíà çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè, ýêâèâàëåíòíû ëèäëÿ íåêîòîðîãî çàäàííîãî ïðîñòîãî p äâà ïîëèíîìà îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ íàäêîíå÷íûì ïîëåì ZZp.18 Äëÿ ýòîé ïðîáëåìû íåèçâåñòíî äåòåðìèíèðîâàííûõ ïîëèíîìè-àëüíî-âðåìåíí�ûõ àëãîðèòìîâ � íî îíà ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî ðåøåíà äàêòèëîñêîïè-÷åêèì ìåòîäîì.Íà ïåðâûé âçãëÿä íåïîíÿòíî, ïî÷åìó íå ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�ûõ àë-ãîðèòìîâ äëÿ äàííîé ïðîáëåìû: âåäü ñðàâíåíèå äâóõ ïîëèíîìîâ ìîæåò áûòü ïðîâåäåíîïóò¼ì ïðîñòîãî ñðàâíåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëàãàåìûõ, ïîñêîëüêó äâàïîëèíîìà, P1 è P2, ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå êîýôôèöèåíòû P1ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîýôôèöèåíòàìè P2. Íî ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,

16 Îòíîñèòåëüíî |M |.
17 Ýòî è ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé òîãî, ÷òî äàííûé ìåòîä ïîëó÷èë íàçâàíèå äàêòèëîñêîïè÷åñêîãî �ïîñêîëüêó â êðèìèíàëèñòèêå ¾íàñòîÿùèå¿ îòïå÷àòêè ïàëüöåâ ðàññìòàðèâàþòñÿ â êà÷åñòâåïðàêòè÷åñêè îäíîçíà÷íîé èäåíòèôèêàöèè ÷åëîâåêà.
18 Äâà ïîëèíîìà P1(x1, . . . , xn) è P2(x1, . . . , xn) íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè íàä ïîëåì ZZp,åñëè äëÿ âñåõ (α1, . . . , αn) ∈ (ZZp)

n âûïîëíåíî ñëåäóþùåå:
P1(α1, . . . , αn) ≡ P2(α1, . . . , αn) (mod p).



8.5 Äàêòèëîñêîïèÿ è ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ ïîëèíîìîâ 273÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ òàêîãî ñðàâíåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ìû äîëæíû ñíà÷àëà ïåðåâåñòèïîëèíîì â ò. í. íîðìàëüíóþ ôîðìó; åþ äëÿ ïîëèíîìà íàä n ïåðåìåííûìè x1, x2, . . . , xn,èìåþùåãî ñòåïåíü19 d, ÿâëÿåòñÿ
d∑

i1=0

d∑

i2=0

. . .
d∑

in=0

ci1,i2,...,in
· xi1

1 · xi2
2 · . . . · xin

n .Îäíàêî âõîäíûå ïîëèíîìû, äëÿ êîòîðûõ ìû äîëæíû ïðîâåðèòü ýêâèâàëåíòíîñòü, ìî-ãóò èìåòü ïðîèçâîëüíóþ ôîðìó � íàïðèìåð, èìåòü âèä
P (x1, x2, x3, x4, x5, x6) = (x1 + x2)

10 · (x3 − x4)
7 · (x5 + x6)

20.Ïðèìåíÿÿ áèíîì Íüþòîíà
(x1 + x2)

n =

n∑

k=0

(
n

k

)
· xk

1 · xn−k
2 ,ìû ïîëó÷àåì, ÷òî P (x1, x2, x3, x4, x5, x6) èìååò â òî÷íîñòè (10 + 1) · (7 + 1) · (20 + 1) =

1848 ñëàãàåìûõ ñ íåíóëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè. Òàêèì îáðàçîì, íîðìàëüíàÿ ôîðìàïîëèíîìà ìîæåò áûòü ýêñïîíåíöèàëüíî äëèííåå åãî âõîäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ � ïîýòîìóìû, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ìîæåì ïîëó÷èòü íîðìàëüíóþ ôîðìó çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.Èòàê, åñëè ìû õîòèì ñîçäàòü ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì, òî äîëæíû íàéòè ïóòüäëÿ ñðàâíåíèÿ äâóõ ïîëèíîìîâ áåç ñîçäàíèÿ èõ íîðìàëüíîé ôîðìû. Äëÿ ýòîãî ìûè ïðèìåíÿåì äàêòèëîñêîïè÷åñêèé ìåòîä. Ïóñòü P1(x1, . . . , xn) è P2(x1, . . . , xn) � ïî-ëèíîìû íàä ïîëåì ZZp äëÿ çàäàííîãî ïðîñòîãî p. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåêîòîðîå
α = (α1, . . . , αn) ∈ (ZZp)

n ÿâëÿåòñÿ ñâèäåòåëüñòâîì òîãî, ÷òî
P1(x1, . . . , xn) 6≡ P2(x1, . . . , xn),åñëè

P1(α1, . . . , αn) mod p 6= P2(α1, . . . , αn) mod p.¾Íà ÿçûêå îòïå÷àòêîâ ïàëüöåâ¿ îòîáðàæåíèå
hα(P1) = P1(α1, . . . , αn) mod pêàê ðàç è ÿâëÿåòñÿ îòïå÷àòêàìè ïàëüöåâ ïîëèíîìà P1. Ïðèâåä¼ííîå âûøå îïðåäåëåíèåîòïå÷àòêîâ ïàëüöåâ (ñâèäåòåëüñòâ íåýêâèâàëåíòíîñòè) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ðàíäî-ìèçèðîâàííîìó àëãîðèòìó.

19 Çäåñü ñòåïåíüþ ïîëèíîìà îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ èç ñòåïåíåéïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â ýòîò ïîëèíîì.



274 8 ÐàíäîìèçàöèÿÀëãîðèòì AQPÂõîä: Ïðîñòîå p, íàòóðàëüíûå n è d. Äâà ïîëèíîìà P1 è P2 íàä n ïåðåìåííûìè
x1, . . . , xn; ñòåïåíü îáîèõ ïîëèíîìîâ íå ïðåâûøàåò d.Ýòàï 1. Âûáðàòü ñëó÷àéíûì îáðàçîì íåêîòîðûé íàáîð çíà÷åíèé α = (α1, . . . , αn) ∈
(ZZp)

n. 20Ýòàï 2. Âû÷èñëèòü ¾îòïå÷àòêè ïàëüöåâ¿ �
hα(P1) = P1(α1, . . . , αn) mod p è hα(P2) = P2(α1, . . . , αn) mod p.Ýòàï 3. if hα(P1) = hα(P2)then output (¾P1 ≡ P2¿)else output (¾P1 6≡ P2¿)Ïðîàíàëèçèðóåì âåðîÿòíîñòü îøèáêè àëãîðèòìà AQP. Åñëè ïîëèíîìû P1 è P2 íàäïîëåì ZZp ýêâèâàëåíòíû, òî äëÿ âñåõ íàáîðîâ (α1, α2, . . . , αn) ∈ (ZZp)

n âûïîëíåíî ðà-âåíñòâî
P1(α1, . . . , αn) = P2(α1, . . . , αn) (mod p).Ïîýòîìó äëÿ âõîäîâ P1 è P2 ïðè P1 ≡ P2 âåðîÿòíîñòü îøèáêè ðàâíà 0.Òåïåðü ïóñòü P1 è P2 � äâà ïîëèíîìà íàä ïîëåì ZZp, íå ÿâëÿþùèåñÿ ýêâèâàëåíòíû-ìè. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè p > 2nd âåðîÿòíîñòü îøèáêè àëãîðèòìà AQP ìåíüøå 1/2.Ñíà÷àëà îòìåòèì ñëåäóþùèé íåñëîæíûé ôàêò. Âîïðîñ, âåðíî ëè, ÷òî

P1(x1, . . . , xn) ≡ P2(x1, . . . , xn),ýêâèâàëåíòåí òàêîìó âîïðîñó: âåðíî ëè, ÷òî
Q(x1, . . . , xn) = P1(x1, . . . , xn) − P2(x1, . . . , xn) ≡ 0.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ïîëèíîìû P1 è P2 íåýêâèâàëåíòíû, òî ïîëèíîì Q íå ÿâëÿåòñÿòîæäåñòâåííûì íóë¼ì (íóëåâûì ïîëèíîìîì).Íàøåé îñíîâíîé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ: ÷èñëîêîðíåé ðàññìàòðèâàåìîãî íàìè ïîëèíîìà Q (çàâèñÿùåãî îò n ïåðåìåííûõ, èìåþùåãîñòåïåíü d è íå ÿâëÿþùåãîñÿ òîæäåñòâåííûì íóë¼ì) îãðàíè÷åíî. Èç ýòîãî ôàêòà áóäåòñëåäîâàòü, ÷òî äëÿ óòâåðæäåíèÿ
Q(α) 6≡ 0 (mod p) � ò. å. P1(α) 6≡ P2(α) (mod p)èìååòñÿ äîñòàòî÷íî ìíîãî ñâèäåòåëüñòâ � ò. å. äîñòàòî÷íî ìíîãî ñîîòâåòñòâóþùèõ α ∈

(ZZp)
n.Íà÷í¼ì ñ áîëåå ïðîñòîãî óòâåðæäåíèÿ � øèðîêî èçâåñòíîé òåîðåìû î êîëè÷åñòâåêîðíåé ïîëèíîìà îò îäíîé ïåðåìåííîé.Òåîðåìà 8.12. Ïóñòü ïîëèíîì P (x) (íàä ëþáûì ïîëåì) çàâèñèò îò îäíîé ïåðåìåí-íîé x è èìååò ñòåïåíü d. Òîãäà P èìååò íå áîëåå d êîðíåé � ëèáî îí òîæäåñòâåííîðàâåí 0.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå ïî èíäóêöèè îòíîñèòåëüíî ñòåïåíè d.

20 Âûáîð îñóùåñòâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íàä (ZZp)
n.Èíûìè ñëîâàìè � âñå âàðèàíòû çíà÷åíèé íàáîðà α ñ÷èòàþòñÿ ðàâíîâåðîÿòíûìè.



8.5 Äàêòèëîñêîïèÿ è ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ ïîëèíîìîâ 275
• Ïóñòü d = 0. Òîãäà P (x) = c äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû c. Åñëè c 6= 0 (â ïðîòèâíîìñëó÷àå P ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì íóë¼ì), òî P êîðíåé íå èìååò.
• Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèå òåîðåìû âûïîëíåíî äëÿ íåêîòîðîãî d − 1 ïðè d ≥ 1;äîêàæåì òàêîé æå ôàêò äëÿ çíà÷åíèÿ d.Ïóñòü P (x) 6≡ 0, è ïóñòü a � êîðåíü ïîëèíîìà P . Òîãäà

P (x) = (x − a) · P ′(x),ãäå P ′(x) = P (x)
(x−a) � íåêîòîðûé ïîëèíîì ñòåïåíè d − 1. Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþèíäóêöèè, P ′(x) èìååò íå áîëåå d − 1 êîðíåé. Ñëåäîâàòåëüíî, P (x) èìååò íå áîëåå

d êîðíåé. utÒåïåðü ìû ãîòîâû äîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ïðîñòîãî p ìíî-ãî ñâèäåòåëüñòâ íåýêâèâàëåíòíîñòè ðàçëè÷íûõ ïîëèíîìîâ P1 è P2 íàä ïîëåì ZZp.Òåîðåìà 8.13. Ïóñòü d, n è ïðîñòîå p � íåêîòîðûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, à
Q(x1, . . . , xn) 6≡ 0 � íåêîòîðûé ïîëèíîì íàä ïîëåì ZZp, çàâèñÿùèé îò n ïåðåìåííûõ
x1, . . . , xn, � ïðè÷¼ì ñòåïåíü ïîëèíîìà Q íå ïðåâûøàåò d.21 Òîãäà ÷èñëî êîðíåé ïî-ëèíîìà Q íå ïðåâûøàåò

n · d · pn−1.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì òåîðåìó 8.13 ïî èíäóêöèè îòíîñèòåëüíî n.
• Ïóñòü n = 1. Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå 8.12, ÷èñëî êîðíåé ïîëèíîìà Q(x1) íå ïðåâû-øàåò d, êîòîðîå ïðè n = 1 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå d = n · d · pn−1.
• Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå 8.13 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ çíà÷åíèÿ n−1 ïðè íåêîòîðîìíàòóðàëüíîì n. Äîêàæåì ýòî æå óòâåðæäåíèå äëÿ n.Ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü Q â âèäå

Q(x1, x2, . . . , xn) = Q0(x2, . . . xn) + x1 · Q1(x2, . . . , xn) + . . .

+ xd
1 · Qd(x2, . . . , xn)

=

d∑

i=0

xi
1 · Qi(x2, . . . , xn)äëÿ íåêîòîðûõ ïîëèíîìîâ

Q0(x2, . . . xn), Q1(x2, . . . , xn), . . . , Qd(x2, . . . , xn).Åñëè Q(α1, α2, . . . , αn) ≡ 0 (mod p) äëÿ íåêîòîðîãî α = (α1, . . . , αn) ∈ (ZZp)
n, òîâûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:(a) Qi(α2, . . . , αn) ≡ 0 (mod p) äëÿ âñåõ i = 0, 1, . . . , d ;(b) ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå j ∈ {0, 1, . . . , d}, òàêîå ÷òî Qi(α2, . . . , αn) 6= 0 (mod p), à

α1 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ïîëèíîìà
Q(x1) = Q0(α2, . . . αn) + x1 · Q1(α2, . . . , αn) + . . .

+ xd
1 · Qd(α2, . . . , αn).Òåïåðü ïîñ÷èòàåì ÷èñëî êîðíåé � îòäåëüíî äëÿ ñëó÷àåâ (a) è (b).

21 Èíûìè ñëîâàìè, ñòåïåíü êàæäîé ïåðåìåííîé ïîëèíîìà Q íå ïðåâûøàåò d.



276 8 Ðàíäîìèçàöèÿ(a) Ïîñêîëüêó Q(x1, . . . , xn) 6≡ 0, ñóùåñòâóåò ÷èñëî k ∈ {0, 1, . . . , d}, òàêîå ÷òî
Qk(x2, . . . , xn) 6≡ 0.Íà îñíîâå ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëî êîðíåé ïîëèíîìà

Qk íå ïðåâûøàåò çíà÷åíèÿ
(n − 1) · d · pn−2.Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò íå áîëåå (n−1) ·d ·pn−2 ýëåìåíòîâ α = (α2, . . . , αn) ∈

(ZZp)
n−1, òàêèõ ÷òî äëÿ âñåõ i ∈ {0, 1, 2, . . . , d}

Qi(α) ≡ 0 (mod p).Ïîñêîëüêó çíà÷åíèå α1 ïåðåìåííîé x1 íå ñâÿçàíî ñ óñëîâèåì (a), îíî ìîæåò áûòüâûáðàíî èç ìíîæåñòâà {0, 1, . . . , p− 1} ïðîèçâîëüíî. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåòíå áîëåå
p · (n − 1) · d · pn−2 = (n − 1) · d · pn−1ýëåìåíòîâ α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ (ZZp)

n, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì (a).(b) Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Q(x1) 6≡ 0 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ïîëèíîì Q èìååò íå áîëåå
d êîðíåé22 � ò. å. íå áîëåå d çíà÷åíèé α1 ∈ ZZp, òàêèõ ÷òî Q(α1) ≡ 0 (mod p).Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò íå áîëåå

d · pn−1çíà÷åíèé íàáîðîâ α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ (ZZp)
n, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñâîéñòâó(b).Îáúåäèíÿÿ ïîëó÷åííîå â (a) è (b), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëî êîðíåé ïîëèíîìà

Q(x1, . . . , xn) íå ïðåâûøàåò çíà÷åíèÿ
(n − 1) · d · pn−1 + d · pn−1 = n · d · pn−1.

utÑëåäñòâèå 8.14. Ïóñòü d, n è ïðîñòîå p � íåêîòîðûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, à
Q(x1, . . . , xn) 6≡ 0 � íåêîòîðûé ïîëèíîì íàä ïîëåì ZZp, çàâèñÿùèé îò n ïåðåìåííûõ
x1, . . . , xn, � ïðè÷¼ì ñòåïåíü ïîëèíîìà Q íå ïðåâûøàåò d. Òîãäà ÷èñëî ñâèäåòåëüñòâòîãî, ÷òî Q 6≡ 0, íå ìåíüøå, ÷åì

(
1 − n · d

p

)
· pn.Äîêàçàòåëüñòâî. ×èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà (ZZp)

n â òî÷íîñòè ðàâíî pn � à ñîãëàñíîòåîðåìå 8.13 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî íå áîëåå ÷åì n · d · pn−1 èç íèõ íå ÿâëÿþòñÿ ñâèäåòåëü-ñòâàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî ñâèäåòåëüñòâ íå ìåíüøå, ÷åì
pn − n · d · pn−1 =

(
1 − n · d

p

)
· pn.

ut
22 Ñì. òåîðåìó 8.12.



8.6 Çàêëþ÷åíèå 277Èòàê, èñïîëüçóÿ äëÿ âûáîðà çíà÷åíèé ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå, ìû ïîëó÷àåì,÷òî âåðîÿòíîñòü âûáîðà íåîáõîäèìîãî íàì ñâèäåòåëüñòâà23 èç pn ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà
(ZZp)

n áîëüøå èëè ðàâíà (
1 − n · d

p

)
.Äëÿ p > 2nd òàêàÿ âåðîÿòíîñòü áîëüøå 1/2. Ïîýòîìó, âûáèðàÿ íåñêîëüêî íåçàâèñè-ìûõ ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ èç ìíîæåñòâà (ZZp)

n, ìîæíî ñêîëü óãîäíî ïðèáëèçèòü ê 1âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ õîòÿ áû îäíîãî òðåáóåìîãî ñâèäåòåëüñòâà.Äëÿ íåêîòîðûõ ïðèëîæåíèé àëãîðèòìà AQP âàæíî, ÷òî ïðîñòîå p ìîæåò áûòüâûáðàíî ñïåöèàëüíûì, ïîäõîäÿùèì ñïîñîáîì � çàâèñÿùèì îò âõîäíûõ äàííûõ. Òàêàÿ¾ñòåïåíü ñâîáîäû¿ ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà â ñèòóàöèÿõ, ïîäîáíûõ ñâåä�åíèþ ïðîáëåìûýêâèâàëåíòíîñòè ê ñðàâíåíèþ äâóõ ïîëèíîìîâ. Îòìåòèì åù¼ ðàç, ÷òî ïðè ýòîì ìûíå íàêëàäûâàëè êàêèå-ëèáî îãðàíè÷åíèÿ íà ïîëå, íàä êîòîðûì ðàññìàòðèâàþòñÿ ýòèïîëèíîìû.8.6 Çàêëþ÷åíèåÌû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü ëþáîé ðàíäîìèçèðîâàííûé àëãîðèòì:
• êàê íåäåòåðìèíèðîâàííûé ñ íåêîòîðûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé äëÿ êàæäîãîíåäåòåðìèíèðîâàííîãî âûáîðà;
• èëè êàê ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé äëÿ ìíîæåñòâà äåòåðìèíèðîâàííûõ àëãîðèò-ìîâ.Ìû íàáëþäàåì àíàëîãè÷íîå ñëó÷àéíîå óïðàâëåíèå ðàáîòîé àëãîðèòìà â ïðèðîäå ôè-çè÷åñêèõ è áèîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ; åãî ãëàâíûå îñîáåííîñòè � ïðîñòîòà è ýôôåêòèâ-íîñòü. Àíàëîãè÷íî âñ¼ îáñòîèò è ïðè ïðîåêòèðîâàíèè àëãîðèòìîâ � ãäå ïðîñòûå ðàí-äîìèçèðîâàííûå àëãîðèòìû ÷àñòî îêàçûâàþòñÿ íàìíîãî áîëåå ýôôåêòèâíûìè, ÷åì èõëó÷øèå äåòåðìèíèðîâàííûå àíàëîãè.Ïðè ðàçðàáîòêå êîììóíèêàöèîííîãî ïðîòîêîëà, ïðåäíàçíà÷åííîãî äëÿ ñðàâíåíèÿñîäåðæèìîãî äâóõ áàç äàííûõ, ìû ïîëó÷èëè ïîó÷èòåëüíûé ïðèìåð òîãî, íà ÷òî ñïî-ñîáíà ðàíäîìèçàöèÿ: îòíîñèòåëüíî ñëîæíîñòè ðàññìîòðåííîãî íàìè ðàíäîìèçèðîâàí-íîãî ïðîòîêîëà ñëîæíîñòü ëó÷øåãî åãî äåòåðìèíèðîâàííîãî àíàëîãà ýêñïîíåíöèàëüíà.Èäåÿ ðàçðàáîòêè òàêîãî ðàíäîìèçèðîâàííîãî ïðîòîêîëà îñíîâàíà íà ìåòîäå èçáûòêàñâèäåòåëüñòâ. Ñâèäåòåëüñòâî � ýòî íåêîòîðàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ äëÿ âõîäà,ïîçâîëÿþùàÿ àëãîðèòìó íà åãî îñíîâå ýôôåêòèâíî ïîëó÷àòü ðåçóëüòàò � íåñìîòðÿ íàòî, ÷òî íàì íåèçâåñòíî24 ýôôåêòèâíûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ ïîäõîäîâ, ðåøàþùèõ ýòóïðîáëåìó.Äëÿ óñïåøíîé ðåàëèçàöèè ìåòîäà èçáûòêà ñâèäåòåëüñòâ ìû äîëæíû óìåòü íàõî-äèòü òàêîå ìíîæåñòâî ñâèäåòåëüñòâ-êàíäèäàòîâ, ÷òî ïîäìíîæåñòâî ñàìèõ ñâèäåòåëüñòâÿâëÿåòñÿ åãî ñóùåñòâåííîé ÷àñòüþ. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ñâèäåòåëü-ñòâî ïóò¼ì ñëó÷àéíîãî âûáîðà êàíäèäàòà èç òàêîãî ìíîæåñòâà � âîçìîæíî, ìíîãî-êðàòíîãî âûáîðà. Ïðè÷èíà íåâîçìîæíîñòè ýôôåêòèâíîãî äåòåðìèíèðîâàííîãî ïîèñêàïîäîáíîãî ñâèäåòåëüñòâà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñâèäåòåëüñòâà ðàñïðåäåëåíû ñðåäèêàíäèäàòîâ î÷åíü íåðåãóëÿðíî � ñëó÷àéíî. Âñëåäñòâèå ýòîé õàîòè÷åñêîé ñòðóêòóðû
23 Òîãî, ÷òî Q 6≡ 0 � ò. å. P1(x1, . . . , xn) 6≡ P2(x1, . . . , xn).
24 Èëè, áîëåå òîãî, èçâåñòíî, ÷òî íå ñóùåñòâóåò.



278 8 Ðàíäîìèçàöèÿñâèäåòåëüñòâ-êàíäèäàòîâ ïðè ïðèìåíåíèè ëþáîé ñòðàòåãèè äåòåðìèíèðîâàííîãî ïîèñ-êà èìååòñÿ ðèñê áîëüøîãî ÷èñëà ëîæíûõ ïîïûòîê. Äëÿ êàæäîé êîíêðåòíîé çàäà÷èèñêóññòâî ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà èçáûòêà ñâèäåòåëüñòâ çàêëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå ïîäõîäÿùå-ãî îïðåäåëåíèÿ ñàìîãî ïîíÿòèÿ ¾ñâèäåòåëüñòâî¿. Ìû óæå ïîêàçàëè, êàê ìîæíî îïðå-äåëèòü ýòî ïîíÿòèå äëÿ àëãîðèòìà ðàíäîìèçèðîâàííîé ïðîâåðêè ïðîñòîòû ÷èñëà �àëãîðèòìà, êîòîðûé ïðèìåíèì äëÿ âñåõ íå÷¼òíûõ n ñ íå÷¼òíûì çíà÷åíèåì (n−1)
2 . Îò-ìåòèì, ÷òî ðàññìîòðåííàÿ íàìè ôîðìóëèðîâêà ñâèäåòåëüñòâà äåëèìîñòè (îñíîâàííàÿíà àëüòåðíàòèâíîì îïðåäåëåíèè ñîñòàâíîãî ÷èñëà) ìîæåò áûòü ðàñøèðåíà � è èñïîëü-çîâàíà äëÿ ðàáîòû ñ ëþáûì íàòóðàëüíûì ÷èñëîì.Ñïåöèàëüíûì ñëó÷àåì ìåòîäà èçáûòêà ñâèäåòåëüñòâ ÿâëÿåòñÿ äàêòèëîñêîïè÷åñêèéìåòîä, ïðèìåíÿåìûé äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåì ýêâèâàëåíòíîñòè. Èäåÿ ýòîãî ìåòîäà ñîñòî-èò â îïèñàíèè îïðåäåëåíèÿ ¾îòïå÷àòêîâ ïàëüöåâ¿25 äëÿ ëþáîãî èñïîëüçóåìîãî â çàäà÷åñëîæíîãî îáúåêòà26 � è, òàêèì îáðàçîì, ñâîäèìîñòè ïðîâåðêè ýêâèâàëåíòíîñòè òàêèõñëîæíûõ îáúåêòîâ ê ýôôåêòèâíîìó ñðàâíåíèþ îòïå÷àòêîâ ïàëüöåâ. Ïðè òàêîì ïîäõîäåðîëü ñâèäåòåëüñòâà èãðàåò ñëó÷àéíî âûáèðàåìîå îòîáðàæåíèå èç ìíîæåñòâà ñëîæíûõîáúåêòîâ âî ìíîæåñòâî èõ îòïå÷àòêîâ ïàëüöåâ. Èñïîëüçóÿ äàêòèëîñêîïè÷åñêèé ìåòîäìû ìîæåì, íàïðèìåð, ðàçðàáîòàòü ýôôåêòèâíûé (ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåííîé) ðàíäî-ìèçèðîâàííûé àëãîðèòì ïðîâåðêè ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ ïîëèíîìîâ. Âñ¼ ýòî ïðåäñòàâ-ëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ � â ñâÿçè ñî ñëåäóþùèìè îáñòîÿòåëüñòâàìè:

• âî-ïåðâûõ, ìû íå çíàåì äåòåðìèíèðîâàííûõ ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�ûõ àëãîðèò-ìîâ ðåøåíèÿ äàííîé ïðîáëåìû ýêâèâàëåíòíîñòè;
• è, êðîìå òîãî, ñóùåñòâóþò ìíîãèå äðóãèå ïðîáëåìû, èìåþùèå áîëüøóþ ïðàêòè÷å-ñêóþ âàæíîñòü è äîïóñêàþùèå âîçìîæíîñòü ñâîäèìîñòè ê ïðîâåðêå ýêâèâàëåíòíî-ñòè äâóõ ïîëèíîìîâ.Ìîòâàíè è Ðàõàâàí â îðèãèíàëüíîé ðàáîòå [48] îïóáëèêîâàëè èñ÷åðïûâàþùèé îá-çîð ðàçðàáîòêè ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ. Ê ñîæàëåíèþ, ýòà ïðåâîñõîäíàÿ ìî-íîãðàôèÿ âðÿä ëè ìîæåò áûòü ðåêîìåíäîâàíà íîâè÷êàì � ïîñêîëüêó äàííàÿ òåìà î÷åíüñëîæíàÿ. Ââåäåíèå â ðàçðàáîòêó ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ ïðèâåäåíî â [30, 32](â îáåèõ êíèãàõ � â ãëàâàõ 5). Ìíîãî èíôîðìàöèè, ñâÿçàííîé ñ ðàíäîìèçèðîâàííûìèïðîòîêîëàìè, äàíî â [29, 31]. Ñèïñåð â [65] ïðèâ¼ë îïèñàíèå ïðèìåíåíèÿ ðàíäîìèçèðî-âàííîãî àëãîðèòìà, ïðîâåðÿþùåãî ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ ïîëèíîìîâ, � ýòîò àëãîðèòìèñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ñåìàíòè÷åñêîãî ñðàâíåíèÿ äâóõ ñòðóêòóð äàííûõ,èñïîëüçóåìûõ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ Áóëåâûõ ôîðìóë. Ïîäðîáíûé îáçîð èäåé è ìåòîäîâ,ñâÿçàííûõ ñ ðàçðàáîòêîé ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ âîîáùå, äàí Êàðïîì â [36].Ïåðâûå ðàíäîìèçèðîâàííûå ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�ûå àëãîðèòìû ïðîâåðêè ÷è-ñåë íà ïðîñòîòó áûëè ðàçðàáîòàíû Ñîëîâååì è Øòðàññåíîì â [53], Ìèëëåðîì â [47]è Ðàáèíîì â [54, 55]. Ëåòîì 2002 ãîäà Àãðàâàëîì, Êàéàëîì è Ñàêñåíîé áûë äîñòèã-íóò âàæíåéøèé ðåçóëüòàò � ðàçðàáîòàí ïåðâûé äåòåðìèíèðîâàííûé ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåííîé àëãîðèòì ïðîâåðêè ÷èñëà íà ïðîñòîòó, ñì. [44]. Ýòîò àëãîðèòì ðàáîòàåò çàâðåìÿ O((log2 n)12) äëÿ ëþáîãî âõîäà27 n � ïîýòîìó äëÿ ðåàëüíûõ ïðèëîæåíèé îí íåìîæåò áûòü ðàññìîòðåí â êà÷åñòâå ñåðü¼çíîãî êîíêóðåíòà ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãî-ðèòìîâ28.
25 Ò. å. êîðîòêîãî � íî ïðè ýòîì äîñòàòî÷íîãî (ðåëåâàíòíîãî) ÷àñòè÷íîãî îïèñàíèÿ.
26 Ò. å. îáúåêòà, èìåþùåãî ñëîæíîå ïîëíîå ïðåäñòàâëåíèå.
27 Íàïîìíèì, ÷òî äëèíà âõîäà äëÿ çàäàííîãî íàòóðàëüíîãî n ñîñòàâëÿåò dlog2(n + 1)e.
28 Âûïîëíÿþùèõñÿ çà âðåìÿ O((log2 n)3).



Âàøà èäåÿ � ñóìàñøåäøàÿ.Âîïðîñ ëèøü â òîì,íàñòîëüêî ëè îíà ñóìàñøåäøàÿ,÷òîáû áûòü ïðàâäîé.Í. Áîð9Òåîðèÿ ñâÿçè è êðèïòîãðàôèÿ
9.1 Öåëè è çàäà÷è ãëàâûÂ ïðîøëîì ñòîëåòèè òåîðåòè÷åñêàÿ èíôîðìàòèêà â ïåðâóþ î÷åðåäü çàíèìàëàñü èñ-ñëåäîâàíèåì ïîñëåäîâàòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìîäåëåé, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ò. í.êîíöåïöèè ôîí Íåéìàíà. Êàêîâû æå ãëàâíûå ïðîáëåìû áóäóùåãî èíòåðåñà ýòîé íà-óêè? Ñåé÷àñ ïîëüçîâàòåëü îáùàåòñÿ íå òîëüêî ñ êîíêðåòíûì êîìïüþòåðîì, íî è ñêîìïüþòåðíûìè ñåòÿìè � ñëîæíûì âçàèìîñâÿçàííûì ìèðîì, ïîëíûì àñèíõðîííûõ èíåïðåäñêàçóåìûõ äåéñòâèé. Òåêóùåå ïîíèìàíèå ïîíÿòèÿ ¾âû÷èñëåíèå¿ çäåñü ïîêà íåÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ãëóáîêèì, åãî óëó÷øåíèå � îäíà èç ãëàâíûõ çàäà÷ ñîâðåìåííûõèññëåäîâàíèé â èíôîðìàòèêå.Â êîðîòêîì îáçîðå âðÿä ëè ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî âñ¼ ìíîãîîáðàçèå èññëåäîâàòåëü-ñêèõ âîïðîñîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê ðàñïðåäåë¼ííûì âû÷èñëåíèÿì � ò. å. êî âñåâîçìîæíûìñâÿçÿì ìåæäó êîìïüþòåðàìè, ïðîöåññàìè è ïîëüçîâàòåëÿìè. Íàïðèìåð, ïðîáëåìû,ñâÿçàííûå ñ ðàçðàáîòêîé è àíàëèçîì êîììóíèêàöèîííûõ àëãîðèòìîâ (êîììóíèêàöè-îííûõ ïðîòîêîëîâ), à òàêæå ñ ðàçðàáîòêîé îáùåäîñòóïíûõ íàä¼æíûõ ñåòåé, íàïðÿìóþçàâèñÿò îò äîñòóïíûõ íàì òåõíîëîãèé ðàçðàáîòêè ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷íèÿ. Ýòè òåõ-íîëîãèè íàïðÿìóþ ñâÿçàíû ñ èñïîëüçóåìûì àïïàðàòíûì îáåñïå÷åíèåì (¾æåëåçîì¿),êîòîðîå ñòðåìèòåëüíî ðàçâèâàëîñü îò êëàññè÷åñêèõ òåëåôîííûõ äî îïòè÷åñêèõ ñåòåé� è êàæäàÿ íîâàÿ òåõíîëîãèÿ îòêðûâàþò ñâîé ìèð ïðîáëåì ðàçðàáîòêè è îïòèìèçàöèèàëãîðèòìîâ. È, ïîñêîëüêó íåâîçìîæíî ïðèâåñòè êîðîòêèé � íî â òî æå âðåìÿ äîñòàòî÷-íî ¼ìêèé � îáçîð ýòîé òåìû, ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ïîó÷èòåëüíîãî ïðèìåðàïðîåêòèðîâàíèÿ îáúåäèí¼ííîé ñåòè � äëÿ èëëþñòðàöèè ôîðìóëèðîâîê òåõ ïðîáëåì èìåòîäîâ, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â ýòîé îáëàñòè.Á�îëüøàÿ ÷àñòü ýòîé ãëàâû ïîñâÿùåíà êðèïòîãðàôèè � íàóêå, ñâÿçàííîé, â ïåðâóþî÷åðåäü, ñ ïðîáëåìàìè áåçîïàñíîñòè â êîììóíèêàöèîííûõ ñåòÿõ. Îñíîâíàÿ öåëü ãëàâûñîñòîèò â ðàññìîòðåíèè ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîíÿòèé êðèïòîãðàôèè � íóæíûõ äëÿ ïðî-åêòèðîâàíèÿ øèôðîâàëüíûõ ïðîòîêîëîâ (ìåòîäîâ), â êîòîðûõ ñîîáùåíèÿ, ïåðåäàííûåïî êîìïüþòåðíûì ñåòÿì îòêðûòûì îáðàçîì, îáëàäàþò ñëåäóþùèìè âîçìîæíîñòÿìè:
• îíè ñîõðàíÿþò êîíôèäåíöèàëüíîñòü � ò. å. íèêòî, çà èñêëþ÷åíèåì ïîëó÷àòåëÿ, íåìîæåò ïðî÷åñòü èõ èñõîäíûé òåêñò;
• îíè çàùèùåíû îò íåñàíêöèîíèðîâàííûõ ìàíèïóëÿöèé ñ äàííûìè.Â ñîâðåìåííîé ïðàêòèêå îñíîâíûå ïîíÿòèÿ êðèïòîãðàôèè � öèôðîâàÿ ïîäïèñü, ýëåê-òðîííàÿ êîììåðöèÿ, ýëåêòðîííûå âûáîðû è ò.ï. � èìåþò îãðîìíóþ âàæíîñòü. À âñÿ



280 9 Òåîðèÿ ñâÿçè è êðèïòîãðàôèÿñîâðåìåííàÿ êðèïòîãðàôèÿ êàê íàóêà ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì ïîíÿòèé,èäåé è ìåòîäîâ, ðàçâèòûõ â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ ýòîé êíèãè, � îñîáåííî òåîðèè ñëîæíî-ñòè, ïðîåêòèðîâàíèÿ àëãîðèòìîâ äëÿ ðåøåíèÿ òðóäíûõ ïðîáëåì, ðàíäîìèçàöèè. Áîëååòîãî, êðèïòîãðàôèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç òåõ îáëàñòåé íàóêè, êîòîðûå óäèâëÿþò ñâîèìèðåçóëüòàòàìè, ÷àñòî íàõîäÿùèìèñÿ â ïðîòèâîðå÷èè ñ íàøèì ïîâñåäíåâíûìæèçíåííûìîïûòîì. Ýòè ðåçóëüòàòû îòêðûâàþò âíóøèòåëüíûå âîçìîæíîñòè, ðàíåå ñ÷èòàâøèåñÿíåðåàëèñòè÷åñêèìè ìå÷òàìè. Èòàê, êðèïòîãðàôèÿ ÿâëÿåòñÿ èìåííî òîé îáëàñòüþ òåî-ðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè, êîòîðàÿ äåéñòâèòåëüíî ñïîñîáíà íàñ óäèâèòü, � è, ñëåäîâà-òåëüíî, â áîëüøåé ñòïåíè, ÷åì ëþáàÿ äðóãàÿ å¼ îáëàñòü, ñïîñîáíà ïðèâëå÷ü èíòåðåññòóäåíòîâ ê èçó÷åíèþ òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè âîîáùå.Ãëàâà îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàçäåë 9.2 ïîñâÿù¼í êëàññè÷åñêèì êðèï-òîãðàôè÷åñêèì ñèñòåìàì. Â ðàçäåëå 9.3 ïðåäñòàâëåíà êîíöåïöèÿ êðèïòîñèñòåì ñ îò-êðûòûì êëþ÷îì, à â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ðàññìîòðåíà èçâåñòíàÿ ñèñòåìà RSA. Âðàçäåëå 9.4 ïîêàçàíî èñïîëüçîâàíèå ïîäîáíûõ ñèñòåì äëÿ ðàçðàáîòêè êîììóíèêàöè-îííûõ ïðîòîêîëîâ ñ öèôðîâîé ïîäïèñüþ. Â ðàçäåëå 9.5 îïèñàíû ïðîòîêîëû ïåðåäà÷èäàííûõ, ïðèìåíÿþùèåñÿ â èíòåðàêòèâíûõ ñèñòåìàõ ïðîâåðêè äîêàçàòåëüñòâ � ðàíäî-ìèçèðîâàííûõ è ñ íóëåâûì ðàçãëàøåíèåì; ýòè ñèñòåìû íóæíû, íàïðèìåð, äëÿ ïðîâåð-êè ìàòåìàòè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâ áåç èõ ÷òåíèÿ. Íàêîíåö, â ðàçäåëå 9.6 ïðåäñòàâëåíàðàçðàáîòêà îáùåäîñòóïíîé êîììóíèêàöèîííîé ñåòè � êàê ïðèìåðà ðåøåíèÿ êîíêðåò-íîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è.9.2 Êëàññè÷åñêèå êðèïòîãðàôè÷åñêèå ñèñòåìûÊðèïòîëîãèÿ � íàçâàíèå íàóêè, êîòîðîå ïåðåâîäèòñÿ êàê ¾ñåêðåòíîå ïèñüìî¿; â íåéìû ðàçëè÷àåì êðèïòîãðàôèþ è êðèïòîàíàëèç. Êðèïòîãðàôèÿ ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêåêðèïòîñèñòåì,1 â ýòîé ãëàâå ìû áóäåì èìåòü äåëî òîëüêî ñ íåé. Òèïè÷íûé ñöåíàðèéðàáîòû êðèïòîãðàôè÷åñêîé ñèñòåìû, ðàññìàòðèâàåìûé äàëåå â ýòîé ãëàâå, ïðèâåä¼ííà ðèñ. 9.1.PSfrag replacements îòïðàâèòåëü ïîëó÷àòåëüïðîñòîéïðîñòîé êðèïòî-òåêñò òåêñòòåêñòêðèïòîàíàëèòèê
êëþ÷êëþ÷øèôðîâàíèå äåøèôðîâêà

Ðèñ. 9.1.Ïåðñîíà, íàçûâàåìàÿ îòïðàâèòåëåì, ïûòàåòñÿ îòïðàâèòü ñåêðåòíîå ñîîáùåíèåäðóãîé ïåðñîíå, íàçûâàåìîé ïîëó÷àòåëåì. Ñåêðåòíîå ñîîáùåíèå ìîæåò áûòü ïðåä-ñòàâëåíî êàê òåêñò � íàçûâàåìûé â êðèïòîëîãèè èñõîäíûì òåêñòîì. Ïðè ýòîì íåò èíîãî
1 À êðèïîàíàëèç ïîñâÿù¼í ìàòåìàòè÷åñêèì ìåòîäàì íàðóøåíèÿ êîíôèäåíöèàëüíîñòè èí-ôîðìàöèè áåç çíàíèÿ êëþ÷à, ò. å. èñêóññòâó ïðîâåäåíèÿ ò. í. êðèïòîàòàê � íåçàêîííîãîïåðåõâàòà ñîîáùåíèé è èõ ðàñøèôðîâêè (äåøèôðîâêè).



9.2 Êëàññè÷åñêèå êðèïòîãðàôè÷åñêèå ñèñòåìû 281ñïîñîáà ïåðåäà÷è ñåêðåòíîé èíôîðìàöèè, êðîìå êàê ÷åðåç îáùåäîñòóïíóþ ñåòü; ïîýòî-ìó íåëüçÿ èñêëþ÷èòü òî, ÷òî è ïîñòîðîííèå ëèöà ìîãóò ¾ñëóøàòü¿ ïåðåäàâàåìûå ïîñåòè ñîîáùåíèÿ. Íî ïîñòîðîííèé ÷åëîâåê íå äîëæåí èìåòü âîçìîæíîñòè óçíàòü íàøóòàéíó � ïîýòîìó ìû ïîñûëàåì ñîîáùåíèå â çàêîäèðîâàííîé ôîðìå. Ñïîñîá øèôðî-âàíèÿ (è äåøèôðîâêè) ÿâëÿåòñÿ îáùåé òàéíîé îòïðàâèòåëÿ è ïîëó÷àòåëÿ ñîîáùåíèÿ,ïðè÷¼ì øèôðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ò. í. êëþ÷à. Çàøèôðîâàííûé òåêñòíàçûâàåòñÿ êðèïòîòåêñòîì. Êðèïòîòåêñò ïåðåäà¼òñÿ ÷åðåç îáùåäîñòóïíóþ ñåòü. Ïîñëåïîëó÷åíèÿ êðèïòîòåêñòà ïîëó÷àòåëü åãî äåøèôðóåò, ïîëó÷àÿ èñõîäíûé òåêñò.Ôîðìàëüíî êðèïòîñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ òðîéêîé (K,A,S), ãäå:
• K � ìíîæåñòâî âñåõ äîïóñòèìûõ âàðèàíòîâ èñõîäíîãî òåêñòà;
• A � ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ êðèïòîòåêñòîâ;
• S � ìíîæåñòâî êëþ÷åé.×àñòî K = Σm äëÿ íåêîòîðûõ íàòóðàëüíîãî m è àëôàâèòà Σ. Ñìûñë òàêîãî äîïóùå-íèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî èñõîäíûé òåêñò äîëæåí áûòü ðàçäåë¼í íà áëîêè (ñëîâà) äëèíû
m, è ïðè ýòîì êàæäûé áëîê êîäèðóåòñÿ íåçàâèñèìî îò äðóãèõ. Â òàêîì ñëó÷àå ìûòàêæå îáû÷íî ñ÷èòàåì, ÷òî A = Γ k äëÿ íåêîòîðûõ íàòóðàëüíîãî k è àëôàâèòà Γ .Êàæäûé êëþ÷ α ∈ S îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå Eα,äåéñòâóþùåå èç K â A. Ïîýòîìó êîäèðîâàíèå ñîîòâåòñòâóåò âû÷èñëåíèþ Eα(x) äëÿèñõîäíîãî òåêñòà x ∈ K, à äåøèôðîâêà ñîîòâåòñòâóåò âû÷èñëåíèþ E−1

α (c) äëÿ êðèïòî-òåêñòà c ∈ A. Îáû÷íî äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ôóíêöèè E−1
α (îáðàòíîé ê Eα) ìû èñïîëüçóåìçàïèñü Dα.Îáùèå òðåáîâàíèÿ ê êðèïòîñèñòåìàì òàêîâû.

• Ôóíêöèè Eα è Dα äîëæíû áûòü ýôôåêòèâíî âû÷èñëèìûìè.
• Áåç çíàíèÿ êëþ÷à α çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ èñõîäíîãî òåêñòà x íà îñíîâå çàäàííîãîêðèïòîòåêñòà Eα(x) äîëæíà áûòü ¾òðóäíîé¿2.Ê ïðîñòåéøèì êðèïòîñèñòåìàì ìîæíî îòíåñòè CAESAR. Â íåé ìíîæåñòâî K èñ-õîäíûõ òåêñòîâ, à òàêæå ìíîæåñòâî A êðèïòîòåêñòîâ, ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõñëîâ íàä ëàòèíñêèì àëôàâèòîì ñ 26 ñèìâîëàìè.3 Ìíîæåñòâîì êëþ÷åé S ÿâëÿåòñÿ
{0, 1, 2, . . . , 25}.4 Äëÿ äàííîãî êëþ÷à k ∈ S êîäèðîâàíèå ñîñòîèò â çàìåíå êàæäîãîñèìâîëà èñõîäíîãî òåêñòà íà ñèìâîë, îòñòîÿùèé îò íåãî íà k øàãîâ íàïðàâî â àë-ôàâèòíîì ïîðÿäêå; à åñëè ïðè ýòîì ìû äîñòèãàåì êîíöà àëôàâèòà, òî öèêëè÷åñêèïðîäîëæàåì ñ åãî íà÷àëà. Íàïðèìåð, åñëè k = 3, òî çàäàííûé èñõîäíûé òåêñò

CRYPTOGRAPHYISFASCINATING,ìû çàìåíÿåì íà êðèïòîòåêñò
FUBSWRJUDSKBLVIDVFLQDWLQJ.Î÷åâèäíî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ äåøèôðîâêà çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåìåùåíèè íà k ñèìâî-ëîâ â îáðàòíîì ïîðÿäêå, ò. å. íàëåâî.

2 Ïî êðàéíåé ìåðå ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ñëîæíîñòè.
3 Áîëåå òîãî, ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü K è A êàê ëàòèíñêèé àëôàâèò � òî÷íåå, êàê ìíî-æåñòâî îäíîáóêâåííûõ ñëîâ íàä ýòèì àëôàâèòîì. Ïðè ýòîì ïðîñòåéøèå áëîêè èñõîäíîãîòåêñòà èìåþò äëèíó 1.
4 È èíîãäà òîæå ñ÷èòàåòñÿ ëàòèíñêèì àëôàâèòîì.



282 9 Òåîðèÿ ñâÿçè è êðèïòîãðàôèÿÒàêàÿ êðèïòîñèñòåìà î÷åíü ñëàáà: åñëè ìû çíàåì, ÷òî èñïîëüçóåòñÿ èìåííî ñèñòåìà
CAESAR, òî êðèïòîàíàëèòèê ïðîñòî ïåðåáèðàåò âñå êëþ÷è. Òàêèì îáðàçîì, ÷òî êðèï-òîñèñòåìà ñ ìàëûì ÷èñëîì êëþ÷åé ìàëîïðèãîäíà äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ:÷èñëî âîçìîæíûõ êëþ÷åé äîëæíî áûòü ñòîëü âåëèêî, ÷òîáû ïîïûòêà ïåðåáðàòü âñåêëþ÷è áûëà áû ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíîé.Ñèñòåìà CAESAR ìîæåò áûòü óëó÷øåíà ïóò¼ì ðàññìîòðåíèÿ êëþ÷åé èç ìíîæåñòâà
{0, 1, . . . , 25}m � äëÿ íåêîòîðîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî íàòóðàëüíîãî m. Ïðè ýòîì äëÿíåêîòîðîãî êëþ÷à

α = α1, α2, . . . , αmìû ðàçáèâàåì èñõîäíûé òåêñò íà áëîêè äëèíû m,5 ïîñëå ÷åãî çàìåíÿåì i-é ñèìâîëêàæäîãî áëîêà íà ñèìâîë, ïîëó÷àþùèéñÿ èç íåãî ñî ñäâèãîì íà αi ïîçèöèé íàïðàâî(ò. å. â àëôàâèòíîì ïîðÿäêå). Åñëè α = 3, 1, 6, òî äëÿ èñõîäíîãî òåêñòà
C R Y P T O G R A P H Y
3 1 6 3 1 6 3 1 6 3 1 6ìû ïîëó÷àåì êðèïòîòåêñò
F S E S U U J S G S I E.Ýòà êðèïòîñèñòåìà òîæå ìîæåò áûòü âçëîìàíà. Íàïðèìåð, äëÿ êðèïòîàòàê íà òàêèåñèñòåìû ìîãóò áûòü ïîëåçíûìè çíàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòèïîÿâëåíèÿ êîíêðåòíûõ ñèìâîëîâ â òåêñòàõ íà åñòåñòâåííûõ ÿçûêàõ. Îäíàêî ñóùåñòâó-þò è òàêèå êëàññè÷åñêèå êðèïòîñèñòåìû � ðàáîòàþùèå äîñòàòî÷íî áûñòðî êàê ïðèøèôðîâàíèè, òàê è ïðè äåøèôðîâêå � êîòîðûå ïðè ñîâðåìåííîì óðîâíå çíàíèé ïðàê-òè÷åñêè íåâîçìîæíî âçëîìàòü. Íåäîñòàòîê êëàññè÷åñêèõ êðèïòîñèñòåì ñîñòîèò â òîì,÷òî îíè îáû÷íî îñíîâàíû íà îáùåì ñåêðåòíîì êëþ÷å îòïðàâèòåëÿ è ïîëó÷àòåëÿ, èïðè ýòîì çíàíèå ìåõàíèçìà êîäèðîâàíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ïîäðàçóìåâàåò çíàíèå ìåõà-íèçìà äåøèôðîâêè.6 Ñëåäñòâèåì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îòïðàâèòåëü è ïîëó÷àòåëü ïåðåäíà÷àëîì ðàáîòû ñ êðèïòîñèñòåìîé äîëæíû ñîãëàñèòüñÿ èñïîëüçîâàòü ôèêñèðîâàííûéñåêðåòíûé êëþ÷, à äëÿ èçìåíåíèÿ ýòîãî êëþ÷à èìåòü ñïåöèàëüíûé êàíàë. È ãëàâíàÿòåìà ñëåäóþùåãî ðàçäåëà çàêëþ÷àåòñÿ èìåííî â òîì, êàê ìîæíî ðåøèòü ýòó ïðîáëåìó.9.3 Ñèñòåìû ñ îòêðûòûì êëþ÷îì è RSA-êîäèðîâàíèåÊëàññè÷åñêèå êðèïòîñèñòåìû, ââåä¼ííûå â ðàçäåëå 9.2, íàçûâàþòñÿ òàêæå ñèììåòðè-÷åñêèìè (ñèììåòðè÷íûìè) êðèïòîñèñòåìàì � ïîñêîëüêó çíàíèå àëãîðèòìà øèôðîâà-íèÿ [äåøèôðîâêè] àâòîìàòè÷åñêè äà¼ò îáðàòíûé àëãîðèòì � äåøèôðîâêè [øèôðîâà-íèÿ]. Âñëåäñòâèå ýòîãî îòïðàâèòåëü è ïîëó÷àòåëü îáëàäàþò îäèíàêîâûìè çíàíèÿìèî êðèïòîñèñòåìå, ò. å. îáëàäàþò îáùèì ñåêðåòíûì êëþ÷îì. È, ïîìèìî íåîáõîäèìîñòèäîãîâàðèâàòüñÿ îá ýòîì êëþ÷å áåç èñïîëüçîâàíèÿ êàêîãî-ëèáî áåçîïàñíîãî êàíàëà, óñèììåòðè÷åñêèõ êðèïòîñèñòåì åñòü è äðóãîé íåäîñòàòîê: åñëè â ñèñòåìó êîììóíèêà-öèè âõîäèò íåñêîëüêî ëèö (ñòîðîí), òî äëÿ íàðóøåíèÿ áåçîïàñíîñòè âñåãî ñåêðåòíîãîêîììóíèêàöèîííîãî îáìåíà äîñòàòî÷íî òîëüêî îäíîãî ïðåäàòåëÿ.

5 Ò. å. K è A ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè ñëîâ äëèíû m.
6 Íàïðèìåð, ÷àñòî êëþ÷è äëÿ øèôðîâàíèÿ è äåøèôðîâêè ñîâïàäàþò.



9.3 Ñèñòåìû ñ îòêðûòûì êëþ÷îì è RSA-êîäèðîâàíèå 283Ðåâîëþöèîííàÿ èäåÿ êðèïòîãðàôèè ñ îòêðûòûì êëþ÷îì, ïðåîäîëåâàþùàÿ óïîìÿ-íóòûå íåäîñòàòêè, îñíîâàíà íà ñëåäóþùåì ñîîáðàæåíèè, âçÿòîì èç òåîðèè ñëîæíîñòè.Ìû èùåì ò. í. îäíîñòîðîííþþ ôóíêöèþ f � îáëàäàþùóþ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:(a) f ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî âû÷èñëåíà;(b) f−1, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî âû÷èñëåíà;(c) f−1 ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî âû÷èñëåíà â òîì ñëó÷àå, åñëè ìû çíàåì ñïåöèàëüíûéñåêðåò � íàçûâàåìûé ëîâóøêîé.7Åñëè ó ïîëó÷àòåëÿ èìååòñÿ íåêîòîðàÿ îäíîñòîðîííÿÿ ôóíêöèÿ f , òî îí ìîæåò îïóá-ëèêîâàòü f (ñäåëàòü å¼ îáùåäîñòóïíîé) � ïîñëå ÷åãî êàæäûé îòïðàâèòåëü ìîæåò èñ-ïîëüçîâàòü f äëÿ êîäèðîâàíèÿ ñîîáùåíèé äëÿ ýòîãî ïîëó÷àòåëÿ. Ïîñëå ïóáëèêàöèèôóíêöèþ f (íàïðèìåð, â òåëåôîííîì ñïðàâî÷íèêå) ìû íà îñíîâå å¼ ñâîéñòâà (b) ìî-æåì ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî íèêòî íå ñóìååò ðàñøèôðîâàòü êðèïòîòåêñò f(x). Òîëüêî ïî-ëó÷àòåëü, îáëàäàþùèé ôóíêöèåé-ëîâóøêîé äëÿ f , ìîæåò âû÷èñëèòü f−1 � è òàêèìîáðàçîì ðàñøèôðîâàòü ïðèíÿòîå ñîîáùåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêèå ñèñòåìû íå ÿâëÿþò-ñÿ ñèììåòðè÷íûìè � è âñëåäñòâèå îòêðûòîé ïóáëèêàöèè ôóíêöèè f ìû íàçûâàåì èõêðèïòîñèñòåìàìè ñ îòêðûòûì êëþ÷îì.8Âîçíèêàåò âîïðîñ î òîì, ñóùåñòâóþò ëè âîîáùå òàêèå îäíîñòîðîííèå ôóíêöèè.Ìîæíî äàæå îæèäàòü, ÷òî îòâåò íà ýòîò âîïðîñ îòðèöàòåëåí � ïîñêîëüêó ñâîéñòâà (a),(b) è (c) âìåñòå êàæóòñÿ ïðîòèâîðå÷èâûìè. Ñëåäóþùàÿ ïðîñòàÿ èäåÿ ïîêàçûâàåò, ÷òîêîíöåïöèÿ îäíîñòîðîííèõ ôóíêöèé âñ¼ æå ÿâëÿåòñÿ ðåàëüíîé.Òàáëèöà 9.1.Ôàìèëèÿ Íîìåð òåëåôîíàC Cook 00128143752946R Rivest 00173411020745Y Yao 00127345912233P Papadimitriou 00372453008122T Turing 00192417738429O Ogden 00012739226541R Rabin 00048327450028A Adleman 00173555248001P Papadimitriou 00372453008122H Hopcroft 00013782442358Y Yao 00127345912233Ðàññìîòðèì ìåõàíèçì êîäèðîâàíèÿ, â êîòîðîì êàæäûé ñèìâîë (áóêâà) èñõîäíîãîòåêñòà íåçàâèñèìî îò äðóãèõ êîäèðóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ èç 14 öèôð ñëåäóþùèìîáðàçîì. Äëÿ ýòîé áóêâû íåäåòåðìèíèðîâàííî âûáèðàåòñÿ èìÿ èç òåëåôîííîé êíèãè �ïðè ýòîì îíî äîëæíî íà÷èíàòüñÿ íà ýòó áóêâó � è â êà÷åñòâå øèôðà âûáèðàåòñÿ ñîîò-
7 Ñàìà ôóíêöèÿ f−1 ïðè ýòîì íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé-ëîâóøêîé. Îòìåòèì àíàëîãèþ ìåæäóýòèì ïîíÿòèåì è òåðìèíîì ¾ñâèäåòåëüñòâî¿, èñïîëüçîâàâøåìñÿ â ïðåäûäóùåé ãëàâå.
8 Äðóãîå íàçâàíèå, ïðèìåíÿåìîå êàê â ðóññêîé, òàê è â àíãëèéñêîé ëèòåðàòóðå � àñèììåò-ðè÷åñêèå êðèïòîñèñòåìû. Ñìûñë òàêîãî íàçâàíèÿ ñëåäóåò èç ïðèâåä¼ííîãî äàëåå îïèñàíèÿàëãîðèòìîâ øèôðîâàíèÿ è äåøèôðîâêè äëÿ ýòèõ ñèñòåì. (Ïðèì. ïåðåâ.)



284 9 Òåîðèÿ ñâÿçè è êðèïòîãðàôèÿâåòñòâóþùèé íîìåð òåëåôîíà.9 Â òàáëèöå 9.1 ïðèâåä¼í ïîäîáíûé ïðèìåð êîäèðîâàíèÿäëÿ ñëîâà ¾CRYPTOGRAPHY¿. Äàííàÿ ïðîöåäóðà êîäèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåäåòåðìè-íèðîâàííîé, è íåêîòîðîìó èñõîäíîìó òåêñòó ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü íåñêîëüêî âàðèàí-òîâ êðèïòîòåêñòà � íî, íåñìîòðÿ íà ýòî, êàæäûé êðèïòîòåêñò îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòçàäàííûé èñõîäíûé òåêñò.Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå ôóíêöèè-ëîâóøêè ïîëó÷àòåëÿ � ÿâëÿþùåéñÿ â äàí-íîì ñëó÷àå ñïåöèàëüíûì òåëåôîííûì ñïðàâî÷íèêîì, îòñîðòèðîâàííûì îòíîñèòåëüíîíîìåðîâ òåëåôîíîâ. Ïîëüçóÿñü èì, ïîëó÷àòåëü ìîæåò ýôôåêòèâíî âûïîëíèòü äåøèô-ðîâêó � à áåç çíàíèÿ ýòîé ëîâóøêè, ò. å. íå îáëàäàÿ òàêèì òåëåôîííûì ñïðàâî÷íèêîì,îí äîëæåí ïðèìåíèòü ïîëíûé (ëèíåéíûé) ïîèñê â íåîòñîðòèðîâàííîì ñïèñêå, ñëîæ-íîñòü (âðåìåíí�ûå çàòðàòû) êîòîðîãî íà ðàñøèôðîâêó îäíîãî ñèìâîëà ïðîïîðöèîíàëü-íà äëèíå òåëåôîííîãî ñïðàâî÷íèêà. Ïîñêîëüêó ìû äîëæíû ñäåëàòü ìåòîä êîäèðîâàíèÿîáùåäîñòóïíûì, ýòó êðèïòîñèñòåìó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñâîåîáðàçíóþ èãðó íàîáùåäîñòóïíîì êëþ÷å êðèïòîñèñòåìû; ìû óïîòðåáëÿåì ñëîâî ¾èãðà¿ òîëüêî ïîòîìó,÷òî ëþáîìó ïîëüçîâàòåëþ äîñòàòî÷íî îäèí ðàç îòñîðòèðîâàòü òåëåôîííûé ñïðàâî÷íèêïî ïîðÿäêó âîçðàñòàíèÿ íîìåðîâ � ïîëó÷èâ òåì ñàìûì ôóíêöèþ-ëîâóøêó äëÿ íàøåéïðîöåäóðû êîäèðîâàíèÿ.10Èòàê, ïðèâåä¼ííûé ïðèìåð âðÿä ëè ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â êà÷åñòâå êàíäèäàòàäëÿ ðåàëüíîé êðèïòîñèñòåìû � íî îí ïîêàçûâàåò âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ íà ïðàêòèêåïîíÿòèé îäíîñòîðîííåé ôóíêöèè è ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè-ëîâóøêè. Â òåðìèíàõâû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè ýòè ïîíÿòèÿ ôîðìàëèçîâàíû â ñëåäóþùåì îïðåäåëåíèè.Îïðåäåëåíèå 9.1. Ïóñòü Σ è Γ � íåêîòîðûå àëôàâèòû. Ôóíêöèÿ f : Σ∗ → Γ ∗ íàçû-âàåòñÿ îäíîñòîðîííåé ôóíêöèåé, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:
• Ñóùåñòâóþò íåêîòîðûå êîíñòàíòû c, d ∈ IN0, òàêèå ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ Σ∗ âûïîë-íåíî ñëåäóþùåå:

1

c
· |x| ≤ |f(x)| ≤ d · |x|.{Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî |x| è |f(x)| íàõîäÿòñÿ â ëèíåéíîì îòíîøåíèè.}

• Ôóíêöèÿ f ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.
• Äëÿ êàæäîãî ðàíäîìèçèðîâàííîãî ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�îãî àëãîðèòìà A è êàæ-äîãî k ∈ IN ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà nA,k, òàêàÿ ÷òî äëÿ âñåõ n ≥ nA,k è ñëó÷àéíîâûáðàííîãî w ∈ Σn âåðîÿòíîñòü11 òîãî, ÷òî A(f(w)) = w, ìåíüøå ÷åì n−k.{Ýòî ñâîéñòâî ãàðàíòèðóåò, ÷òî ïîëèíîìèàëüíî ìíîãî íåçàâèñèìûõ âûïîëíåíèéðàíäîìèçèðîâàííîãî ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�îãî àëãîðèòìà íå ìîãóò îáåñïå÷èòüâû÷èñëåíèå ôóíêöèè f−1 ñ âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè, àïðèîðíî îãðàíè÷åííîé íåêîòî-ðîé êîíñòàíòîé.}Äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè íèêòî íå ñìîã äîêàçàòü, ÷òî íåêîòîðàÿ êîíêðåòíàÿ ôóíêöèÿÿâëÿåòñÿ îäíîñòîðîííåé.12 Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî î÷åíü ñëîæíî äîêàçàòü íèæíþþ
9 Åñëè æå òåëåôîííûé íîìåð êîðî÷å 14 öèôð, òî ïåðåä íèì äîáàâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùååêîëè÷åñòâî íóëåé.

10 Îòìåòèì, ÷òî äàííàÿ èãðà ÿâëÿåòñÿ ïîëåçíîé, ¾ðàçâèâàþùåé¿ � ïîñêîëüêó íà å¼ ïðèìå-ðå ìîæíî äîñòàòî÷íî õîðîøî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü âîçìîæíîñòè ðåàëüíûõ êðèïòîñèñòåì.(Ïðèì. ïåðåâ.)
11 Âåðîÿòíîñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ äëÿ ñëó÷àéíîãî âûáîðà âàðèàíòà ðàáîòû àëãîðèòìîì A, àòàêæå äëÿ ñëó÷àéíîãî âûáîðà ñëîâà w íåîáõîäèìîé äëèíû. Ïðè ýòîì â îáîèõ ñëó÷àÿõ âñåâàðèàíòû âûáîðà ñ÷èòàþòñÿ ðàâíîâåðîÿòíûìè.
12 Íå äîêàçàíî äàæå ñóùåñòâîâàíèå õîòÿ áû îäíîé îäíîñòîðîííåé ôóíêöèè.



9.3 Ñèñòåìû ñ îòêðûòûì êëþ÷îì è RSA-êîäèðîâàíèå 285ãðàíèöó âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû � ò. å.÷òî êîíêðåòíàÿ ôóíêöèÿ f−1 óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó (c).13Îäíàêî íàì èçâåñòíû íåêîòîðûå âåðîÿòíûå êàíäèäàòû â îäíîñòîðîííèå ôóíêöèè� íàïðèìåð, ñëåäóþùèå.
• Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ÷èñåë, ò. å. âû÷èñëåíèå f(x, y) = x · y, ìîæåò áûòü âûïîëíåíîýôôåêòèâíî. Îáðàòíîé ê f ôóíêöèåé ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè çàäàí-íîãî ÷èñëà n. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåèçâåñòíî ðàíäîìèçèðîâàííûõ ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�ûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè çàäàííîãî ÷èñëà � è ýòàçàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê òðóäíàÿ.14
• Êàê óæå áûëî ïîêàçàíî â ãëàâå 8, ìû ìîæåì ýôôåêòèâíî âû÷èñëèòü ôóíêöèþ

f(x) = ax mod n, èñïîëüçóÿ ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîãî âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò. Îá-ðàòíàÿ ôóíêöèÿ ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ ax ≡ b mod n äëÿ çàäàííûõ a,
b è n. Ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à íàçûâàåòñÿ ïðîáëåìîé äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà � è òàêæåðàññìàòðèâàåòñÿ êàê òðóäíàÿ (íå ðàçðåøèìàÿ ðàíäîìèçèðîâàííûìè àëãîðèòìàìèçà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ).Òåïåðü îïèøåì èçâåñòíóþ êðèïòîñèñòåìó ñ îòêðûòûì êëþ÷îì RSA.15 Å¼ íàä¼æ-íîñòü îñíîâàíà íà ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïðîáëåìà ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè çàäàííîãî÷èñëà ÿâëÿåòñÿ òðóäíîé.Ïîëó÷àòåëü îïðåäåëÿåò ïðîöåäóðû øèôðîâàíèÿ è äåøèôðîâêè ïóò¼ì ñëåäóþùèõâû÷èñëåíèé. Îí ãåíåðèðóåò äâà áîëüøèõ16 ñëó÷àéíûõ ïðîñòûõ ÷èñëà p è q, ïîñëå ÷åãîâû÷èñëÿåò ïðîèçâåäåíèÿ

n = p · q è ϕ(n) = (p − 1) · (q − 1).Çäåñü ϕ ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìîé Ýéëåðîâîé ôóíêöèåé. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíî-ãî n çíà÷åíèå ϕ(n) ÿâëÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì öåëûõ ÷èñåë a, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó
1, 2, . . . , n − 1, òàêèõ ÷òî ÍÎÄ (a, n) = 1.Ïîñëå ýòîãî ïîëó÷àòåëü ñëó÷àéíî âûáèðàåò äîñòàòî÷íî áîëüøîå çíà÷åíèå d > 1,òàêîå ÷òî ÍÎÄ (d, ϕ(n)) = 1. (9.1)Ðàâåíñòâî (9.1) îçíà÷àåò, ÷òî ó d èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ìóëüòèïëèêàòèâíûé îáðàç �ïóñòü ýòî e. Èòàê, ïîëó÷àòåëü âû÷èñëÿåò17 ýòî çíà÷åíèå e � îáëàäàþùåå ñâîéñòâîì

e · d mod ϕ(n) = 1. (9.2)×èñëà n è e îïðåäåëÿþò îòêðûòûé êëþ÷, à ÷èñëà p, q, ϕ(n) è d ÿâëÿþòñÿ ñåêðåòíûìèêëþ÷àìè ïîëó÷àòåëÿ. Ýòîò ôàêò è ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé òîãî, ÷òî p, q è d äîëæíû áûòüñãåíåðèðîâàíû ñëó÷àéíûì îáðàçîì.
13 Çàìåòèì, ÷òî ìû íå ñïîñîáíû äîêàçàòü äàæå áîëåå ñëàáîå òðåáîâàíèå � ÷òî äåòåðìèíè-ðîâàííàÿ âðåìåíí�àÿ ñëîæíîñòü ôóíêöèè f−1 ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà çà ïîëèíîìèàëüíîåâðåìÿ.
14 Îäíàêî íåèçâåñòíî, ÿâëÿåòñÿ ëè ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè NP-òðóäíîé çàäà÷åé � íî äëÿíàøèõ öåëåé ýòî íå èìååò çíà÷åíèÿ.
15 Íàçâàíèå RSA ïðîèñõîäèò îò ïåðâûõ áóêâ ôàìèëèé å¼ ðàçðàáîò÷èêîâ � River, Shamir èAdleman.
16 Ñîñòîÿùèõ èç íåñêîëüêèõ ñîòåí äåñÿòè÷íûõ öèôð.
17 Ýòî âû÷èñëåíèå ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî âûïîëíåíî ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Åâêëèäà.



286 9 Òåîðèÿ ñâÿçè è êðèïòîãðàôèÿÒåïåðü â êà÷åñòâå èñõîäíîãî òåêñòà áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ÷èñëà, ìåíüøèå,÷åì n. Åñëè æå èñõîäíûé òåêñò äëèííåå (ëèáî ïðåäñòàâëåí â êàêîì-ëèáî èíîì âèäå),òî íàøåé ïåðâîé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ åãî ïðåîáðàçîâàèå â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öèôð äëèíû
dlog10 ne−1, ïîñëå ÷åãî íóæíî çàêîäèðîâàòü ýòè öèôðû ïî-îòäåëüíîñòè. Äëÿ çàäàííîãî÷èñëà w ∈ {0, 1, . . . , n − 1} êîäèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè

Ee,n(w) = we mod n.À ôóíêöèÿ äåøèôðîâêè äëÿ çàäàííîãî êðèïòîòåêñòà c òàêîâà:
Dd,n(c) = cd mod n.Êàê óæå áûëî ïîêàçàíî â ãëàâå 8, ôóíêöèè Ee,n è Dd,n ýôôåêòèâíî âû÷èñëèìû ìå-òîäîì ïîñëåäîâàòåëüíîãî âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò. Ñ ïîìîùüþ ýôôåêòèâíûõ ðàíäîìèçè-ðîâàííûõ àëãîðèòìîâ ïðîâåðêè ÷èñëà íà ïðîñòîòó (ñì. ðàçäåë 8.4) ìû ìîæåì ýôôåê-òèâíî ãåíåðèðîâàòü äîñòàòî÷íî áîëüøèå ñëó÷àéíûå ïðîñòûå ÷èñëà. Ìû âûáèðàåì ÷èñ-ëî d ñëó÷àéíûì îáðàçîì, ïîñëå ÷åãî ïðîâåðÿåì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ÍÎÄ (d, ϕ(n)) = 1� ò. å. îïðåäåëÿåì, äåéñòâèòåëüíî ëè d è ϕ(n) ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè. Åñëè íå ÿâ-ëÿþòñÿ, òî ìû âûáèðàåì äðóãîå çíà÷åíèå d è ïðîâåðÿåì åù¼ ðàç. Ïîñêîëüêó ñóùåñòâó-åò äîñòàòî÷íî ìíîãî ÷èñåë, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ ϕ(n), çíà÷åíèå d ìîæåò áûòü íàéäåíîýôôåêòèâíî. Êàê óæå áûëî óïîìÿíóòî, ÷èñëî e ìîæíî ýôôåêòèâíî îïðåäåëèòü ñ ïîìî-ùüþ àëãîðèòìà Åâêëèäà. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ýôôåêòèâíî çàïðîãðàììèðîâàòüâñþ êðèïòîñèñòåìó ñ îòêðûòûì êëþ÷îì RSA.Ìû íå çíàåì êàêèõ-ëèáî ýôôåêòèâíûõ (ðàíäîìèçèðîâàííûõ) àëãîðèòìîâ, ñïîñîá-íûõ âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ p, q, ϕ(n) è d äëÿ çàäàííîãî îòêðûòîãî êëþ÷à (e, n). Çíàíèÿõîòÿ áû îäíîãî èç ýòèõ ÷åòûð¼õ ÷èñåë äîñòàòî÷íî äëÿ âçëîìà êðèïòîñèñòåìû RSA.Òàêæå íåèçâåñòíî ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ îïðåäåëåíèÿ èñõîäíîãî òåêñòà x íà îñíî-âå êðèïòîòåêñòà Ee,n(x) è îòêðûòîãî êëþ÷à (e, n).Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî êðèïòîñèñòåìà RSA äåéñòâèòåëüíî ðàáîòàåò � ò. å. ÷òî äëÿâñåõ w < n
Dd,n(Ee,n(w)) = w.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî Dd,n ÿâëÿåòñÿ èíâåðñíîé ôóíêöèåé ê Ee,n (äëÿ âñåõ àðãó-ìåíòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó {0, 1, . . . , n− 1}), íàì íåîáõîäèìà òåîðåìà Ýéëåðà� îáîáùåíèå ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà.Òåîðåìà 9.2 (Ýéëåðà). Ïóñòü w è n � äâà íàòóðàëüíûõ ÷èñëà, ïðè÷¼ìÍÎÄ (w, n) = 1. Ïóñòü

ϕ(n) =
∣∣∣{a ∈ {1, 2, . . . , n} | ÍÎÄ (a, n) = 1}

∣∣∣� ò. í. Ýéëåðîâ íîìåð n. Òîãäà
wϕ(n) mod n = 1.Äîêàçàòåëüñòâî. Òåîðåìà Ýéëåðà ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà êàê ïîñëåäîâàòåëüíîåïðèìåíåíèå ñëåäóþùèõ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè ãðóïï:1) ïîðÿäîê ëþáîãî ýëåìåíòà ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ïîðÿäêà ãðóïïû;2) öèêëè÷åñêàÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà (Z/(n))∗ èìååò ïîðÿäîê ϕ(n).



9.3 Ñèñòåìû ñ îòêðûòûì êëþ÷îì è RSA-êîäèðîâàíèå 287Íà îñíîâå îïðåäåëåíèÿ ïîðÿäêà ýëåìåíòà ãðóïïû ìû ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî w ∈
(Z/(n))∗ è ïîðÿäêà ãðóïïû k âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

wk mod n = 1.Ïîñêîëüêó óñëîâèå (a) äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî b âëå÷¼ò ðàâåíñòâî
ϕ(n) = k · b,ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

wϕ(n) mod n = wk·b mod n

= (wk mod n)b mod n

= (1)b mod n = 1.Óïðàæíåíèå 9.3. Ïðèâåäèòå àëüòåðíàòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ýéëåðà � ïó-ò¼ì îáîáùåíèÿ ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà (ðàçäåë 8.4), ïåðåôîðìóëèðîâàííîé ñëåäóþùèìîáðàçîì.Ïóñòü x1, x2, . . . , xϕ(n) ∈ {1, 2, . . . , n − 1} � âñå ÷èñëà xi, îáëàäàþùèå ñâîéñòâîìÍÎÄ (xi, n) = 1. Òîãäà äëÿ êàæäîãî a ∈ {1, 2, . . . , n − 1} ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(ax1 mod n, ax2 mod n, . . . , axϕ(n) mod n)ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé ÷èñåë x1, x2, . . . , xϕ(n).Òåïåðü ìû ãîòîâû äîêàçàòü êîððåêòíîñòü êðèïòîñèñòåìû RSA.Òåîðåìà 9.4. Ïóñòü p, q, n, e è d îáëàäàþò ñâîéñòâàìè, îïèñàííûìè âûøå äëÿ ñè-ñòåìû RSA. Òîãäà äëÿ âñåõ w < n âûïîëíåíî ñëåäóþùåå:

Dd,n(Ee,n(w)) = wed mod n = w.Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî óñëîâèÿì âûáîðà d è e, à òàêæå ðàâåíñòâàì (9.1) è (9.2),ìû ïîëó÷àåì, ÷òî
e · d = j · ϕ(n) + 1 (9.3)äëÿ íåêîòîðîãî j ∈ IN. Ïîýòîìó ìû äëÿ âñåõ w < n äîëæíû äîêàçàòü, ÷òî

wj·ϕ(n)+1 mod n = w. (9.4)Áóäåì ðàçëè÷àòü òðè âîçìîæíîñòè � â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé p, q è w.
• Íè îäíî èç (ïðîñòûõ) ÷èñåë p, q íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì w.Åñëè p è q íå ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè w, à w < p · q, òîÍÎÄ (p · q, w) = 1.Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû Ýéëåðà äëÿ n = p · q è w. Îòñþäà

wϕ(n) mod n = 1è ïîýòîìó
wjϕ(n) mod n = 1. (9.5)Óìíîæèâ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (9.5) íà w, ìû ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî (9.4).
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• Ðîâíî îäíî èç (ïðîñòûõ) ÷èñåë p è q ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì w.Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî p ÿâëÿåòñÿ w äåëèòåëåì w, à

q � íå ÿâëÿåòñÿ. Ñîãëàñíî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà18,
wq−1 mod q = 1,ïîýòîìó

w(q−1)·(p−1) mod q = 1, ò. å. wϕ(n) mod q = 1.Îòñþäà ìû ïîëó÷àåì, ÷òî
wjϕ(n) mod q = 1. (9.6)Ïîñêîëüêó p ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì w, ðàâåíñòâî (9.6) âûïîëíÿåòñÿ òàêæå ïî ìîäóëþ

n = p · q, ò. å.
wjϕ(n) mod n = 1.Óìíîæàÿ ýòî ðàâåíñòâî íà w, ìû ïîëó÷àåì òðåáîâàíèå òåîðåìû.

• Îáà (ïðîñòûõ) ÷èñëà, p è q, ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè w.Ýòîò ñëó÷àé íåâîçìîæåí � ò. ê. p è q ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè, à p · q > w.
utÊðèïòîñèñòåìû ñ îòêðûòûì êëþ÷îì èìåþò ìíîãî ïðåèìóùåñòâ ïî ñðàâíåíèþ ññèììåòðè÷åñêèìè êðèïòîñèñòåìàìè. Ïîìèìî âûøåèçëîæåííîãî, îíè ÿâëÿþòñÿ îñíî-âîé äëÿ ñîçäàíèÿ ðàçëè÷íûõ êîììóíèêàöèîííûõ ïðîòîêîëîâ (íàïðèìåð, öèôðîâûõïîäïèñåé), êîòîðûå íå ìîãóò áûòü ñîçäàíû íà îñíîâå ñèììåòðè÷åñêèõ êðèïòîñèñòåì.Íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, êëàññè÷åñêèå ñèììåòðè÷åñêèå êðèïòîñèñòåìû èìåþò è ñâîèïðåèìóùåñòâà íàä êðèïòîñèñòåìàìè ñ îòêðûòûì êëþ÷îì. Âñëåñòâèå ñâîåé âîçìîæíîéðåàëèçàöèè ¾íà óðîâíå æåëåçà¿ ñèììåòðè÷åñêèå êðèïòîñèñòåìû îáû÷íî ðàáîòàþò âñîòíè ðàç áûñòðåå ñèñòåì ñ îòêðûòûì êëþ÷îì. Ïîýòîìó ñåé÷àñ ÿâëÿåòñÿ îáùåïðèíÿ-òûì èñïîëüçîâàòü êðèïòîñèñòåìû ñ îòêðûòûì êëþ÷îì òîëüêî äëÿ èçìåíåíèÿ êëþ÷àñèììåòðè÷åñêèõ êðèïòîñèñòåì. Îñòàëüíàÿ æå ÷àñòü êîììóíèêàöèîííûõ ñèñòåì19 ðåà-ëèçóåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèììåòðè÷åñêèõ êðèïòîñèñòåì.9.4 Öèôðîâàÿ ïîäïèñüÄëÿ èëëþñòðàöèè íåêîòîðûõ î÷åâèäíûõ ïðèëîæåíèé êðèïòîñèñòåì ñ îòêðûòûì êëþ-÷îì ïðèâåä¼ì äâà ïðîñòûõ ïðîòîêîëà äëÿ öèôðîâûõ (ýëåêòðîííûõ) ïîäïèñåé. Ñ þðè-äè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ îáû÷íàÿ (ðóêîïèñíàÿ) ïîäïèñü ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ôîðì ãàðàí-òèè ïîäëèííîñòè. Î÷åâèäíî, ÷òî äîêóìåíòû ýëåêòðîííîé êîììóíèêàöèè íåëüçÿ îáåñ-ïå÷èòü ðóêîïèñíûìè ïîäïèñÿìè. Îäíàêî ÷àñòî íåîáõîäèìî èìåòü âîçìîæíîñòü ðàáîòûñ öèôðîâûìè ïîäïèñÿìè, áîëåå òîãî, ñ òàêèìè, ïîääåëàòü êîòîðûå áûëî áû òÿæåëåå,÷åì ðóêîïèñíûå.Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèòóàöèþ. Êëèåíò K õî÷åò ïîäïèñàòü ýëåêòðîííûé äîêó-ìåíò äëÿ ñâîåãî áàíêà B. Íàïðèìåð, K äîëæåí ïåðåäàòü áàíêó B ïðàâî óñòàíîâëåíèÿ

18 Çàìåòèì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëüíûì ñëó÷àåì òåîðåìû Ýéëåðà � ïîñêîëüêó ϕ(q) = q−1äëÿ ïðîñòîãî q.
19 Ïðè÷¼ì íàèáîëåå ¾âàæíàÿ¿ ÷àñòü.



9.4 Öèôðîâàÿ ïîäïèñü 289ïîäëèííîñòè ïåðåâîäà äåíåã ñî ñâîåãî ñ÷¼òà. Íà êîììóíèêàöèîííûå ïðîòîêîëû äëÿòàêèõ öèôðîâûõ ïîäïèñåé äîëæíû áûòü íàëîæåíû ñëåäóþùèå åñòåñòâåííûå òðåáîâà-íèÿ.(a) Áàíê B äîëæåí èìåòü âîçìîæíîñòü ïîäòâåðæäåíèÿ ïðàâèëüíîñòè öèôðîâîé ïîäïè-ñè êëèåíòà K � ò. å. ïîäòâåðæäàòü ïîäëèííîñòüK êàê âëàäåëüöà öèôðîâîé ïîäïèñè.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îáå ñòîðîíû, K è B, äîëæíû áûòü çàùèùåíû îò âîçìîæíîñòèêðèïòîàòàê òðåòüåé ñòîðîíû � ôàëüñèôèêàòîðà F , êîòîðûé ïðåòåíäóåò íà ïðàâîíàçûâàòüñÿ K â êîììóíèêàöèÿõ ñ B.(b) Êëèåíò K äîëæåí áûòü çàùèù¼í îò ñîîáùåíèé, ïîääåëàííûõ ñòîðîíîé B � â êî-òîðûõ óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî îíè äîëæíûì îáðàçîì ïîäïèñàíû ñàìèì K. Êðîìå òîãî,ýòî òðåáîâàíèå îçíà÷àåò, ÷òî è ó ñàìîãî áàíêà B íåò âîçìîæíîñòè âîñïðîèçâåñòè(ïîääåëàòü) ïîäïèñü êëèåíòà K.Óïðàæíåíèå 9.5. Ðàçðàáîòàéòå êîììóíèêàöèîííûé ïðîòîêîë äëÿ öèôðîâûõ ïîäïè-ñåé, êîòîðûé îñíîâàí íà ñèììåòðè÷åñêèõ êðèïòîñèñòåìàõ è óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèþ(a).Îäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèå îáîèõ ñâîéñòâ (òðåáîâàíèé (a) è (b)) êàæåòñÿ áîëååñëîæíûì, ÷åì âûïîëíåíèå òîëüêî îäíîãî òðåáîâàíèÿ (a),� ïîñêîëüêó íà ïåðâûé âçãëÿäêàæåòñÿ, ÷òî ñâîéñòâà (a) è (b) ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ñâîéñòâî(a) òðåáóåò, ÷òîáû ó ñòîðîíû B áûëè íåêîòîðûå íåòðèâèàëüíûå çíàíèÿ î ïîäïèñè K� äëÿ ïðîâåðêè å¼ ïîäëèííîñòè. Íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñâîéñòâî (b) òðåáóåò, ÷òîáû Bíå çíàë ñëèøêîì ìíîãîãî îá ýòîé ïîäïèñè (îñîáåííî î ñàìîé ïðîöåäóðå å¼ ãåíåðàöèè)� äëÿ òîãî, ÷òîáû ó íåãî íå áûëî âîçìîæíîñòè å¼ ïîääåëàòü.Ñëåäóþùåå ïðîñòîå ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû âîçìîæíî íà îñíîâå êðèïòîñèñòåì ñ îò-êðûòûì êëþ÷îì. Ó êëèåíòà K èìååòñÿ êðèïòîñèñòåìà ñ îòêðûòûì êëþ÷îì � ñ ôóíê-öèÿìè øèôðîâêè EK è äåøèôðîâêè DK . Áàíê B çíàåò îòêðûòóþ ôóíêöèþ EK . Âýòîì ñëó÷àå K ìîæåò ïîäïèñàòü äîêóìåíò çà ñëåäóþùèå 2 ýòàïà:1) K âû÷èñëÿåò DK(w) äëÿ äîêóìåíòà w è ïîñûëàåò ïàðó (w, DK(w)) áàíêó B;2) B ïðîâåðÿåò, äåéñòâèòåëüíî ëè w = EK(DK(w)), ñ ïîìîùüþ îòêðûòîãî êëþ÷à(îòêðûòîé ôóíêöèè) EK .Ïðîâåðèì, ÷òî ýòîò êîììóíèêàöèîííûé ïðîòîêîë óäîâëåòâîðÿåò íàøèì îãðàíè÷åíèÿì.(a) Ïîñêîëüêó íèêòî, çà èñêëþ÷åíèåì K, íå ìîæåò âû÷èñëèòü DK(w), áàíê B óâåðåí,÷òî èìåííî K ïîäïèñàë äîêóìåíò w. Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó êëþ÷ EK ÿâëÿåòñÿîòêðûòûì, B òàêæå èìååò âîçìîæíîñòü óáåäèòü ëþáîãî æåëàþùåãî20, ÷òî èìåííî
K ïîäïèñàë w, � ýòî äåëàåòñÿ ïðåäúÿâëåíèåì ñòîðîíîé B ïàðû (w, DK (w)).(b) Òðåáîâàíèå (b) òàêæå óäîâëåòâîðåíî � ïîñêîëüêó çíàíèå EK è ïàðû (w, DK (w)) íåïîìîæåò ïîäïèñàòü êàêîé-íèáóäü äðóãîé äîêóìåíò u ñ ïîìîùüþ DK(u).Î÷åíü âàæíî, ÷òî òàêàÿ ýëåêòðîííàÿ ïîäïèñü èçìåíÿåò îáùèé òåêñò äîêóìåíòà w � ò. å.ýëåêòðîííàÿ ïîäïèñü ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî òåêñòîì, äîáàâëÿåìûì â êîíöå äîêóìåíòà.Óïðàæíåíèå 9.6. Ïðåäñòàâëåííûé âûøå ïðîòîêîë íå ïûòàåòñÿ ðàáîòàòü ñ w êàê ññåêðåòíûì òåêñòîì. Åñëè òðåòüåé ñòîðîíå äîñòóïíà êîììóíèêàöèÿ ìåæäó K è B, òîîíà ìîæåò ïîëó÷èòü èíôîðìàöèþ, ñîäåðæàùóþñÿ â w. Ïîýòîìó äëÿ ìíîãèõ ïðèëîæå-íèé ìîæåò áûòü î÷åíü ïîëåçíûì ñëåäóþùåå äîïîëíèòåëüíîå òðåáîâàíèå (c).

20 Òîãî, êòî çíàåò îòêðûòóþ ôóíêöèþ EK è óâåðåí, ÷òî èìåííî îíà ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûìêëþ÷îì êëèåíòà K.



290 9 Òåîðèÿ ñâÿçè è êðèïòîãðàôèÿ(c) Òðåòüÿ ñòîðîíà íå ìîæåò óçíàòü ñîäåðæàíèå ïîäïèñàííîãî äîêóìåíòà � äàæå åñëèîíà â ñîñòîÿíèè ïðî÷åñòü âñå êîììóíèêàöèîííûå ñîîáùåíèÿ.Ðàçðàáîòàéòå êîììóíèêàöèîííûé ïðîòîêîë, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò âñåì òð¼ì òðåáî-âàíèÿì � (a), (b) è (c).Òåïåðü ðàññìîòðèì áîëåå ñëîæíóþ ïðîáëåìó, íàçûâàåìóþ ïðîáëåìîé óñòàíîâëå-íèÿ ïîäëèííîñòè. Â íåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ íå ñòîëüêî ïîäïèñàíèå äîêóìåíòà, ñêîëüêîóáåæäåíèå êîãî-òî â åãî ïîäëèííîñòè. Ýòà ïðîáëåìà íàêëàäûâàåò ñëåäóþùèå òðåáîâà-íèÿ íà êîììóíèêàöèîííûé ïðîòîêîë:(a′) ñîâïàäàåò ñ (a);(b′) êëèåíò K äîëæåí áûòü çàùèù¼í îò òàêèõ äåéñòâèé B, â êîòîðûõ B ïûòàåòñÿóáåäèòü íåêîòîðóþ òðåòüþ ñòîðîíó â òîì, ÷òî îí (ò. å. B) ÿâëÿåòñÿ K.21Ïðåäñòàâëåííûé âûøå êîììóíèêàöèîííûé ïðîòîêîë íå óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëî-âèÿì óñòàíîâëåíèÿ ïîäëèííîñòè � ïîñêîëüêó B ìîæåò èçó÷èòü ïîäïèñü (w, DK (w)) âýòîì ïðîòîêîëå è âîñëåäñòâèè èñïîëüçîâàòü å¼ äëÿ óáåæäåíèÿ â òîì, ÷òî íåêîòîðàÿòðåòüÿ ñòîðîíà ÿâëÿåòñÿ K. Î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâóþò ñèòóàöèè, ãäå ýòî íåæåëàòåëü-íî. Áîëåå òîãî, íåêàÿ òðåòüÿ ñòîðîíà, ñëóøàþùàÿ ñîîáùåíèÿ ìåæäó K è B, ìîæåòòàêæå âûó÷èòü ïîäïèñü (w, DK(w)) ñòîðîíû K. Èòàê, ïðîòèâíèê, îáëàäàÿ çíàíèÿìè
EK , ìîæåò ïðîâåðÿòü êîððåêòíîñòü ïîäïèñè (w, DK(w)) � è èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííûåçíàíèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû âûäàâàòü ñåáÿ çà K.Ïðîáëåìà óñòàíîâëåíèÿ ïîäëèííîñòè ìîæåò áûòü ðåøåíà ïóò¼ì èñïîëüçîâàíèÿêðèïòîñèñòåìîé äîïîëíèòåëüíîãî îòêðûòîãî êëþ÷à. Òàêèì æå îáðàçîì, êàê è ðàíåå,ñòîðîíà K âëàäååò êðèïòîñèñòåìîé ñ îòêðûòûì êëþ÷îì (DK , EK). Äîïîëíèòåëüíî êýòîìó ñòîðîíà B îáëàäàåò äðóãîé êðèïòîñèñòåìîé ñ îòêðûòûì êëþ÷îì (DB , EB).22Îáå ôóíêöèè øèôðîâàíèÿ, EK è EB, ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè � ñëåäîâàòåëüíî, îíè èç-âåñòíû îáåèì ñòîðîíàì, B è K. Ôóíêöèÿ äåøèôðîâêè DK ÿâëÿåòñÿ ñåêðåòíîé ôóíê-öèåé ñòîðîíû K, à ôóíêöèÿ äåøèôðîâêè DB � ñòîðîíû B.Èòàê, ñòîðîíà K ïîäïèñûâàåò ýëåêòðîííûé äîêóìåíò çà ñëåäóþùèå 3 ýòàïà.1. Ñòîðîíà B âûáèðàåò ñëó÷àéíîå çíà÷åíèå w, ïîñëå ÷åãî ïîñûëàåò çíà÷åíèå EK(w)ñòîðîíå K.2. Ñòîðîíà K ïðîâåðÿåò ðàâåíñòâî w = DK(EK(w)). Ïîñëå ýòîãî K ïîëó÷àåò çíà÷åíèå

c = EB(DK(w)) è ïîñûëàåò åãî ñòîðîíå B.3. B ïðîâåðÿåò ðàâåíñòâî
w = EK(DB(c)) = EK(DB(EB(DK(w)))).Î÷åâèäíî, ÷òî â ñëó÷àå ïðîõîæäåíèÿ âñåõ 3 ýòàïîâ ñòîðîíà B óáåæäåíà â êîððåêòíîñòèñîîáùåíèÿ ñòîðîíû K: âåäü K � ýòî åäèíñòâåííàÿ ñòîðîíà, êîòîðîé èçâåñòåí ñåêðåò

21 Òàêèì îáðàçîì, ñâîéñòâî (b′) ïîõîæå íà (b) � ïîñêîëüêó îáà ýòèõ òðåáîâàíèÿ îãðàíè÷èâàþòâîçìîæíîñòü ïîääåëêè ñîîáùåíèÿ ñòîðîíîé B.
22 Â äàííîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî, ÷òîáû îáå êðèïòîñèñòåìû áûëè êîììóòàòèâíûìè, ò. å. ÷òîáûâûïîëíÿëîñü ñëåäóþùåå:

w = DK(EK(w)) = EK(DK(w)) è w = DB(EB(w)) = EB(DB(w)).



9.5 Äîêàçàòåëüñòâà ñ íóëåâûì ðàçãëàøåíèåì 291
DK , ïîýòîìó òîëüêî ýòà ñòîðîíà ìîæåò âû÷èñëèòü çíà÷åíè w íà îñíîâå EK(w), ïîñëå÷åãî ñôîðìèðîâàòü ñîîáùåíèå DK(w) íà îñíîâå âû÷èñëåííîãî w.Èòàê, ñîîáùåíèå EK(w) ìîæåò áûòü ðàñøèôðîâàíî òîëüêî ñòîðîíîéK, à ñîîáùåíèå
EB(DK(w)) � òîëüêî ñòîðîíîé B. Ïîýòîìó òðåòüÿ ñòîðîíà (ôàëüñèôèêàòîð) íå ìîæåòèçó÷èòü è ïðîâåðèòü ïîäïèñü (w, EB(DK(w))), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ (a).Ïðè òàêîé êîììóíèêàöèè B èçó÷àåò ïîäïèñü (w, EB(DK(w))) ñòîðîíû K. Â ïðîöåñ-ñå íåñêîëüêèõ âûïîëíåíèé ýòîãî ïðîòîêîëà óñòàíîâëåíèÿ ïîäëèííîñòè ïîäïèñè ñòîðî-íà B ìîæåò âûó÷èòü íåñêîëüêî òàêèõ ïàð. Îäíàêî ýòîãî íåäîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáûñòîðîíà B ìîãëà óáåäèòü íåêîòîðóþ òðåòüþ ñòîðîíó, ÷òî îíà (ò. å. ñàìà ñòîðîíà B)ÿâëÿåòñÿ K. Åñëè âñå ñòîðîíû â êîììóíèêàöèîííîé ñåòè èñïîëüçóþò ýòîò ïðîòîêîë,òî êàæäàÿ òðåòüÿ ñòîðîíà C ïîñûëàåò ñòîðîíå K ñîîáùåíèå EK(u) � âû÷èñëåííîå äëÿíåêîòîðîãî ñëó÷àéíîãî ñëîâà u. Åñëè B êàê àêòèâíûé ïðîòèâíèê23 áåð¼ò ýòî ñîîáùå-íèå èç êîììóíèêàöèîííîé ñåòè, òî, âîîáùå ãîâîðÿ, B íå ìîæåò âûó÷èòü u � ïîñêîëüêó
B íå çíàåò ñåêðåòà DK ñòîðîíû K. Åäèíñòâåííàÿ ïîïûòêà, êîòîðóþ ìîæåò ñäåëàòü
B � ýòî âû÷èñëèòü EK(w) äëÿ âñåõ óæå èçâåñòíûõ åìó ïàð (w, EB(DK(w))) ïîäïèñåéñòîðîíû K, ïîñëå ÷åãî ñðàâíèòü ýòè ïîäïèñè ñ EK(u). Åñëè B äîñòèãíåò â ýòîì óñïåõà,ò. å. íàéä¼ò EK(w) = EK(u) äëÿ îäíîãî èç çàïîìíåííûõ u, òî B ìîæåò óáåäèòü ñòî-ðîíó C â òîì, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñòîðîíîé K � ïóò¼ì ïîñûëêè ñòîðîíå C ñîîòâåòñòâóþùåéïîäïèñè EC(DK(w)). Íî åñëè u ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì ÷èñëîì, ñîñòîÿùèì èç íåñêîëüêèõñîòåí öèôð, � òî âåðîÿòíîñòü óñïåõà äåéñòâèé ñòîðîíû B ìåíüøå âåëè÷èíû, îáðàòíîé÷èñëó ïðîòîíîâ â èçâåñòíîé íàì ÷àñòè Âñåëåííîé. Áîëåå òîãî, ýòà âåðîÿòíîñòü ìî-æåò áûòü ïîñëåäîâàòåëüíî óìåíüøåíà � ïóò¼ì ïîñëåäîâàòåëüíûõ èçìåíåíèé êëþ÷åé âèñïîëüçóåìûõ íàìè êðèïòîñèñòåìàõ.24Óïðàæíåíèå 9.7. Ðàññìîòðèòå ïðîáëåìó óñòàíîâëåíèÿ ïîäëèííîñòè, ãäå öåëü ôàëü-ñèôèêàòîðà � óáåäèòü âñåõ â òîì, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ K, íî íå ïîäïèñàòü äîêóìåíò. Ïðâå-ä¼ííûé âûøå ïðîòîêîë ÿâëÿåòñÿ äëÿ ýòîé öåëè íàä¼æíûì ñ äîñòàòî÷íî áîëüøîé âå-ðîÿòíîñòüþ.Âíåñèòå â ýòîò ïðîòîêîë íåáîëüøèå èçìåíåíèÿ � äëÿ òîãî, ÷òîáû âåðîÿòíîñòü ïîïû-òîê ôàëüñèôèêàöèè ñòîðîíîé B áûëà áû óìåíüøåíà äî 0. Ïðè ýòîì òàêàÿ âåðîÿòíîñòüíå äîëæíà çàâèñåòü îò äëèíû ñïèñêà ïîäïèñåé ñòîðîíû K, èìåþùèõñÿ ó ñòîðîíû B.9.5 Äîêàçàòåëüñòâà ñ íóëåâûì ðàçãëàøåíèåìÂ ãëàâå 6 ìû óçíàëè, ÷òî ó ëþáîãî ÿçûêà êëàññà NP åñòü ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåííîéâåðèôèêàòîð. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÿçûêà L ∈ NP äëÿ âñåõ óòâåðæäåíèé
x ∈ L èìåþòñÿ äîêàçàòåëüñòâà, ïîëèíîìèàëüíî çàâèñÿùèå îò äëèíû |x| � ïðè÷¼ì êîð-ðåêòíîñòü ýòèõ äîêàçàòåëüñòâ ìîæåò áûòü ïðîâåðåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Òàêèìîáðàçîì, ÿçûêè êëàññà NP îòíîñèòåëüíî ïðîâåðêè äîêàçàòåëüñòâ ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè.Â ãëàâå 8 ìû óòâåðæäàëè, ÷òî ïðàêòè÷åñêàÿ ðàçðåøèìîñòü äîëæíà áûòü çíà÷èòåëüíîáîëüøå ñâÿçàíà ñ ðàíäîìèçèðîâàííûì ïîëèíîìèàëüíûì âðåìåíåì � à íå ñ äåòåðìèíè-ðîâàííûì. Ïîýòîìó âîçíèêàþò ñëåäóþùèé âîïðîñ:äëÿ êàêèõ ÿçûêîâ ìîæíî ¾ïðàêòè÷åñêè¿ ïðîâåðÿòü êîððåêòíîñòü äîêàçà-òåëüñòâ?
23 Êîòîðûé õî÷åò óáåäèòü C, ÷òî ÿâëÿåòñÿ K.
24 Èìåþòñÿ è áîëåå ñëîæíûå ïðîòîêîëû, ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ ïðîáëåìû óñòàíîâëåíèÿ ïîä-ëèííîñòè, � íî â ýòîé êíèãå ìû íå áóäåì ïðèâîäèòü èõ îïèñàíèå.



292 9 Òåîðèÿ ñâÿçè è êðèïòîãðàôèÿÄëÿ èññëåäîâàíèÿ ýòîãî âîïðîñà ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ìîäåëü êîììóíèêàöèîííîãîïðîòîêîëà.Ïóñòü èìåþòñÿ äâå ñòîðîíû � äîêàçûâàþùàÿ è ïðîâåðÿþùàÿ.25 Ïåðâàÿ èçýòèõ ñòîðîí ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì àëãîðèòìîì (íåêîòîðîé MT), èìåþùèì íåîãðàíè÷åí-íûå âû÷èñëèòåëüíûå âîçìîæíîñòè.26 Âòîðàÿ ñòîðîíà � íåêîòîðûé ðàíäîìèçèðîâàíûéïîëèíîìèàëüíî-âðåìåííîé àëãîðèòì (ðàíäîìèçèðîâàííàÿ ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�àÿ
MT). Ïóñòü òàêæå L � íåêîòîðûé ÿçûê.Â íà÷àëå âû÷èñëåíèÿ îáå ñòîðîíû ïîëó÷àþò îäèí è òîò æå âõîä x. Äîêàçûâàþùèéè ïðîâåðÿþùèé ìîãóò îáùàòüñÿ ïóò¼ì îáìåíà ñîîáùåíèÿìè, ïîëèíîìèàëüíî çàâèñÿ-ùèìè îò äëèíû |x|. Äîêàçûâàþùèé ñ ïîìîùüþ ñâîèõ íåîãðàíè÷åííûõ âû÷èñëèòåëü-íûõ âîçìîæíîñòåé ïûòàåòñÿ óáåäèòü ïðîâåðÿþùåãî â èñòèííîñòè óòâåðæäåíèÿ x ∈ L.Ñ ýòîé öåëüþ äîêàçûâàþùåìó ïîçâîëÿåòñÿ ëãàòü (äåëàòü ëîæíûå çàÿâëåíèÿ). Çàäà-÷à ïðîâåðÿþùåãî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïîñòàâèòü âîïðîñ äîêàçûâàþùåìó � ñöåëüþ âû÷èñëèòü ñ äîñòàòî÷íî áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ, èìååòñÿ ëè ó òîãî äîêàçàòåëü-ñòâî óòâåðæäåíèÿ x ∈ L. ×èñëî ýòàïîâ âû÷èñëåíèÿ27 íå áîëåå ÷åì ïîëèíîìèàëüíî(îòíîñèòåëüíî |x|), è ïîëíîå âû÷èñëåíèå òàêæå âûïîëíÿåòñÿ ïðîâåðÿþùèì çà ïîëèíî-ìèàëüíîå âðåìÿ. Ïðîâåðÿþùèé äîëæåí çàêîí÷èòü âû÷èñëåíèÿ, ïðèíÿâ ðåøåíèå î òîì,äåéñòâèòåëüíî ëè x ∈ L. Ýòîò êîììóíèêàöèîííûé ïðîòîêîë ìåæäó äîêàçûâàþùèì èïðîâåðÿþùèì íàçûâàåòñÿ èíòåðàêòèâíîé ðàíäîìèçèðîâàííîé ñèñòåìîé ïðîâåðêè äî-êàçàòåëüñòâ.Îïðåäåëåíèå 9.8. Ïóñòü L ⊆ Σ∗ äëÿ íåêîòîðîãî àëôàâèòà Σ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
L îáëàäàåò èíòåðàêòèâíîé ñèñòåìîé äîêàçàòåëüñòâ28, åñëè ñóùåñòâóåò ïðîâåðÿ-þùàÿ ñòîðîíà (íåêîòîðûé ðàíäîìèçèðîâàíûé ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåííîé àëãîðèòì)
V , òàêàÿ ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ Σ∗ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.29
• Åñëè x ∈ L, òî ñóùåñòâóåò äîêàçûâàþùàÿ ñòîðîíà B, òàêàÿ ÷òî V ïîñëå êîì-ìóíèêàöèè ñ B ðåøàåò ïðèíÿòü x ñ âåðîÿòíîñòüþ, áîëüøåé ÷åì 2/3.{Íåìíîãî ïîäðîáíåå. Åñëè x ∈ L, òî ñóùåñòâóåò äîêàçûâàþùàÿ ñòîðîíà, îáëà-äàþùàÿ äîêàçàòåëüñòâîì ýòîãî ôàêòà. Ïðè ýòîì V ìîæåò ýôôåêòèâíî ïðîâå-ðèòü òàêîå äîêàçàòåëüñòâî â ïðîöåññå êîìóíèêàöèè ñ B. È íå èìååò çíà÷åíèÿ,íàñêîëüêî äëèííûì ÿâëÿåòñÿ ýòî äîêàçàòåëüñòâî.}
• Åñëè x /∈ L, òî äëÿ ëþáîé äîêàçûâàþùåé ñòîðîíû B êîììóíèêàöèÿ ìåæäó V è Bçàêàí÷èâàåòñÿ òåì, ÷òî V îòêëîíÿåò âõîä x ñ âåðîÿòíîñòüþ ïî êðàéíåé ìåðå

2/3.{Åñëè x /∈ L, òî íå ñóùåñòâóåò äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî x ∈ L. Ïîýòîìó êàæ-äàÿ ñòðàòåãèÿ óáåäèòü V â èñòèííîñòè óòâåðæäåíèÿ x ∈ L äîëæíà áûòü îáíà-ðóæåíà ñ äîñòàòî÷íî âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ.}
25 Ïî-àíãëèéñêè ïðîâåðÿþùàÿ ñòîðîíà � ¾veri�er¿, ÷òî ñîâïàäàåò ñ òåðìèíîì, ïåðåâåä¼ííûìðàíåå (ðàçäåë 6.5) êàê ¾âåðèôèêàòîð¿. Îäíàêî ñîîòâåòñòâóþùèå ïîíÿòèÿ ðàçëè÷íû. (Ïðèì.ïåðåâ.)
26 Ò. å. ñòîðîíîé áåç êàêèõ-ëèáî îãðàíè÷åíèé íà ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèé.
27 Â äàííîì ñëó÷àå � ÷èñëî êîììóíèêàöèîííûõ îáìåíîâ.
28 Êàê â ðóññêîé, òàê è â àíãëèéñêîé ëèòåðàòóðå èíîãäà ïðèìåíÿåòñÿ è áîëåå òî÷íîå íàçâàíèå� èíòåðàêòèâíàÿ ðàíäîìèçèðîâàííàÿ ñèñòåìà ïðîâåðêè äîêàçàòåëüñòâ. (Ïðèì. ïåðåâ.)
29 Âñþäó â äàííîì îïðåäåëåíèè èìååòñÿ â âèäó êîììóíèêàöèè ìåæäó äîêàçûâàþùåé è ïðîâå-ðÿþùåé ñòîðîíàìè, â êîòîðîé ïåðâàÿ ïûòàåòñÿ óáåäèòü âòîðóþ â èñòèííîñòè óòâåðæäåíèÿ

x ∈ L äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëîâà x ∈ Σ∗. (Ïðèì. ïåðåâ.)



9.5 Äîêàçàòåëüñòâà ñ íóëåâûì ðàçãëàøåíèåì 293Îïðåäåëèì êëàññ ÿçûêîâ IP ñëåäóþùèì îáðàçîì:
IP = {L ⊆ Σ∗ | L îáëàäàåò èíòåðàêòèâíîé ñèñòåìîé äîêàçàòåëüñòâà}.Ïîíÿòíî, ÷òî òî÷íîå çíà÷åíèå ãðàíèö âåðîÿòíîñòè â îïðåäåëåíèè 9.8 íå ïðèíöèïè-àëüíî. Ïîñëå O(|x|) íåçàâèñèìûõ ïîâòîðåíèé êîììóíèêàöèè ìåæäó äîêàçûâàþùåé èïðîâåðÿþùåé ñòîðîíàìè âåðîÿòíîñòü îøèáêè ìîæåò áûòü óìåíüøåíà äî 2−|x|. Èòàê,â êëàñññå IP ìîæíî ïîâûñèòü âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ ïðàâèëüíîãî ðåøåíèÿ ñ 2/3 äî

1 − 2−|x|.Ëåììà 9.9. NP ⊆ IP.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó NP = VP, ñóùåñòâóåò ïîëüíîìèàëüíî-âðåìåííîé âåðè-ôèêàòîð äëÿ êàæäîãî ÿçûêà L ∈ NP. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÿçûêà L è ëþáîãîñëîâà x ∈ L ñóùåñòâóåò äîêàçàòåëüñòâî (ñâèäåòåëüñòâî) c òîãî, ÷òî x ∈ L, � ïðè-÷¼ì äëèíà äîêàçàòåëüñòâà c ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîé îòíîñèòåëüíî |x|. Ñëåäîâàòåëü-íî, äîêàçûàþùàÿ ñòîðîíà, îáëàäàþùàÿ c, ìîæåò ïîñëàòü âñ¼ ýòî ñëîâî ïðîâåðÿþùåéñòîðîíå � ïîñëå ÷åãî ïîñëåäíÿÿ ìîæåò çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ äåòåðìèíèðîâàííîïðîâåðèòü, äåéñòâèòåëüíî ëè c ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì x ∈ L. Åñëè æå x /∈ L òîäîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî x ∈ L, íå ñóùåñòâóåò � ïîýòîìó íå ñóùåñòâóåò è âîçìîæíîñòèäåòåðìèíèðîâàííî ïðîâåðèòü ýòîò ôàêò. utÑëåäóþùèé âîïðîñ � ñóùåñòâóþò ëè ÿçûêè, íå ïðèíàäëåæàùèå êëàññó NP, íîïðè ýòîì îáëàäàþùèå èíòåðàêòèâíîé ñèñòåìîé äîêàçàòåëüñòâ. Ðàññìîòðèì ñëåäóþ-ùóþ ïðîáëåìó. Äëÿ äâóõ çàäàííûõ ãðàôîâ G1 è G2 íåîáõîäèìî îòâåòèòü íà âîïðîñ,ÿâëÿþòñÿ ëè îíè èçîìîðôíûìè.30 Ïðîáëåìà èçîìîðôèçìà ãðàôîâ ïðèíàäëåæèò êëàñ-ñó NP � ïîñêîëüêó ìû ìîæåì íåäåòåðìèíèðîâàííî ïðåäïîëîæèòü èçîìîðôèçì (ò. å.íåäåòåðìèíèðîâàííî ïðåäïîëîæèòü êîíêðåòíûé âàðèàíò ñîîòâåòñòâèÿ âåðøèí) � à çà-òåì äåòåðìèíèðîâàííî ïðîâåðèòü íàøå ïðåäïîëîæåíèå çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Îä-íàêî íåèçâåñòíî, ïðèíàäëåæèò ëè êëàññó NP ïðîáëåìà íåèçîìîðôèçìà ãðàôîâ. Ìûïðåäïîëàãàåì, ÷òî îíà íå ïðèíàäëåæèò êëàññó NP � ïîñêîëüêó íå âèäèì, êàê íåäå-òåðìèíèðîâàííîå óãàäûâàíèå ìîæåò ïîìî÷ü ïðîâåðèòü îòñóòñòâèå èçîìîðôèçìà äâóõãðàôîâ.Èòàê, îáîçíà÷èì
NONISO = {(G1, G2) | G1 è G2 íå èçîìîðôíû}.Îïèøåì èíòåðàêòèâíóþ ñèñòåìó äîêàçàòåëüñòâà äëÿ ïðîáëåìû NONISO. Ïóñòü (G1,

G2) � âõîäû, èçâåñòíûå ñòîðîíàì V è B.1. Ïðîâåðÿþùàÿ ñòîðîíà V îïðåäåëÿåò, äåéñòâèòåëüíî ëè ó ãðàôîâG1 è G2 ñîâïàäàåòêîëè÷åñòâî âåðøèí è ð¼áåð. Åñëè íå ñîâïàäàåò, òî ñòîðîíà V îòêëîíÿåò âõîä ñâåðîÿòíîñòüþ 1.2. Åñëè ó ãðàôîâ G1 è G2 ñîâïàäàåò ÷èñëî âåðøèí è ð¼áåð, òî ñòîðîíà V âûáèðà-åò íåêîòîðûå ñëó÷àéíîå i ∈ {1, 2} è ñëó÷àéíóþ ïåðåñòàíîâêó (j1, j2, . . . , jn) ÷è-ñåë (1, 2, . . . , n),31 ãäå n � ÷èñëî âåðøèí. Ïîñëå ýòîãî V ïåðåâîäèò ãðàô Gi â
30 Äâà ãðàôà ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè ìû ìîæåì ïîìåòèòü âåðøèíû îäíîãî èç íèõïîìåòêàìè âåðøèí äðóãîãî � òàê, ÷òî îáà ãðàôà ïðè ýòîì ñòàíîâÿòñÿ èäåíòè÷íûìè.
31 Êàê i, òàê è ïåðåñòàíîâêà âûáèðàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíî-ñòåé. Äðóãèìè ñëîâàìè � âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû âûáîðà, êàê è âñþäó â äàííîé ãëàâå,ñ÷èòàþòñÿ ðàâíîâåðîÿòíûìè.



294 9 Òåîðèÿ ñâÿçè è êðèïòîãðàôèÿ
Gi(j1, j2, . . . , jn) � ñîîòâåòñòâåííî ýòîé ïåðåñòàíîâêå. Äàëåå ñòîðîíà V ïîñûëàåòãðàô Gi(j1, j2, . . . , jn) ïðîâåðÿþùåé ñòîðîíå B è ïðîñèò å¼ îïðåäåëèòü, êàêîìóèìåííî ãðàôó èçîìîðôåí ãðàô Gi(j1, j2, . . . , jn) � G1 èëè G2.3. Åñëè G1 è G2 íå èçîìîðôíû, òî B ìîæåò îïðåäåëèòü i (ò. å. âû÷èñëèòü, êàêîé èçäâóõ ãðàôîâ, G1 èëè G2, èçîìîðôåí ãðàôó Gi(j1, j2, . . . , jn)) � è ïîñëàòü íîìåð iñòîðîíå V .Åñëè æå G1 è G2 èçîìîðôíû, òî ñòîðîíà B íå èìååò âîçìîæíîñòè âû÷èñëèòüòàêîå i. B ìîæåò òîëüêî ïðåäïîëîæèòü i � òàêèì îáðàçîì B ïðèõîäèòñÿ âûáèðàòüñëó÷àéíîå k ∈ {1, 2} è ïîñûëàòü ýòî çíà÷åíèå ñòîðîíå V .4. Åñëè k 6= i, òî V îòêëîíÿåò âõîä (G1, G2).Åñëè k = i, òî V ïîâòîðÿåò ýòàï 2, ïîñûëàÿ íåêîòîðûå ñëó÷àéíûå s ∈ {1, 2} èãðàô-ïåðåñòàíîâêó Gs ñòîðîíå B � ïîñëå ÷åãî B ïîñûëàåò l ∈ {1, 2} ñòîðîíå Vñîîòâåòñòâåííî ýòàïó 3.Òåïåðü åñëè l 6= s, òî V îòêëîíÿåò âõîä (G1, G2).Åñëè k = s, òî V ïðèíèìàåò âõîä (G1, G2).Ïîêàæåì, ÷òî ïðèâåä¼ííûé çäåñü ïðîòîêîë ÿâëÿåòñÿ èíòåðàêòèâíîé ñèñòåìîé äî-êàçàòåëüñòâà äëÿ ïðîáëåìû NONISO.Åñëè (G1, G2) ∈ NONISO, òî ó äîêàçûâàþùåé ñòîðîíû ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòüîïðåäåëèòü ðàçíèöó ìåæäó ãðàôàìè G1 è G2 � è, ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ñòîðîíà âñåãäàâûäà¼ò ïðàâèëüíûé îòâåò. Ïîýòîìó ïðîâåðÿþùàÿ ñòîðîíà ïðèíèìàåò âõîä (G1, G2) ñâåðîÿòíîñòüþ 1.Åñëè æå (G1, G2) /∈ NONISO, òî íå ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòè îïðåäåëèòü ðàçíèöóìåæäó ãðàôàìè G1 è G2 îòíîñèòåëüíî ãîìîìîðôèçìà. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äîêàçû-âàþùàÿ ñòîðîíà êîððåêòíî óãàäàëà äâà ñëó÷àéíî âûáðàííûõ çíà÷åíèÿ i è s èç ìíî-æåñòâà {1, 2}, íå ïðåâîñõîäèò çíà÷åíèÿ 1

2 · 1
2 = 1

4 . Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòü îøèáêèíå ïðåâîñõîäèò 1/4. Ïðè ýòîì ìû ìîæåì óìåíüøèòü å¼ äî 2−k � ïóò¼ì ïîñòàíîâêè kíåçàâèñèìûõ âîïðîñîâ, çàäàííûõ ïðîâåðÿþùåé ñòîðîíîé äîêàçûâàþùåé.Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò îãðîìíûå âîçìîæíîñòè ðàíäîìèçèðîâàííîé ïðî-âåðêè.Òåîðåìà 9.10 (Øàìèðà).∗ IP = PSPACE. utÑàìîå âàæíîå ñëåäñòâèå ýòîé òåîðåìû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íàèáîëåå êîðîòêîåäîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ x ∈ L äëÿ íåêîòîðîãî ÿçûêà L ∈ PSPACE ìîæåò èìåòüýêñïîíåíöèàëüíóþ äëèíó îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèÿ |x|.32 Ñëåäîâàòåëüíî, äîêàçûâàþùàÿñòîðîíà íå ìîæåò ïîñëàòü ïðîâåðÿþùåé ýòî äîêàçàòåëüñòâî � äàæå õîòÿ áû íåêîòîðóþåãî ñóùåñòâåííóþ ÷àñòü. Òàêèì îáðàçîì ìû ìîæåì ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ ïðîâåðÿòüêîððåêòíîñòü äîêàçàòåëüñòâ ýêñïîíåíöèàëüíîé äëèíû â ïðåäåëàõ ðàíäîìèçèðîâàííîãîïîëèíîìèàëüíîãî âðåìåíè � áåç ÷òåíèÿ ýòèõ äîêàçàòåëüñòâ.Çàêîí÷èì íàøå ýëåìåíòàðíîå ââåäåíèå â êðèïòîãðàôèþ êðàòêèì îïèñàíèåì ðàí-äîìèçèðîâàííûõ ñèñòåì (ïðîâåðêè äîêàçàòåëüñòâ) ñ íóëåâûì ðàçãëàøåíèåì.Îïóñòèì ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå ýòèõ ñèñòåì. Îñíîâíàÿ èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,÷òîáû äîáàâèòü â äîêàçûâàþùóþ ñèñòåìó äîïîëíèòåëüíîå òðåáîâàíèå: ïðîâåðÿþùàÿ
32 Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ L ∈ PSPACE ¾áåç òåîðåìû Øàìèðà¿ ãîâîðèò òîëüêî î òîì, ÷òî âñåäîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé x ∈ L èìåþò ïîëèíîìèàëüíóþ øèðèíó. Çäåñü ïîä øèðèíîéäîêàçàòåëüñòâà ïîíèìàåòñÿ äëèíà íàèáîëåå äëèííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, ïîÿâèâøåãîñÿ â ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòè èìïëèêàöèé ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà.



9.5 Äîêàçàòåëüñòâà ñ íóëåâûì ðàçãëàøåíèåì 295ñòîðîíà ïðè êîììóíèêàöèÿõ ñ äîêàçûâàþùåé íå ìîæåò óçíàòü íè îäíîãî áèòà � êðî-ìå òîé èíôîðìàöèè, êîòîðóþ îíà ìîæåò âû÷èñëèòü ñàìà, áåç êîììóíèêàöèé. Òàêîå¾îòñóòñòâèå çíàíèÿ¿ âî âðåìÿ êîììóíèêàöèè ìîæåò áûòü ôîðìàëèçîâàíî ñëåäóþùèìîáðàçîì. Ïîëíàÿ êîììóíèêàöèÿ ìåæäó B è V ìîäåëèðóåòñÿ êàê íåêîòîðîå âåðîÿòíîñò-íîå ïðîñòðàíñòâî � ãäå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé îïðåäåëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì âûáîðîì,îñóùåñòâëÿåìûì ñòîðîíîé V . Èíòåðàêòèâíàÿ ñèñòåìà äîêàçàòåëüñòâà íàçûâàåòñÿ ñè-ñòåìîé ñ íóëåâûì ðàçãëàøåíèåì, åñëè ñóùåñòâóåò ðàíäîìèçèðîâàííàÿ ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�àÿ ìàøèíà Òüþðèíãà M , êîòîðàÿ ãåíåðèðóåò âñþ ñîîòâåòñòâóþùóþ êîììóíè-êàöèþ ñ òåì æå ñàìûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé. Ñëåäñòâèåì ýòîãî òðåáîâàíèÿÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â ïîäîáíûõ ñèñòåìàõ33 ïðîâåðÿþùàÿ ñòîðîíà íå èçó÷àåò íè îäíîãîáèòà â äîêàçàòåëüñòâàõ, ïðåäñòàâëåííûõ äðóãîé ñòîðîíîé.Ó ñèñòåì ïðîâåðêè ñ íóëåâûì ðàçãëàøåíèåì èìååòñÿ ìíîãî èíòåðåñíûõ êðèïòîãðà-ôè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé � îïèøåì îäíî èç íèõ. Ïóñòü íàì íàäî ðàçðàáîòàòü óïðàâëå-íèå äîñòóïîì äëÿ êîìïüþòåðà, ïîçâîëÿþùåãî ðàáîòàòü òîëüêî ïîëüçîâàòåëÿì ñ êîð-ðåêòíûì ïàðîëåì � è â òî æå âðåìÿ ïîëüçîâàòåëè äîëæíû îñòàâàòüñÿ àíîíèìíûìè.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîëüçîâàòåëü èãðàåò ðîëü äîêàçûâàþùåé ñòîðîíû, êîòîðàÿ äîëæíàóáåäèòü ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ äîñòóïîì (ïðîâåðÿþùóþ ñòîðîíó) â òîì, ÷òî îíà (äî-êàçûâàþùàÿ ñòîðîíà) äåéñòâèòåëüíî îáëàäàåò ïðàâîìåðíûì ïàðîëåì äëÿ äîñòóïà êêîìïüþòåðó.Äðóãèì âàæíûì ïðèëîæåíèåì ñèñòåì ïðîâåðêè ñ íóëåâûì ðàçãëàøåíèåì ÿâëÿåòñÿèñïîëüçîâàíèå ïðè êîììóíèêàöèè ñîáñòâåííûõ äàííûõ äðóãîé ñòîðîíû � ïðè÷¼ì áåçèçó÷åíèÿ ýòèõ äàííûõ. Ïðåäïîëæèì, ÷òî ïðîâåðÿþùàÿ ñòîðîíà V ñòðåìèòñÿ âû÷èñ-ëèòü çíà÷åíèå f(x, y) � ïðè ýòîì îáëàäàÿ òîëüêî çíà÷åíèåì y. Äîêàçûâàþùàÿ ñòîðîíà
B çíàåò çíà÷åíèå x, è ïðè ýòîì ïûòàåòñÿ ïîìî÷ü ñòîðîíå V � ïðè óñëîâèè, ÷òî V íåçíàåò íè îäíîãî áèòà ñëîâà x.Îïðåäåëåíèå êëàññà ôóíêöèé è ïðîáëåì ïðèíàäëåæíîñòè, äëÿ êîòîðûõ èìåþòñÿ ñè-ñòåìû ïðîâåðêè ñ íóëåâûì ðàçãëàøåíèåì � ìíîãîîáåùàþùàÿ èññëåäîâàòåëüñêàÿ ïðî-áëåìà. Òàêèì ïóò¼ì ìîæåò áûòü ðåøåíî î÷åíü áîëüøîå êîëè÷åñòâî çàäà÷ � è ýòîò ôàêòíà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ óäèâèòåëüíûì. Íàïðèìåð, ìû çíàåì, ÷òî ñèñòåìû ïðîâåðêè ñíóëåâûì ðàçãëàøåíèåì ñóùåñòâóþò äëÿ âñåõ ÿçûêîâ êëàññà NP. Â ñâÿçè ñ îãðàíè÷å-íèÿìè íà îáú¼ì íàøåé êíèãè ìû íå ïðèâîäèì äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ðåçóëüòàòà � íî âêà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåä¼ì îïèñàíèå ïîäîáíîé ñèñòåìû äëÿ ïðîáëåìû èçîìîðôèçìàãðàôîâ.Âõîä: Ïàðà ãðàôîâ (G1, G2) äëÿ B è V . Ïóñòü n � ÷èñëî âåðøèí ãðàôîâ G1 è G2.
B: Äîêàçûâàþùàÿ ñòîðîíà ñëó÷àéíî âûáèðàåò íåêîòîðûå i ∈ {1, 2} è ïåðåñòàíîâêó

π = (j1, j2, . . . , jn) ÷èñåë (1, 2, . . . , n). Ïîñëå ýòîãî B ïðèìåíÿåò π ê Gi è ïîñûëàåòðåçóëüòèðóþùèé ãðàô Gi(π) ïðîâåðÿþùåé ñòîðîíå.
V : Ïðîâåðÿþùàÿ ñòîðîíà ñëó÷àéíî âûáèðàåò íåêîòîðîå j ∈ {1, 2} è ïîñûëàåò åãî äî-êàçûâàþùåé ñòîðîíå. Ýòî ñîîáùåíèå j ñîîòâåòñòâóåò òðåáîâàíèþ ïðåäñòàâëåíèÿäîêàçàòåëüñòâà ãîìîìîðôèçìà ãðàôîâ Gi(π) è Gj .
B: Åñëè G1 è G2 èçîìîðôíû, òî äîêàçûâàþùàÿ ñòîðîíà âû÷èñëÿåò èçîìîðôèçì δ,òàêîé ÷òî Gj(δ) = Gi(π) � ïîñëå ÷åãî ïîñûëàåò δ ïðîâåðÿþùåé ñòîðîíå.Åñëè G1 è G2 íå ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôíûìè, è â òî æå âðåìÿ i = j, òî äîêàçûâàþùàÿñòîðîíà ïîñûëàåò ñëó÷àéíóþ ïåðåñòàíîâêó δ = π. Èíà÷å (ò. å. åñëè i 6= j è ìåæ-äó ãðàôàìè Gj è Gi(π) îòñóòñòâóåò èçîìîðôèçì) äîêàçûâàþùàÿ ñòîðîíà òàêæåïîñûëàåò ïåðåñòàíîâêó π.
33 Ìîæíî òàêæå ãîâîðèòü � â ïðîòîêîëàõ, îñíîâàííûõ íà íóëåâîì ðàçãëàøåíèè.
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V : Äîêàçûâàþùàÿ ñòîðîíà ïðèíèìàåò (G1, G2) åñëè è òîëüêî åñëè Gj(δ) = Gi(π).Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ýòîò ïðîòîêîë ÿâëÿåòñÿ èíòåðàêòèâíîé ñèñòåìîé äîêàçà-òåëüñòâ. Åñëè G1 è G2 ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôíûìè, òî äîêàçûâàþùàÿ ñòîðîíà âñåãäàíàõîäèò ïåðåñòàíîâêó δ, òàêóþ ÷òî Gj(δ) = Gi(π). Òàêèì îáðàçîì, ñòîðîíà V ïðè-íèìàåò âõîä (G1, G2) ñ âåðîÿòíîñòüþ 1. Åñëè æå G1 è G2 íå ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôíûìè,òî òîëüêî ïðè i = j ñòîðîíà B ìîæåò ïîñëàòü ïåðåñòàíîâêó δ, òàêóþ ÷òî Gj(δ) = Gi(π).Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî i = j äëÿ äâóõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë i, j ∈ {1, 2}, â òî÷íîñòè ðàâíà
1/2. Ïóò¼ì âûïîëíåíèÿ k íåçàâèñèìûõ ïîâòîðåíèé ýòîãî ïðîòîêîëà è ïðèíÿòèÿ âõîäàòîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà âñå îòâåòû áûëè êîððåêòíûìè, ìû ïîëó÷àåì èòåðàòèâíóþñèñòåìó ïðîâåðêè ñ âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè íå áîëåå ÷åì 2−k.Ïîñêîëüêó ìû îïóñòèëè ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå ñèñòåì ïðîâåðêè ñ íóëåâûì ðàç-ãëàøåíèåì, ìû íå ìîæåì äàòü è ôîðìàëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî íàø ïðîòîêîëñîîòâåòñòâóåò òàêîé ñèñòåìå � îäíàêî ìû ìîæåì èíòóèòèâíî ïîíÿòü, ïî÷åìó ýòî òàê.Êîììóíèêàöèÿ ìåæäó B è V íå îáåñïå÷èâàåò íàñ èíôîðìàöèåé îá èçîìîðôèçìå ìåæ-äó ãðàôàìè G1 è G2 � åñëè äàæå òàêîâîé èìååòñÿ. Ïåðâîå ñîîáùåíèå Gi(π) ìîæåòáûòü ðàññìîòðåíî êàê ñëó÷àéíîå ñîáûòèå, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì âûáîðîì
i è π. Âòîðîå ñîîáùåíèå � ñëó÷àéíîå ÷èñëî j. Ïîñëåäíåå ñîîáùåíèå δ òàêæå îïðåäå-ëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé ïåðåñòàíîâêîé π: δ ÿâëÿåòñÿ ëèáî â òî÷íîñòè ïåðåñòàíîâêîé π, ëèáîêîìáèíàöèåé π è ãîìîìîðôèçìà ìåæäó ãðàôàìè G1 è G2.34 Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåêî-òîðîé ôèêñèðîâàííîé ïàðû ãðàôîâ (G1, G2) ìíîæåñòâî âñåõ âàðèàíòîâ êîììóíèêàöèè
(Gi(π), j, δ) ìåæäó B è V ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì. Ìû ìîæåì ïîêà-çàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ ðàíäîìèçèðîâàííàÿ ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�àÿ ìàøè-íà Òüþðèíãà, êîòîðàÿ ìîæåò ãåíåðèðîâàòü òðîéêè (Gi(π), j, δ) ñ òåì æå ñàìûì ðàñïðå-äåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé.9.6 Ïðîåêòèðîâàíèå îáúåäèí¼ííûõ ñåòåéÊîììóíèêàöèè ìåæäó ðàçëè÷íûìè ñóáúåêòàìè � òàêèìè êàê ëþäè, êîìïüþòåðû, ïðî-öåññîðû ïàðàëëåëüíîãî êîìïüþòåðà è ìí. äð. � ìîãóò áûòü âûïîëíåíû ñ ïîìîùüþ ðàç-ëè÷íûõ âàðèàíòîâ êîììóíèêàöèîííûõ òåõíîëîãèé. Ó êàæäîãî èç òàêèõ âàðèàíòîâ åñòüñâîè âîçìîæíîñòè è ñâîè îãðàíè÷åíèÿ � è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ðàáîòû ñ òåëåãðàôíû-ìè, òåëåôîííûìè è îïòè÷åñêèìè ñåòÿìè è ïàðàëëåëüíûìè êîìïüþòåðàìè ìû äîëæíûðåøàòü ðàçëè÷íûå çàäà÷è. Ýòè çàäà÷è âåñüìà ñëîæíû � ÷òî ïðîÿâëÿåòñÿ ïðåæäå âñå-ãî ïðè ïðîåêòèðîâàíèè êîììóíèêàöèîííûõ ñòðàòåãèé â òàêèõ ñåòÿõ; áîëåå òîãî, èõñëîæíîñòü ñòîëü âåëèêà, ÷òî ìû íå èìååì âîçìîæíîñòè îïèñàòü íåñêîëüêî òàêèõ çà-äà÷ â îäíîì ðàçäåëå. Ïîýòîìó ìû ïðîèëëþñòðèðóåì ïðîáëåìû ñåòåâûõ êîììóíèêàöèéòîëüêî íà îäíîì ïðèìåðå.Èòàê, ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Ïóñòü èìååòñÿ 2n ñòîðîí

x0, x1, . . . , xn−1, y0, y1, . . . , yn−1,êîòîðûå ïðåäñòàâëåíû êàê 2n óçëîâ35 ñåòè. Ìû äîëæíû ïîñòðîèòü ñåòü ìåæäó x-ñòîðîíàìè x0, x1, . . . , xn−1 è y-ñòîðîíàìè y0, y1, . . . , yn−1 � òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â ëþ-áîé ìîìåíò âðåìåíè ëþáàÿ x-ñòîðîíà ìîãëà ïîëó÷èòü ñâÿçü (ñîåäèíåíèå) äëÿ âûçîâà
34 Êîòîðûé ìû òàêæå îïèñûâàåì êàê íåêîòîðóþ ïåðåñòàíîâêó.
35 Êîãäà ìû ãîâîðèì î êîììóíèêàöèîííûõ ñåòÿõ, òî ïðåäïî÷èòàåì èñïîëüçîâàòü òåðìèí¾óçåë¿ � âìåñòî òåðìèíà ¾âåðøèíà¿ (ãðàôà).



9.6 Ïðîåêòèðîâàíèå îáúåäèí¼ííûõ ñåòåé 297ëþáîé y-ñòîðîíû. Ñåòü ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ãðàô
G = (V, E), x0, x1, . . . , xn−1, y0, y1, . . . , yn−1 ∈ V.Ñîåäèíåíèå óçëîâ xi è yj îçíà÷àåò ïîèñê è ðåçåðâèðîâàíèå ïóòè ìåæäó xi è yj â ãðàôå

G � ÷òîáû íè îäíî èç ð¼áåð ýòîãî ïóòè íå èñïîëüçîâàëîñü äëÿ íåêîòîðîé äðóãîé êîì-ìóíèêàöèè, ò. å. ìåæäó êàêîé-íèáóäü äðóãîé ïàðîé óçëîâ. Èíûìè ñëîâàìè � â ëþáîéìîìåíò âðåìåíè ëþáîå ðåáðî ãðàôà G ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî òîëüêî äëÿ îäíîãîâûçîâà.
PSfrag replacementsx0 x1 x2 x3

y0 y1 y2 y3Ðèñ. 9.2.Ïðîñòåéøåå ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû çàêëþ÷àåòñÿ â ïðîâåäåíèè ðåáðà èç êàæäîãî
x-óçëà (x-ñòîðîíû) â êàæäûé y-óçåë. Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì ïîëíûé äâóäîëüíûéãðàô � âðîäå èçîáðàæ¼ííîãî íà ðèñ. 9.2 äëÿ n = 4. Íî ýòî ðåøåíèå íåëüçÿ ïðèìåíèòüíà ïðàêòèêå. Âî-ïåðâûõ, â ñëó÷àå 2n ñòîðîí ìû ïîëó÷àåì n2 ð¼áåð. Äëÿ n = 10 000 ýòîîçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî ñâÿçåé (ôèçè÷åñêèõ ñîåäèíåíèé) ðàâíî 100 000 000. Êðîìå òîãî, âñâÿçè ñ âûñîêîé ñòîèìîñòüþ èçãîòîâëåíèÿ òàêîé ñåòè è áîëüøèì ÷èñëîì å¼ ñâÿçåé ìûäëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ïðîñòî íå ìîæåì ñîçäàòü ïîäîáíóþ ñåòü. Ñóùåñòâóþò èèíûå òåõíîëîãè÷åñêèå ïðè÷èíû: ÷èñëî ñâÿçåé óçëà (åãî ñòåïåíü) äîëæíà áûòü îãðàíè-÷åíà íåêîòîðîé êîíñòàíòîé � ò. å. ñòåïåíü ñåòè36 ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ñòîðîí íå äîëæíàâîçðàñòàòü.Ñôîðìóëèðóåì òðåáîâàíèÿ äëÿ íàøåé êîììóíèêàöèîííîé ïðîáëåìû, íåîáõîäèìûåäëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé.
• Ñòåïåíü êàæäîãî óçëà ñåòè íå ïðåâîñõîäèò 4. Ïðè ýòîì ñòåïåíü óçëîâ, ñîîòâåòñòâó-þùèõ x- è y-ñòîðîíàì, íå ïðåâîñõîäèò 2.
• Óçëû ñåòè, êîòîðûå íå ñîîòâåòñòâóþò ñòîðîíàì, íàçûâàþòñÿ óçëàìè-ïåðåêëþ÷àòåëÿìè. Ñòðóêòóðà âñåõ óçëîâ-ïåðåêëþ÷àòåëåé îäíà è òà æå �ñì. ðèñ. 9.3. Ó êàæäîãî ïåðåêëþ÷àòåëÿ v èìååòñÿ â òî÷íîñòè 4 èíöèäåíòíûõðåáðà: LO(v), LU(v), RO(v) è RU(v). Ïðè ýòîì îí ìîæåò áûòü â îäíîì èç äâóõ(ïåðåêëþ÷àåìûõ) ñîñòîÿíèé: LLRR èëè LRRL.
36 Îíà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìàêñèìóì ñðåäè ñòåïåíåé óçëîâ, âõîäÿùèõ â ñåòü.
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LO(v)LO(v)

LU(v)LU(v)

RO(v)RO(v)

RU(v)RU(v)(a) (b)
v â LLRR v â LRRL

Ðèñ. 9.3.� Åñëè v íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè LLRR (ðèñ. 9.3 (a)), òî ìû ïîëàãàåì, ÷òî â äàííîéâåðøèíå v çàôèêñèðîâàíû ñîåäèíåíèÿ ìåæäó ð¼áðàìè LO(v) è LU(v), à òàêæåìåæäó ð¼áðàìè RO(v) è RU(v). Èíûìè ñëîâàìè � ð¼áðà LO(v) è LU(v) äîëæíûáûòü ÷àñòüþ êàêîãî-íèáóäü îäíîãî êîììóíèêàöèîííîãî ïóòè, à ð¼áðà RO(v) è
RU(v) � êàêîãî-íèáóäü äðóãîãî.� À åñëè v íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè LRRL (ðèñ. 9.3 (b)), òî â v çàôèêñèðîâàíû ñî-åäèíåíèÿ ìåæäó LO(v) è RU(v), à òàêæå ìåæäó RO(v) è LU(v). Òî åñòü ð¼áðà
LO(v) è RU(v) äîëæíû áûòü ÷àñòüþ êàêîãî-íèáóäü îäíîãî êîììóíèêàöèîííîãîïóòè, à ð¼áðà RO(v) è LU(v) � êàêîãî-íèáóäü äðóãîãî.

• Åñëè íåêîòîðûé óçåë u ÿâëÿåòñÿ x-ñòîðîíîé, òî èìååòñÿ òîëüêî äâà ðåáðà, èíöè-äåíòíûõ u � ýòî L(u) è R(u). Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî ñîñòîÿíèé óçëà u òàêæå ðàâíî
2, ýòî L è R � ñì. ðèñ. 9.4.37PSfrag replacements

LL RRx0 x1 x2 x3

y0 y1 y2 y3

(0, 00)

(1, 00)

(2, 00)

(0, 01)

(1, 01)

(2, 01)

(0, 10)

(1, 10)

(2, 10)

(0, 11)

(1, 11)

(2, 11)Ðèñ. 9.4.
37 Îòìåòèì, ÷òî îïðåäåëÿòü ñîñòîÿíèÿ äëÿ y-ñòîðîí íå íóæíî: êîíêðåòíûå âàðèàíòû èõ ñî-åäèíåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ íà îñíîâå ñîñòîÿíèé îñòàëüíûõ óçëîâ.
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• Ðåøàåìàÿ êîììóíèêàöèîííàÿ çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ êàê íåêîòîðàÿ ïåðåñòàíîâ-êà

(i0, i1, . . . , in−1)÷èñåë (0, 1, . . . , n − 1). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî j ∈ {0, 1, . . . , n − 1} íóæíîóñòàíîâèòü ñâÿçü x-ñòîðîíû xj ñ y-ñòîðîíîé yij
. Ñåòü äîëæíà áûòü òàêîé, ÷òîáûäëÿ ëþáîé èç n! âîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâîê (i0, i1, . . . , in−1) ñóùåñòâîâàëî íåêîòîðîåñîîòâåòñòâèå óçëîâ ñåòè è îïðåäåë¼ííûõ âûøå ñîñòîÿíèé38 � òàêîå, ÷òî îäíîâðåìåí-íî ìîãóò áûòü âûïîëíåíû âñå n òðåáîâàíèé ñâÿçè, ò. å. òðåáîâàíèÿ íà óñòàíîâëåíèåñâÿçåé ìåæäó ïàðàìè ñòîðîí

(x0, yi0), (x1, yi1), . . . , (xn−1, yin−1).Ïðè ýòîì íóæíî çàôèêñèðîâàòü (çàðåçåðâèðîâàòü) n ð¼áåðíî-íåçàâèñèìûõ ïóòåé39� ìåæäó xj è yij
äëÿ êàæäîãî j = 0, 1, . . . , n − 1.Ñåòü ñ 2n ñòîðîíàìè

x0, x1, . . . , xn−1, y0, y1, . . . , yn−1,êîòîðàÿ ìîæåò âûïîëíèòü âñå êîììóíèêàöèîííûå çàäà÷è, ôîðìóëèðóåìûå ïåðåñòàíîâ-êàìè ÷èñåë (0, 1, . . . , n − 1), íàçûâàåòñÿ n-ïåðåñòàíîâî÷íîé ñåòüþ.40 Ñòîèìîñòüþïåðåñòàíîâî÷íîé ñåòè ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî óçëîâ-ïåðåêëþ÷àòåëåé41 � è î÷åâèäíî, ÷òî ìûäîëæíû ñòàðàòüñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ýòó ñòîèìîñòü. Äðóãîé ïàðàìåòð, êîòîðûé òàêæåæåëàòåëüíî ìèíèìèçèðîâàòü, � ýòî äëèíà íàèáîëåå äëèííîãî ïóòè ìåæäó êàêîé-ëèáîïàðîé x- è y-ñòîðîí. Áûëî áû òàêæå î÷åíü õîðîøî ñîçäàòü ðåãóëÿðíóþ (÷¼òêóþ èÿñíóþ) ñòðóêòóðó ðàçðàáàòûâàåìîé ñåòè. Îñîáîå çíà÷åíèå ìîãëà áû èìåòü å¼ ìîäóëü-íîñòü � ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû äîëæíû èìåòü âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü ñåòü ñ 2n ñòî-ðîíàìè â êà÷åñòâå îñíîâíîãî êîìïîíåíòà äëÿ ðàçðàáîòêè ñåòåé, ñîäåðæàùèõ áîëüøååêîëè÷åñòâî ñòîðîí, íàïðèìåð, 4n. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè áóäóùåì ïðîåêòèðîâàíèè ðàñøè-ðåííîé ñåòè ìîäóëüíîñòü óìåíüøàåò å¼ ñòîèìîñòü � èìåííî ïîýòîìó îíà î÷åíü âàæíà.Ñåòü, ïðèâåä¼ííàÿ íà ðèñ. 9.4, ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíûì ðåøåíèåì äëÿ 8 ñòîðîí (è, ñëå-äîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ 4-ïåðåñòàíîâî÷íîé ñåòüþ) � è ïðè ýòîì èìååò ìàëóþ ñòîèìîñòü.×èñëî óçëîâ-ïåðåêëþ÷àòåëåé ðàâíî 4, ïðè ýòîì êîììóíèêàöèîííûé ïóòü ìåæäó ëþáîéïàðîé x- è y-ñòîðîí èìååò îäíó è òó æå äëèíó 2. Êîíêðåòíûå ñîñòîÿíèÿ óçëîâ ñåòè,ïðèâåä¼ííîé íà ðèñ. 9.4, îïðåäåëÿþò ðåøåíèå êîììóíèêàöèííîé çàäà÷è äëÿ çàäàííîéïåðåñòàíîâêè (3, 0, 2, 1).Óïðàæíåíèå 9.11. Äîêàæèòå, ÷òî ñåòü, ïðèâåä¼ííàÿ íà ðèñ. 9.4, äåéñòâèòåëüíî ÿâ-ëÿåòñÿ 4-ïåðåñòàíîâî÷íîé ñåòüþ.
38 Ò. å. ñîñòîÿíèé L è R äëÿ x-ñòîðîí, LLRR è LRRL äëÿ ïåðåêëþ÷àòåëåé.
39 Íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ïóòåé íàçûâàåòñÿ ð¼áåðíî-íåçàâèñèìûì (edge-disjoint), åñëè ó ýòèõïóòåé íåò íè îäíîãî îáùåãî ðåáðà. (Ïðèì. ïåðåâ.)
40 Â êà÷åñòâå å¼ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, íàïðèìåð, ò. í. òåëåôîííóþ ñåòü.Íåôîðìàëüíî îíà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ïóò¼ì îáúåäèíåíèÿ êàæäîé ïàðû âåðøèí xi è yi âîäíó. Â òåëåôîííîé ñåòè ëþáàÿ ñòîðîíà â ëþáîå âðåìÿ èìååò âîçìîæíîñòü óñòàíàâëèâàòüñâÿçü ñ ëþáîé äðóãîé ñòîðîíîé.
41 Çàìåòèì, ÷òî íå èìååò çíà÷åíèÿ, ðàññìàòðèâàåì ëè ìû â êà÷åñòâå îïèñàòåëüíîé ñëîæíîñòè÷èñëî ïåðåêëþ÷àòåëåé èëè ÷èñëî ð¼áåð.



300 9 Òåîðèÿ ñâÿçè è êðèïòîãðàôèÿÒåïåðü íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ïðîáëåìû ñâÿçèàñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíîé ñåòè. Â ïåðâóþ î÷åðåäü ìû ïîêàæåì, ÷òî ó êàæäîé ñåòèñ 2n ñòîðîíàìè èìååòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå Ω(n log n) óçëîâ-ïåðåêëþ÷àòåëåé.Òåîðåìà 9.12. Ó ëþáîé n-ïåðåñòàíîâî÷íîé ñåòè (n ∈ IN) èìååòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå
Ω(n log n) óçëîâ-ïåðåêëþ÷àòåëåé.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì îáû÷íûé ïåðåñ÷¼ò. Ïóñòü Netn � íåêîòîðàÿ n-ïåðåñòà-íîâî÷íàÿ ñåòü, è ïóñòü òàêæå çàäàíà íåêîòîðàÿ ïåðåñòàíîâêà, îïðåäåëÿþùàÿ êîììó-íèêàöèîííóþ çàäà÷ó. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ìû äîëæíû íàéòè ñîîòâåòñòâóþùååïðèñâàèâàíèå42 óçëàì ñåòè Netn íåêîòîðûõ ñîñòîÿíèé.43Ïóñòü m � ÷èñëî óçëîâ-ïåðåêëþ÷àòåëåé â ñåòè Netn. Îòñþäà ÷èñëî ðàçëè÷íûõïðèñâàèâàíèé ñîñòîÿíèÿì ñåòè Netn â òî÷íîñòè ðàâíî

2n · 2m.Ïîýòîìó ìû ïîëó÷àåì íåîáõîäèìîñòü âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùåãî íåðàâåíñòâà:
2m · 2n ≥ n! � ò. å. 2m ≥ n!

2n
.Îòñþäà 44

m ≥ log2(n!) − n ≥ n · log n − n · (ln e + 1) ∈ Ω(n log n).

utÓïðàæíåíèå 9.13. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäàÿ n-ïåðåñòàíîâî÷íàÿ ñåòü ñîäåðæèò ïî êðàé-íåé ìåðå îäèí òàêîé ïóòü ìåæäó íåêîòîðûìè x- è y-ñòîðîíàìè, äëèíà êîòîðîãî íåìåíåå log2 n.Èòàê, îñíîâíàÿ çàäà÷à ýòîãî ðàçäåëà � ðàçðàáîòêà n-ïåðåñòàíîâî÷íîé ñåòè, èìå-þùåé äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ðàçìåð â ïðåäåëàõ O(n log n). Ìû ñíà÷àëàðåøèì áîëåå ïðîñòóþ çàäà÷ó � ðàçðàáîòàåì ò. í. r-ìåðíûé β-ýëåìåíò. Åãî îïðåäå-ëåíèå ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì ïåðåñòàíîâî÷íîé ñåòè � îäíàêî ïðè ýòîìíå íàêëàäûâàåòñÿ òðåáîâàíèå ð¼áåðíîé íåçàâèñèìîñòè âûáèðàåìûõ ïóòåé.Îïðåäåëèì ÷àñòíûé ñëó÷àé r-ìåðíîãî β-ýëåìåíòà � ò. í. r-ìåðíóþ áàáî÷êó (r-dimensional butter�y) êàê Butr = (Vr , Er), ãäå
Vr = {(i, w) | i ∈ {0, 1, . . . , r}, w ∈ {0, 1}r},
Er = {{(i, w), (i + 1, w)} | i ∈ {0, 1, . . . , r − 1}} ∪

{{(i, xay), (i + 1, xby)} | i ∈ {0, 1, . . . , r − 1}, x ∈ {0, 1}i,

a, b ∈ {0, 1}, a 6= b, y ∈ {0, 1}r−i−1}.Ýòî îïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì � îäíàêî äëÿ åãî ïîíèìàíèÿ æåëàòåëüíû íåêî-òîðûå êîììåíòàðèè. Íàïðèìåð, 1-ìåðíûé β-ýëåìåíò But1 ïîêàçàí íà ðèñ. 9.5.
42 Áóäåì ãîâîðèòü èìåííî òàê � ýòî ¾áîëåå ïðîãðàììèñòñêèé¿ òåðìèí, ÷åì ¾ñîîòâåòñòâèå¿.Áîëåå òîãî, ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ñîîòâåòñòâèå íàäî â äàííîì ñëó÷àå ñòðîãîîïðåäåëèòü. Â îðèãèíàëå � ¾assignments¿, ìí. ÷. (Ïðèì. ïåðåâ.)
43 Î÷åâèäíî, ÷òî ðàçëè÷íûå ïåðåñòàíîâêè ïðèâîäÿò ê ðàçëè÷íûì âàðèàíòàì òàêîãî ïðèñâà-èâàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ÷èñëî âñåõ âîçìîæíûõ ïðèñâàèâàíèé ñîñòîÿíèÿì ñåòè Netnäîëæíî áûòü íå ìåíåå n! � ýòî ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì âñåõ ïåðåñòàíîâîê n ýëåìåíòîâ, è, ñëåäî-âàòåëüíî, ðàçëè÷íûõ êîììóíèêàöèîííûõ çàäà÷.
44 Ñîãëàñíî ôîðìóëå Ñòèðëèíãà, n! ≈ nn

en ·
√

2πn.
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y0 y1

(0, 0)

(0, 0)

(1, 0)

(0, 1)

(1, 1)

(2, 1)Ðèñ. 9.5.À äëÿ á�îëüøèõ r ïðåäñòàâëåíèå òðåáóåìîãî β-ýëåìåíòà Butr äà¼ò çàïèñü åãî (r +
1) · 2r óçëîâ â âèäå ìàòðèöû, ñîäåðæàùåé r + 1 ñòðîê è 2r ñòîëáöîâ.45 Äëÿ êàæäîãî
j = 0, 1, . . . , 2r − 1 ìû ñ÷èòàåì, ÷òî:
• x-ñòîðîíà xj ñîîòâåòñòâóåò óçëó (0, w), òàêîìó ÷òî Number (w) = j;
• y-ñòîðîíà yj � óçëó (r, w′), òàêîìó ÷òî Number (w′) = j.Ïîçèöèÿ (i, j) ýòîé ìàòðèöû ñîäåðæèò âåðøèíó (i, w), òàêóþ ÷òî äëÿ w âûïîëíÿåòñÿàíàëîãè÷íîå óñëîâèå: Number (w) = j.Ðåáðî ìåæäó óçëàìè (i, x) è (i + 1, y) ïðèñóòñòâóåò â îäíîì èç ñëåäóþùèõ äâóõñëó÷àåâ:
• x = y; 46
• åäèíñòâåííîå ðàçëè÷èå ìåæäó x è y çàêëþ÷àåòñÿ â i-ì áèòå èõ ïðåäñòàâëåíèÿ.47Ïðèìåð äëÿ r = 2 ôàêòè÷åñêè óæå áûë ðàññìîòðåí ðàíåå: ñì. ðèñ. 9.4.Ïðè òàêîì çàäàíèè ãðàôà äëÿ êàæäîé ïàðû

(xd, yc), d, c ∈ {0, 1, . . . , 2r − 1},ìîæíî íàéòè îïèñûâàåìûé äàëåå ïóòü ìåæäó xd è yc. Èòàê, ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ
ak, bk ∈ {0, 1} (k = 0, 1, . . . , r − 1)

d = Number(a0a1 . . . ar−1) è c = Number(b0b1 . . . br−1).Ñëåäîâàòåëüíî, óçåë (0, a0a1 . . . ar−1) ñîîòâåòñòâóåò x-ñòîðîíå xd, à óçåë (r, b0b1 . . . br−1)� y-ñòîðîíå yc.Åñëè a0 = b0, òî ïóòü íà÷èíàåòñÿ ñ ¾âåðòèêàëüíîãî¿ ðåáðà
{(0, a0a1 . . . ar−1), (1, a0a1 . . . ar−1)}.Åñëè æå a0 6= b0, òî ïóòü íà÷èíàåòñÿ ñ ¾íàêëîííîãî¿ ðåáðà

45 Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ñòðîêè è ñòîëáöû íóìåðóþòñÿ ñ 0. (Ïðèì. ïåðåâ.)
46 Ýòî � ¾âåðòèêàëüíûå¿ ð¼áðà, êîòîðûå èäóò â êàæäîì ñòîëáöå îò ïåðâîé ñòðîêè äî ïîñëåä-íåé.
47 Òî åñòü â 0-ì áèòå äëÿ ïàðû óçëîâ â 0-é è 1-é ñòðîêàõ, â 1-ì áèòå äëÿ ïàðû â 1-é è 2-éñòðîêàõ, è ò.ä. (Ïðèì. ïåðåâ.)



302 9 Òåîðèÿ ñâÿçè è êðèïòîãðàôèÿ
{(0, a0a1 . . . ar−1), (1, b0a1 . . . ar−1)}.Èòàê, ìû â îáîèõ ñëó÷àÿõ çà 1 øàã (ò. å.ïîñëå âûáîðà 1 ðåáðà) äîñòèãàåì óçëà

(1, b0a1 . . . ar−1).À â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ïóòè èç (0, a1 . . . ar−1) â (r, b0b1 . . . br−1) ìû òàêèì æå îáðàçîìâûáèðàåì k ð¼áåð è äîñòèãàåì óçëà
(k, b0b1 . . . bk−1akak+1ak+2 . . . ar−1)Ïîñëå ýòîãî ýòîò ïóòü ïðîäîëæàåòñÿ (k+1)-ì ðåáðîì

{(k, b0b1 . . . bk−1akak+1 . . . ar−1), (k + 1, b0b1 . . . bkak+1 . . . ar−1)}.Ïðè ýòîì ìû ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî s-å ðåáðî ïîñòðîåííîãî ïóòè ¾îòâå÷àåò çà ïåðåäà÷óçíà÷åíèÿ¿ s-ãî áèòà as áèòó bs.Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî â ñåòè Butr ìîæíî ñîåäèíèòü êàæäóþ ïàðó x- è y-ñòîðîíïóò¼ì, èìåþùèì äëèíó r. Íî, ê ñîæàëåíèþ, â ñåòè Butr ìû íå â ñîñòîÿíèè ðåàëèçîâàòüêàæäóþ âîçìîæíóþ ïåðåñòàíîâêó, âûáèðàÿ îäèí èç íåñêîëüêèõ ð¼áåðíî-íåçàâèñèìûõïóòåé; ïîêàçàòü ýòî ïðîùå âñåãî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðè ïðèìåíåíèè íàøåé ñòðàòå-ãèè óçåë
(b r

2c, b0b1 . . . bbr/2cabr/2c+1 . . . ar−1)èñïîëüçóåòñÿ âî âñåõ ïóòÿõ, íà÷èíàþùèõñÿ â îäíîì èç óçëîâ ìíîæåñòâà
{(0, f0f1 . . . fbr/2cabr/2c+1 . . . ar−1 | fi ∈ {0, 1} äëÿ i = 0, 1, . . . , b r

2c}è çàêàí÷èâàþùèõñÿ â îäíîì èç óçëîâ ìíîæåñòâà
{(r, b0b1 . . . bbr/2cebr/2c+1 . . . er−1) | ej ∈ {0, 1}äëÿ j = b r

2c + 1, . . . , r − 1}.Âñåãî èìååòñÿ 2
r
2−1 òàêèõ ïóòåé � à ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü êàæäûé èç óçëîâ-ïåðåêëþ÷àòåëåé íå áîëåå ÷åì äëÿ 2 òàêèõ ïóòåé.Òàêèì îáðàçîì, ñåòè Butr íå ÿâëÿþòñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè. Íî èõ ýëåìåíòû óäà¼ò-ñÿ èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå êîìïîíåíòîâ ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñåòåé� ïîäðîáíåå ñì. íèæå. Äàëåå â ýòîì ðàçäåëå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïåðåñòàíîâî÷íûåñåòè, à ñðåäè íèõ � ò. í. ñåòè Áåíåøà. Ïðèâåä¼ì äâà ïðîñòûõ ïðèìåðà. Ñåòü Benes1ñîâïàäàåò ñ ñåòüþ But1 � ñì. ðèñ. 9.5. À íà ðèñ. 9.6 ïîêàçàíà ñåòü Benes3.Ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé. Ñíà÷àëà îïðåäåëèì íåêîòîðûå 2r-ïåðåñòàíîâî÷íûå ñå-òè, óçëû êîòîðûõ ìîæíî ðàñïîëîæèòü â 2r + 1 ñòðîêàõ è 2r ñòîëáöàõ; óæå îïðåäå-ë¼ííûå íàìè ñåòè But1 è But3 ÿâëÿþòñÿ ïîäîáíûìè ïðèìåðàìè. Ïåðâûå r + 1 ñòðîêýòèõ ñåòåé âìåñòå ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ð¼áðàìè ôîðìèðóþò îäèí r-ìåðíûé β-ýëåìåíò,à ïîñëåäíèå r + 1 ñòðîê � äðóãîé r-ìåðíûé β-ýëåìåíò.48 Îòìåòèì, ÷òî ïðèâåä¼ííîéôîðìóëèðîâêè ôàêòè÷åñêè äîñòàòî÷íî äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåêîòîðîé 2r-ïåðåñòàíîâî÷íîéñåòè � îäíàêî î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ îíà íåóäîáíà.

48 Îíè, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîãóò íå ÿâëÿòüñÿ ñåòÿìè Butr. È, êîíå÷íî, âñþ ñåòü Benesr òîæåìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåêîòîðûé r-ìåðíûé β-ýëåìåíò.
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PSfrag replacements
x0 x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

y0 y1 y2 y3 y4 y5 y6 y7Ðèñ. 9.6.Ïðîäîëæèì ôîðìóëèðîâêó îïðåäåëåíèÿ ñåòè Benesr � äëÿ ïðîèçâîëüíîãî r ≥ 2.Íàì çíà÷èòåëüíî áîëåå âàæåí äðóãîé âàðèàíò âûäåëåíèÿ â ýòîé ñåòè ïîäñåòåé � âà-ðèàíò, îòëè÷àþùèéñÿ îò îïèñàííîãî â ïðåäûäóùåì àáçàöå. Íà ðèñ. 9.7 ïîêàçàíî ðå-êóðñèâíîå îïðåäåëåíèå ñåòè Benesr � ïóò¼ì å¼ ïîñòðîåíèÿ èç äâóõ ñåòåé Benesr−1 èíåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óçëîâ è äóã. Èòàê, ïåðâûå 2r−1 ñòîëáöîâ ýòîé ñåòè ÿâëÿþò-ñÿ ïåðâîé ñåòüþ Benesr−1, îáîçíà÷åííîé A, à ïîñëåäíèå 2r−1 ñòîëáöîâ � âòîðîé ñåòüþ
Benesr−1, îáîçíà÷åííîé B.Óïðàæíåíèå 9.14. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî r ïðèâåäèòå ôîðìàëüíîå îïèñàíèå ñå-òè Benesr êàê ãðàôà.Òåîðåìà 9.15. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî r ñåòü Benesr ÿâëÿåòñÿ 2r-ïåðåñòàíîâî÷íîé ñåòüþ.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ êàæäîé ïåðåñòàíîâêè

(i0, . . . , i2r−1),



304 9 Òåîðèÿ ñâÿçè è êðèïòîãðàôèÿPSfrag replacements x0 x1 x2r−1−1 x2r−1x2r−1 x2r−1+1

. . . . . .

. . .. . .

y0 y1 y2r−1−1 y2r−1y2r−1 y2r−1+1

Benesr−1Benesr−1

A B

Ðèñ. 9.7.ìîæíî âûáðàòü 2r ïóòåé èç xj â yij
(ò. å. ïî îäíîìó ïóòè äëÿ êàæäîãî j = 0, 1, . . . , 2r−1)� òàêèì îáðàçîì, ÷òî íè îäèí èç óçëîâ íå èñïîëüçóåòñÿ áîëåå ÷åì äëÿ îäíîãî ïóòè, èïðè ýòîì êàæäûé óçåë ïðèíàäëåæèò â òî÷íîñòè îäíîìó òàêîìó ïóòè; áóäåì íàçûâàòüêàæäîå èç òàêèõ ìíîæåñòâ ïîïàðíî-ðàçäåëÿåìûìè ïóòÿìè.49 Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîåìíîæåñòâî ïóòåé áóäåò ãàðàíòèðîâàòü âîçìîæíîñòü ïðèñâàèâàíèÿ óçëàì ñîñòîÿíèé,â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî ýòèì 2r ïóòÿì � ÷òî äàñò ðåøåíèå êîììóíèêàöèîííîéçàäà÷è (i0, . . . , i2r−1).Èòàê, äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå òðåáóåìîãî ìíîæåñòâà ïóòåé ïî èíäóêöèè îòíîñè-òåëüíî r. Äëÿ r = 1 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî: Benes1 ÿâëÿåòñÿ 2-ïåðåñòàíîâî÷íîé ñåòüþ,ñì. ðèñ. 9.5.Òåïåðü ïóñòü r ≥ 2. Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, â ñåòè Benesr−1 äëÿ êàæ-äîé ïåðåñòàíîâêè ÷èñåë (0, 1, . . . , 2r−1−1) ñóùåñòâóåò 2r−1 ïîïàðíî-ðàçäåëÿåìûõ ïóòåéìåæäó 2r−1 x-ñòîðîíàìè è 2r−1 y-ñòîðîíàìè. Òåïåðü ðàññìîòðèì Benesr � êàê ñåòü,ïðèâåä¼ííóþ íà ðèñ. 9.7; îíà ñîñòîèò èç äâóõ ñåòåé Benesr−1 (íà ðèñóíêå � A è B), àòàêæå äâóõ ñòðîê (ïåðâîé è ïîñëåäíåé), âçÿòûõ èç β-ýëåìåíòîâ Butr, âìåñòå ñ ñîîò-âåòñòâóþùèìè ð¼áðàìè.Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, íàì äîñòàòî÷íî íàéòè òàêóþ êîììóíèêàöèîí-íóþ ñòðàòåãèþ, ÷òî:

• â òî÷íîñòè ïîëîâèíà ïóòåé ïðîõîäÿò ÷åðåç êîìïîíåíòó A;
• êîììóíèêàöèîííûå çàäà÷è äëÿ A è B ìîãóò áûòü ðåøåíû ñ ïîìîùüþ äâóõ ïåðå-ñòàíîâîê ÷èñåë (0, 1, . . . , 2r−1 − 1).
49 Ýòî íàçâàíèå, ÷àùå âñåãî ïðèìåíÿåìîå â ëèòåðàòóðå íà ðóññêîì ÿçûêå, ïî-âèäèìîìó,íåóäà÷íî. Âñòðå÷àåòñÿ òàêæå íàâàíèå ¾ïîïàðíî-íåçàâèñèìûå âåðøèííî-ðàçäåëÿåìûå ïó-òè¿. Â îðèãèíàëå � ¾pair-wise node-disjoint paths¿.Îòìåòèì, ÷òî êàæäîå èç òàêèõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ ð¼áåðíî-íåçàâèñèìûì. (Ïðèì. ïåðåâ.)



9.6 Ïðîåêòèðîâàíèå îáúåäèí¼ííûõ ñåòåé 305Äëÿ âûïîëíåíèÿ îáîèõ ýòèõ òðåáîâàíèé äîñòàòî÷íî òàêèì îáðàçîì âûáðàòü äóãè äëÿïåðâîé ñòðîêè Benesr, ÷òîáû íè îäèí èç óçëîâ v ïåðâûõ ñòðîê ýëåìåíòîâ A è B (ò. å.âòîðîé ñòðîêè Benesr) íå ïðèíàäëåæàë äâóì ðàçëè÷íûì ïóòÿì.50 Àíàëîãè÷íî, äâóìðàçëè÷íûì ïóòÿì íå äîëæåí ïðèíàäëåæàòü íè îäèí óçåë u ïîñëåäíèõ ñòðîê A è B.51Ôîðìàëüíî ìû ìîæåì âûðàçèòü ñôîðìóëèðîâàííûå óñëîâèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

PSfrag replacements
x0

x2r−1

xi

xi+2r−1

yj

yj+2r−1

yi
2r−1

yi0+2r−1 mod 2r

yi
2r−1+2r−1

yi0

A

A

B

B(a)

(b)Ðèñ. 9.8.(1) Äëÿ âñåõ i ∈ {0, 1, . . . , 2r−1} äâà ïóòè, íà÷èíàþùèåñÿ â x-ñòîðîíàõ
xi è xi+2r−1 ,

50 Ò. å. ìîæíî èñïîëüçîâàòü òîëüêî îäíî ðåáðî ìåæäó v è ïåðâîé ñòðîêîé ñåòè Benesr.
51 Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, ìîæíî èñïîëüçîâàòü òîëüêî îäíî ðåáðî ìåæäó u è ïîñëåäíåéñòðîêîé ñåòè Benesr.



306 9 Òåîðèÿ ñâÿçè è êðèïòîãðàôèÿäîëæíû èñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå ñåòè Benesr−1 � ò. å. îäèí èç ýòèõ ïóòåé äîëæåíïðîõîäèòü ÷åðåç A, à äðóãîé � ÷åðåç B.(2) Äëÿ âñåõ j ∈ {0, 1, . . . , 2r−1} äâà ïóòè, çàêàí÷èâàþùèåñÿ â y-ñòîðîíàõ
yj è yj+2r−1 ,òàêæå äîëæíû èñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå ñåòè Benesr−1.Îòìåòèì, ÷òî ìû ìîæåì â îáîèõ ñôîðìóëèðîâàííûõ óñëîâèÿõ ðàññìàòðèâàòü îäíè èòå æå äâà ïóòè. Ïðè ýòîì îáà óñëîâèÿ îòðàæåíû íà ðèñ. 9.8 (a).Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî îäèí èç ýòèõ ïóòåé ìîæåò áûòü îïðåäåë¼í íà îñíîâå äðóãîãî.Ïóñòü

(i0, i1, . . . , i2r−1)� ïðîèçâîëüíàÿ ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë (0, 1, . . . , 2r − 1). Ðàññìîòðèì ïàðû
(x0, yi0) è (x2r−1 , yi

2r−1
).Äëÿ íèõ îïðåäåëèì ïóòü èç x0 â yi0 ÷åðåç A, à ïóòü èç x2r−1 â yi2r−1 � ÷åðåç B, ñì.ðèñ. 9.8 (b). Â áîëåå ïðîñòîì ñëó÷àå, ò. å. åñëè

|i2r−1 − i0| = 2r−1,îáîèì óñëîâèÿì (1) è (2) óäîâëåòâîðÿþò èìåííî ýòè ïóòè.Åñëè æå
|i2r−1 − i0| 6= 2r−1òî, ñîãëàñíî (2), ìû äîëæíû ïðîâåñòè ïóòü ê y-ñòîðîíå

yi0+2r−1 mod 2r÷åðåç B, à ïóòü ê y-ñòîðîíå
yi2r−1+2r−1 mod 2r� ÷åðåç A. Ïðè ýòîì52 âûïîëíÿþòñÿ íåîáõîäèìûå òðåáîâàíèÿ íà âçàèìíîå ðàñïîëîæå-íèå äâóõ ïóòåé, âûõîäÿùèõ èç óçëîâ

xq+2r−1 mod 2r è xs+2r−1 mod 2räëÿ
iq = (i2r−1 + 2r−1) mod 2r è is = (i0 + 2r−1) mod 2r.Ïðè äàëüíåéøåì ïðîäîëæåíèè ýòîé ñòðàòåãèè êàæäûé âûáðàííûé âàðèàíò ðàñ-ïîëîæåíèÿ äâóõ ñëåäóþùèõ äóã îäíîãî èç ïóòåé ìîæåò ôîðìóëèðîâàòü íå áîëåå ÷åìîäíî îãðàíè÷åíèå äëÿ äðóãîãî ïóòè ðàññìàòðèâàåìîé ïàðû � è ýòî îãðàíè÷åíèå ìîæåòáûòü ëåãêî âûïîëíåíî. Èòàê, ïðåäëîæåííàÿ ñòðàòåãèÿ äà¼ò ïðîñòðîåíèå ìíîæåñòâàïîïàðíî-ðàçäåëÿåìûõ ïóòåé. utÓïðàæíåíèå 9.16. Ïðèâåäèòå ïóòè â ñåòè Benes3, ñîîòâåòñòâóþùèå çàäàííûì ïåðå-ñòàíîâêàì (7, 2, 1, 3, 0, 5, 6, 4), (0, 1, 2, 3, 7, 6, 5, 4) è (0, 7, 1, 6, 2, 5, 3, 4).

52 Ò. å. åñëè |((q + 2r−1) mod 2r) − ((s + 2r−1) mod 2r)| 6= 2r−1.



9.7 Çàêëþ÷åíèå 307Òåîðåìà 9.15 äà¼ò ðåøåíèå íàøåé ïðîáëåìû ðàçðàáîòêè n-ïåðåñòàíîâî÷íîé ñåòè:
Benesr ÿâëÿåòñÿ 2r-ïåðåñòàíîâî÷íîé ñåòüþñ (2r + 1) · 2r óçëàìè è r · 2r+2 äóãàìè.Èòàê, åñëè ÷èñëî x-ñòîðîí ðàâíî n = 2r, òî ÷èñëî óçëîâ-ïåðåêëþ÷àòåëåé îãðàíè÷åíî
O(n · log2 n). Áîëåå òîãî, ñåòü Áåíåøà èìååò ðåãóëÿðíóþ ñòðóêòóðó ñ âûñîêîé ñòåïåíüþìîäóëüíîñòè � ñì. ðèñ. 9.7. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáîé x-ñòîðîíîé è ëþáîé y-ñòîðîíîé âòî÷íîñòè ðàâíî 2r � è ïîýòîìó â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà ñòîðîí ðàñò¼ò òîëüêî ëîãàðèô-ìè÷åñêè.Óïðàæíåíèå 9.17.∗ Ïóñòü G = (V, E) � íåêîòîðûé ãðàô. Ñáàëàíñèðîâàííûé ðàç-ðåç ãðàôà G îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïàðà (V1, V2), òàêàÿ ÷òî:
• V = V1 ∪ V2, V1 ∩ V2 = ∅;
• −1 ≤ |V1| − |V2| ≤ 1.Ñòîèìîñòüþ ðàçðåçà (V1, V2) ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå

cost(V1, V2) = |E ∩ {{v, u} | v ∈ V1, u ∈ V2}|� ò. å. ÷èñëî äóã ìåæäó V1 è V2. Ðàçäåë¼ííûì âåñîì (bisection width) ãðàôà G íà-çîâ¼ì ìèíèìóì ñòîèìîñòåé âñåõ ñáàëàíñèðîâàííûõ ðàçðåçîâ ýòîãî ãðàôà. Ïðè ïðîåê-òèðîâàíèè îáúåäèí¼ííûõ ñåòåé ìû îáû÷íî ñòàðàåìñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü çíà÷åíèå ðàç-äåë¼ííîãî âåñà � èç îòíîñèòåëüíî áîëüøîãî åãî çíà÷åíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé ðàçðåçñåòè íà äâå ïðèìåðíî ðàâíûå ÷àñòè äà¼ò äîñòàòî÷íî ìíîãî êîììóíèêàöèîííûõ êàíà-ëîâ ìåæäó íèìè.Äîêàæèòå, ÷òî ðàçäåë¼ííûé âåñ ñåòåé Butr è Benesr íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ Ω(2r).539.7 Çàêëþ÷åíèåÊðèïòîãðàôèÿ íåîáõîäèìà äëÿ ðàçðàáîòêè êðèïòîñèñòåì, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ñåê-ðåòíîãî îáìåíà èíôîðìàöèåé ÷åðåç îòêðûòûå êîììóíèêàöèîííûå êàíàëû. Ó êëàññè÷å-ñêèõ (ñèììåòðè÷åñêèõ) êðèïòîñèñòåì êàê ìåõàíèçì øèôðîâàíèÿ, êàê òàê è ìåõàíèçìäåøèôðîâêè îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ êëþ÷à � ÿâëÿþùåãîñÿ îáùèì ñåêðåòîì îòïðàâè-òåëÿ è ïîëó÷àòåëÿ. Ó êðèïòîñèñòåì ñ îòêðûòûì êëþ÷îì òàêîãî ñåêðåòà íåò � ïîñêîëü-êó çíàíèå êëþ÷à êîäèðîâàíèÿ íå ïîìîæåò íàéòè êëþ÷ äåøèôðîâêè. Èäåÿ ðàçðàáîòêèñèñòåì ñ îòêðûòûì êëþ÷îì îñíîâàíà íà êîíöåïöèè îäíîñòîðîííèõ ôóíêöèé. Êàæäàÿèç íèõ ýôôåêòèâíî âû÷èñëèìà � â îòëè÷èå îò ñîîòâåòñòâóþùåé îáðàòíîé ôóíêöèè; ïî-ñëåäíÿÿ íå ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíî âû÷èñëèìîé áåç ñïåöèàëüíûõ äîïîëíèòåëüíûõ çíà-íèé � ñåêðåòà, èçâåñòíîãî òîëüêî ïîëó÷àòåëþ. Íàì ïîêà íåèçâåñòíî, ñóùåñòâóþò ëèâîîáùå îäíîñòîðîííèå ôóíêöèè; êàíäèäàòàìè ÿâëÿþòñÿ óìíîæåíèå (îáðàòíîé ôóíê-öèåé ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè) è âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ ab (mod n)(îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ � äèñêðåòíûé ëîãàðèôì).
53 Ðàçäåë¼ííûé âåñ ýòèõ ñåòåé â ïðåäåëå ïðèìåðíî ðàâåí ÷èñëó ñòîðîí ýòèõ ñåòåé. Ìîæíîïîäñ÷èòàòü ýòîò âåñ è äðóãèì ñïîñîáîì � â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà óçëîâ ýòèõ ñåòåé (ïóñòü

m); â ýòîì ñëó÷àå ðàçäåë¼ííûé âåñ íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ Ω( m
log m

).



308 9 Òåîðèÿ ñâÿçè è êðèïòîãðàôèÿÈíòåðàêòèâíûå ñèñòåìû ïðîâåðêè äîêàçàòåëüñòâ, èìåþùèåñÿ ó âñåõ ÿçûêîâ êëàññà
PSPACE, ýôôåêòèâíî îñóùåñòâëÿþò ýòó ïðîâåðêó ðàíäîìèçèðîâàííûìè àëãîðèòìà-ìè. Ñèñòåìû ïðîâåðêè äîêàçàòåëüñòâ ñ íóëåâûì ðàçãëàøåíèåì, èìåþùèåñÿ ó âñåõ ÿçû-êîâ êëàññà NP, èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïðîâåðêè òîãî, îáëàäàåò ëè äðóãàÿ ñòîðîíà íåêîòî-ðûì ñåêðåòíûì äîêàçàòåëüñòâîì � íå âûÿñíÿÿ çíà÷åíèÿ íè îäíîãî áèòà ýòîãî ñåêðåòà.Êà÷åñòâî ñåòåé ïåðåäà÷è äàííûõ èçìåðÿåòñÿ ÷èñëîì óäîâëåòâîð¼ííûõ êîììóíèêà-öèîííûõ çàïðîñîâ (èëè êîëè÷åñòâîì ïåðåäàííûõ äàííûõ) çà íåêîòîðûé äîñòàòî÷íîêîðîòêèé âðåìåííîé èíòåðâàë. Ðàçðàáîòêà ñåòè, îïòèìàëüíîé èëè ïî÷òè îïòèìàëüíîéîòíñèòåëüíî íåêîòîðûõ êà÷åñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ, îáû÷íî ïðèâîäèò ê íåòðèâèàëüíûìîïòèìèçàöèîííûì çàäà÷àì. Ìû ïûòàåìñÿ ðåøàòü èõ ìåòîäàìè äèñêðåòíîé ìàòåìàòè-êè.Íàñòîÿùóþ ðåâîëþöèþ ïðîèçâåëà êîíöåïöèÿ êðèïòîñèñòåì ñ îòêðûòûì êëþ÷îì �îíà áûëà ïðåäëîæåíà â 1976 ãîäó Äèôôè è Õåëìàíîì â [17]. Íàèáîëåå èçâåñòíàÿ ñîîò-âåòñòâóþùàÿ êðèïòîñèñòåìà RSA áûëà ðàçðàáîòàíà Ðèâåñòîì, Øàìèðîì è Àäëåìàíîìâ [58]. Êîíöåïöèÿ èíòåðàêòèâíûõ ñèñòåì äîêàçàòåëüñòâ áûëà îïèñàíà Ãîëäâàññåðîì,Ìèêàëè è Ðàêîôîì â [21]. Øàìèð â [64] ïåðâûì äîêàçàë ðàâåíñòâî IP = PSPACE.Ñåòè Áåíåøà áûëè ïðåäëîæåíû Áåíåøåì â ðàáîòàõ [4, 5], ïîñâÿù¼ííûõ ðàçðàáîòêåòåëåôîííûõ ñåòåé. Ñåòè Áåíåøà ÿâëÿþòñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñåòÿìè � ýòîò ôàêò áûëäîêàçàí Âàêñìàíîì â [70].Â êà÷åñòâå âåäåíèÿ â êðèïòîãðàôèþ ìû íàñòîÿòåëüíî ðåêîìåíäóåì êíèãó Ñàëîìàà[61]. Äðóãîé îòëè÷íûé ñîâðåìåííûé ó÷åáíèê íàïèñàí Äåëôñîì è Êíåáëîì � [16]. Õî-ðîøèå îáçîðû èíòåðàêòèâíûõ ñèñòåì äàíû Áîâåòîì è Êðåøåíçè â [7] è Ñèïñåðîì â[65]. Êíèãà Ëåéòîíà [41] � ñîâðåìåííûé ó÷åáíèê-ìîíîãðàôèÿ ïî ïðîåêòèðîâàíèþ ñå-òåé è êîììóíèêàöèîííûì ïðîáëåìàì. Ââåäåíèå â êîììóíèêàöèîííûå ïðîáëåìû äëÿîáúåäèí¼ííûõ ñåòåé ïðèâåäåíî Ãðîìêîâè÷åì, Êëàñèíãîì, Ìîíèíîì è Ïåéíå â [33].
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êîíñòðóêòèâíàÿ ôóíêöèÿ (constructiblefunction)ïî âðåìåíè (time) 204ïî ïàìÿòè (space) 204êîíôèãóðàöèÿ (con�guration) 67, 109âíóòðåííÿÿ (internal) 207ñòàðòîâàÿ (initial) 67, 90, 109ôèíàëüíàÿ (�nal) 67êîíöåïöèÿ Êàíòîðà (Cantor's concept) 144êîíúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà(conjunctive normal form) 39êðèïòîàíàëèç (cryptoanalysis) 318êðèïòîãðàôèÿ (cryptography) 318êðèïòîëîãèÿ (cryptology) 318êðèïòîñèñòåìà (cryptosystem)
RSA 324ñ îòêðûòûì êëþ÷îì (public-key) 322êðèïòîòåêñò (cryptotext) 319ëåììà î ðàçðàñòàíèè (pumping lemma) 81,83, 85ëåíòà (tape) 64, 107âõîäíàÿ (input) 64ðàáî÷àÿ (working) 118ëîâóøêà (trapdoor) 321ëîêàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå (localtransformation) 275ëîêàëüíûé îïòèìóì (local optimum) 275ëîêàëüíûé ïîèñê (local search) 276, 286, 288ìàòðèöà ñìåæíîñòè (adjacency matrix) 21ìàøèíà Òüþðèíãà (Turing machines) 106
k-ëåíòî÷íàÿ (k-tape) 118, 120ìíîãîëåíòî÷íàÿ (multitape) 120íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ (nondeterministic)129ìåòîä (method)äàêòèëîñêîïè÷åñêèé (�ngerprinting) 308,309, 310, 315èçáûòêà ñâèäåòåëüñòâ (of abundance ofwitnesses) 301, 303, 315ñâîäèìîñòè (reduction) 155ìîäåëèðîâàíèå (simulation) 75, 134, 225íåäåòåðìèíèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ (ofnondeterministic algorithms) 218ìîùíîñòü ìíîæåñòâà (cardinality) 144íåäåòåðìèíèçì (nondeterminism) 88, 89, 212íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ñëîæíîñòü(nondeterministic)ïî ïàìÿòè (space) 213ïî âðåìåíè (time) 213



316 Ïðåäìåòíûé óêàçàòåëüíåèçîìîðôèçì ãðàôîâ (graphnonisomorphism) 334íåðàçðåøèìîñòü (undecidability) 185íåðàçðåøèìûé íà ïðàêòèêå (intractable)192, 253íîðìàëèçàöèÿ (annealing) 283, 288íóëåâîå ðàçãëàøåíèå (zero-knowledge) 335îäíîñòîðîííÿÿ ôóíêöèÿ (one-way function)321, 323îêðåñòíîñòü (neighborhood) 274, 275äîñòèæèìàÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ(polynomial-time searchable) 279òî÷íàÿ (exact) 279îñòàíîâ (halting) 161, 163îñòîâíîå äåðåâî (spanning tree) 39îòïå÷àòêè ïàëüöåâ (�ngerprint) 310, 315îòïðàâèòåëü (sender) 319ïåðå÷èñëåíèå (denumeration) 147ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë (of rational numbers)148ïîäïèñü (signature) 330, 331ïîäñëîâî (subword) 24ïîèñê â øèðèíó (breadth-�rst search) 134ïîëó÷àòåëü (receiver) 319ïîðîãîâûé ÿçûê (threshold language) 251ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà (Boltzmann constant)284ïðåôèêñ (pre�x) 25ïðîáëåìà (problem)Ãàìèëüòîíîâà öèêëà (Hamiltonian Cycle)32èçîìîðôèçìà ãðàôîâ (graph isomorphism)334, 336ìàêñèìàëüíîé âûïîëíèìîñòè (maximumsatis�ability) 40ìàêñèìàëüíîé êëèêè (maximum clique)38, 252ìèíèìàëüíîãî âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ(minimum vertex cover) 38, 266îïòèìèçàöèîííàÿ (optimization) 34, 274îñòàíîâà (halting) 163, 170ïîäïèñè (signature) 328ïðèíàäëåæíîñòè (decision) 31ðþêçàêà (knapsack) 259ñîîòâåòñòâèé Ïîñòà (Post correspondence)176óñòàíîâëåíèÿ ïîäëèííîñòè (authentication)330öåëî÷èñëåííàÿ (integer) 258ýêâèâàëåíòíîñòè (equivalence) 169, 309

ïðîâåðêàäîêàçàòåëüñòâ (proof veri�cation) 223÷èñëà íà ïðîñòîòó (primality testing) 303,307, 315ïðîâåðÿþùàÿ ñòîðîíà (veri�er) 332ðàçðåøèìîñòü (solvability)ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�àÿ (polynomial-time) 229ðàçðåøèìîñòü íà ïðàêòèêå (tractability)253ðàçðåøèìûé íà ïðàêòèêå (tractable) 192,253ðàíäîìèçèðîâàííàÿ ïðîâåðêà äîêàçàòåëüñòâ(randomized veri�cation) 335ðàíäîìèçèðîâàííûé (randomized) 297, 332,335ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé (probabilitydistribution) 293ðåøåíèå (solution)äîïóñòèìîå (feasible) 35îïòèìàëüíîå (optimal) 35ñâèäåòåëüñòâî (witness) 301, 302, 306, 314,321ñâîäèìîñòü (reducibility, reduction) 155ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�àÿ (polynomial-time) 228, 234ñåòü (network) 338Áåíåøà (Bene�s-) 344ïåðåñòàíîâî÷íàÿ (permutation) 341ñæàòèå (compression) 42, 43, 56ñèñòåìà äîêàçàòåëüñòâ (proof system)èíòåðàêòèâíàÿ (interactive) 332, 336ñ íóëåâûì ðàçãëàøåíèåì (zero-knowledge)336ñëîâî (word) 17, 19, 58ïóñòîå (empty) 19ñëîæíîñòü (complexity)â õóäøåì ñëó÷àå (worst case) 194ïî âðåìåíè, âðåìåíí�àÿ time 193, 206ïî ïàìÿòè (space) 193, 195, 206ïîëèíîìèàëüíî-âðåìåíí�àÿ (polynomial-time) 253ñëîæíîñòü ïî Êîëìîãîðîâó (Kolmogorovcomplexity) 45, 47, 48, 52, 55, 58, 85, 185ñëó÷àéíîñòü (randomness) 289ñëó÷àéíûé îáúåêò (random object) 50ñîáûòèå (event) 292ýëåìåíòàðíîå (elementary) 292ñîñòîÿíèå (state) 66, 67, 90, 107äîïóñêàþùåå (accepting) 90, 109



Ïðåäìåòíûé óêàçàòåëü 317ñòàðòîâîå (initial) 66, 109îòêëîíÿþùåå (rejecting) 109ñóïåðìíîæåñòâåííàÿ êîíñòðóêöèÿ (powersetconstruction) 97ñóôôèêñ (su�x) 24ñ÷¼òíûé (countable) 147òåçèñ ×¼ð÷à�Òüþðèíãà (Church�Turingthesis) 128, 140òåêñò (text) 18, 19òåîðåìàÊóêà (Cook's Theorem) 234î ïðîñòûõ ÷èñëàõ (Prime Number Theorem)52Ðàéñà (Rice's Theorem) 171Ôåðìà, ìàëàÿ (Fermat's Theorem) 304Øàìèðà (Shamir's Theorem) 335Ýéëåðà (Euler's Theorem) 326òåîðèÿâåðîÿòíîñòåé (probability theory) 291ñëîæíîñòè (complexity theory) 191, 227,252òåðìîäèíàìèêà (thermodynamics) 283óçåë-ïåðåêëþ÷àòåëü (switching node) 339óíèâåðñàëüíàÿ ÌÒ (universal TM) 160óíèâåðñàëüíûé ÿçûê (universal language)160

ôèçèêà êîíäåíñèðîâàííîãî âåùåñòâà 283ôóíêöèÿïåðåõîäîâ (transition function) 67, 108,129ñòîèìîñòè (cost function) 35âû÷èñëèìàÿ (decidable) 112÷àñòíûé ñëó÷àé ïðîáëåìû (problem instance)35øàã (step) 109øèôðîâàíèå (encryption) 319öèôðîâàÿ ïîäïèñü (digital signatures) 328,329ýâðèñòèêà (heuristic) 282ÿçûê (language) 58äèàãîíàëèçàöèÿ (diagonalization) 154ïîðîãîâûé (threshold) 251ðåãóëÿðíûé (regular) 68ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûé (recursivelyenumerable) 111, 139ðåêóðñèâíûé (recursive) 111, 139ñâîäèìûé ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ(reducible mapping) 156óíèâåðñàëüíûé (universal) 160


